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4. fordulé — megoldasok

1. A forgastest térfogatanak képlete szerint
1
V= 77/ arcsin® z dz.
0

Az x = sinu helyettesitéssel

1 w/2
.2 _ 2
arcsin“xz dr = [ u“cosu du.
0 0

Parciélis integrédlassal kapjuk, hogy
/u2 cosu du = u?sinu — Q/usinu du,

valamint
/usinu du = —ucosu + /cosu du = —ucosu + sinu + c.

Ezért

2
V=mn [uQSinu+2ucosu—QSinu]g/2 =7 <7T— —2> .

2. A definicié alapjan

[e%e) T
/$2€_$2d$ — lim [2%e%dz.
T—00
0 0
Az u = —z? helyettesitéssel
1 1 1
/Zlierd.l‘ = —§/eudu = —56“ +c= —56712 + c.

Ezt felhasznélva parcidlis integralassal kapjuk, hogy

r r 1 ooy T 1
/a:QeI?da: = /:1: cxe P dy = [—5612 -x]o + +§/e“’”2dg: =5 + §/ex2d3:.
0 0

0

A I'Hospital-szabaly alkalmazéasaval

. T .
lim — = lim —— =0,
T—ooel T—o02TeT
és a Poisson-formula szerint
T 00 \/_
. .2 2 T
lim [ePder= [e ¥ de=".
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Ezért
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T 1
/xQeIQdJS = Tliinoo T 5T? + 5/6x2da: =
0 0



a. Legyen z,y,2z € R", A € R tetszOleges.
Ekkor:
<zty,z>=1-(1+y1)-z1+...+n-(Tn+yn) 20 =
=lzmi-z1+.+n-xp-znt+l-y1 21+ 0 Yp 2 =<z,2>+<y,z>,

<Azy>=1-(Az) -y +oo+n-(Nzy) Yy =
=X Lzt +n-2nyn) =X <2,y >,

<zytz>=1l-m(yr+21)+ . +n-20(Yn + 20) =
=lzmy-p+..+n-xp-yptl-x1-214+ 402y 2, =<2,y >+ <2,z >,

<z, y>=1-21(Ay1) + ... +n-2p(Ayn) =
=X Loyt +n-2nyn) =X <2,y >,
tehat az értelmezett miivelet bilinedris.

<zy>=l-zi-ypit..+n-xp-yp=l-y1- 21+ .. +n-yp =<y, x>,

tehat az értelmezett mivelet szimmetrikus.

<L§>:1-x%+...+n'x% >0

és

<L§>:1-x%+...+n~x%:0 <= r=..=x,=0 < 2 =0,
tehat az értelmezett miivelet pozitiv definit.

b. Tekintsiik az R"-beli kanonikus bazis két vektordt: e;-t és e;-t (i # j)! Ekkor az értelmezett
skalaris szorzattal:
<ene>=i-1-044-0-1=0,

=17 =j

igy a kanonikus bazis paronként ortogonadlis, nullvektortdl kiilénb6zé vektorokbdl all, tehat
ortogondlis vektorhalmaz.

Ugyanakkor:

||§1H = V < €1,€1 > = 17
leall = V<ea e :\/§>

= V<én €, >=+n

A bézisvektorok (e; kivételével) nem egységre normaltak, igy a kanonikus bdzis a megadott
skalaris szorzatot alapul véve nem ortonormalt.

e

c. Legyen z = (1,2,0,3), y = (4,—1,1,2). Ekkor:
<zy> = 1-1-442.2-(=1)+3-0-1+4-3.2=24
o] = V<omz>=+v1-12+42-2213.02+4-32 =145
lyll = <yy>=v1-42+2-(-1)2+3-12+4.22 =37

Ortonorméalt bazis R*-ben:

1
€ = e & =& =000
€
1 1 1
Ql = — e _—-(0,1,0,0):(0,_>070)
27 el 27 V2 V2
1 1 1
e/ — = —— - 070,1,0 - 0707_?0
€3 leal =75 )= ol
1 1 1
621 = €4 = —#= (070>07 1) = (0?070’ _)

leall ™ 4 2"



4. Ha az A : R" — R" linedris transzformécié injektiv, akkor minden z € R™ esetén

5.

(AT o A)(2) = z. ()

Legyen X sajatértéke az A linearis transzforméciénak és v legyen egy A sajatértékii sajatvektor.
Ekkor (a (*) azonossagot is felhasznélva):

(AT o A)() = ATHAE) = AT A1) =X (AT () =2,

igy
A7) = 1/A-v.
Tehdt 1/)\ sajatértéke az A~! linedris transzformdciénak. Ugyancsak lithat6, hogy ha a v €

R™ vektor A sajatértékii sajatvektora A-nak, akkor 1/\ sajatértékii sajatvektora az A~! transz-
formaécionak, és forditva.

fgy az A linedris transzformdcié )\ sajitértékhez tartozé sajataltere megegyezik az A~! transz-
formaci6 1/ sajatértékhez tartozé sajatalterével:

Ha(\) = H41(1/)).

a) Legyen w = a + bi + ¢j + dk. A disztributivitast és az i, j, k szimb6lumok szorzasi szabalyat
haszndlva kapjuk, hogy

ww = (a+bi+cj+dk)(a—bi—cj—dk)
= a® + bai + caj + dak — abi — b%% — ¢bji — dbki — acj — beij — 252 — dekj
—adk — bdik — cdjk — d*k?
= a? —b%i® — ebji — dbki — beij — ?5% — dekj — bdik — cdjk — d*k?
a® 4 b* 4 cbk — dbj — bek + ¢ + dei + bdj — cdi + d?
= 4+ +2+dA

b) A szorzési szabélyok alapjan

wiwy = (1—i+2j—k)(342i—j+2k)

3—3i+6j — 3k + 20 — 2i® + 45i — 2ki — j 4+ ij — 25% + kj + 2k — 2ik + 4jk — 2k?
3—3i4+6j—3k+2+2—4k—2j —j+k+2—i+2k+2j+4i+2

= 94 2i+ 55— 4k,

és

wawy = (3+21—j+2]€)(1—2+2j—]€)
= 342i—j+2k—3i— 2%+ ji — 2ki + 65 + 4ij — 25° + 4kj — 3k — 2ik + jk — 2k*
= 342 —j+2k—3i+2-k—2j+6j+4k+2—4i —3k+2j+i+2
= 9—4i+5j+2k.

A fenti példa szerint wiws # wowq, igy a kvaterniok szorzdsa nem kommutativ mivelet.

Az a) pontbdl kovetkezik, hogy w—%= = 1, és az a) ponthoz hasonlé médon beldthatd, hogy

_ w
w-wW=w-w, gy =w = 1. Ezért a kvaternidk inverze jol definidlt, és
w = —w_.
w-w
Ennek megfeleléen
1 w2 3—2i+j—2k 3 2. 1 2

e

Y2 T w2+ (22 + 124 (—2)2 18 18 187 18



w1
w2
wy L.wy szorzattal is értelmezni, de ahogy az aldbbi szémolds mutatja, két kiilonb6z6 eredményt
kapunk:

Mivel a szorzds nem kommutativ, a jelolés nem jol definidlt: ezt lehet a wy - wy L vagy a
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6. Az 1,2,3,...,2n szamok koziil valasszunk ki n + 1 db szdmot. Jeldlje ezeket a1, aq,...,any1.
Irjuk fel az a; szamot a; = 2™ib; alakban, ahol b; paratlan egész szdm (i = 1,2,...,n + 1). Ekkor
bi,...,bny1 aznelem {1,3,5,...,2n—1} halmaz elemei. De igy a skatulya-elv szerint a by, . .., by4+1

szamok kozott van legaldbb két egyforma szdm. Legyen példaul b; = by,. Ekkor aj|ay, ha m; < my,
illetve ax|aj, ha my < m;.



