Matematikai feladatmegold6 verseny 2008/09
1. fordulé6 — megoldasok

1. a. Legyen ¢ > 0 rogzitett.
a, — a miatt van olyan k; € N, hogy barmely n > k; esetén |a, —a| < 5. Ekkor
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Az (1) és a (2) mutatja, hogy barmely n > max(k1,k2) esetén
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—a‘ <e.
b. Legyen a, = (—1)", neN.

2. Teljes indukciéval egyszertien igazolhaté, hogy a, > 0 (n = 1,2,...). Ebbdl kovetkezik, hogy
n >1 esetén
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Az aqp a feltétel szerint > /2.
A sorozat csokkenésének az igazolasa:
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Lathatjuk, hogy a sorozat konvergens. Legyen a := lim a,. Az
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egyenlet mindkét oldalanak hatarértékét véve kapjuk, hogy
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amibél kivetkezik, hogy a? = 2, és igy a = /2 (mivel a, > 0).



3 a. A feleserélési tétel és a skaldris szorzas kommutativitdsa miatt:
a-(bxc)=(axb)-c=c-(axb)=(cxa)-b=b-(cxa)=k (konstans).

Igy:

az a :% (b x ¢) vektor merdleges b-re és c-re, tovabbd a-d' =1,

a b = % (c x a) vektor merdleges c-re és a-ra, tovabba b-b =1,

a ¢ = % (a x b) vektor merdleges a-ra és b-re, tovabba c¢- ¢ = 1.
b. bxc=(1,1,1) x (0,4,5) = (1,—5,4)

kzg’(bx )2—10
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% (045) (20 ~3) = (~12,10, —8)

b = —11—0 (—12,10,-8) = (3, -1, &)

axb=(2,0.-3) x (11,1) = (3,-5.)

d=—1(3-52 = (- 1)

4. a. Legyen az e és f egyenesekre illeszkedd stk S7. Ennek egy pontja az e egyenesre
illeszkedd Py = (—6,0,6) pont, normdlvektora: n; = v, X vy = (=3,0,2) x (0,5, -2) =
(—=10,—6,—15). Igy az S; sik egyenlete:

~10(z +6) — 6(y — 0) — 15(z — 6) = 0,

azaz
10z 4 6y + 152z = 30.

Legyen a g és h egyenesekre illeszkedd stk S3. Ennek egy pontja a g egyenesre illeszkedd
Qo = (—3,5,2) pont, normdlvektora: ny = v, x v, = (6,0, —4) x (0,10, —4) = (40,24, 60).
fgy az Sy sik egyenlete:

40(x + 3) 4 24(y — 5) + 60(z — 2) =0,

azaz
10z 4 6y + 152z = 30.

Az 51 és Sy sikok egyenlete azonos, igy a négy egyenes egy sikban helyezkedik el, melynek
egyenlete:
10z + 6y + 15z = 30.

b. Az egyenesek kolesonos helyzetét vizsgalva megallapithatd, hogy az e és g illetve az [ és
h egyenesek parhuzamosak, igy az egyenesek metszéspontjai altal meghatarozott alakzat
paralelogramma.

Az eés f egyenesek metszéspontja: M; = (0,0,2),
az e és h egyenesek metszéspontja: My = (3,0,0),
az f és g egyenesek metszéspontja: M3 = (0,5,0).

A paralelogramma teriilete egyenlé az My Ms és M M;s vektorok vektordlis szorzatanak
abszolutértékével:

t = | MMy x M M| = |(3,0,—2) x (0,5,—2)| = |(10,6,15)] = v/100 + 36 + 225 = 19.

5. Legyen = € (A1 U Ay) A (B1 U By). Ekkor vagy (1. eset) x € Ay U Ag és x ¢ By U By vagy (2.
eset) € BiUBg és © € A1 U A,.

Tekintsiik az 1. esetet: Ekkor (x € A; vagy x € Ag) és (v & By és x € Ba). Azaz, vagy (z € Ay
és x ¢ By) vagy (z € Ay és x ¢ Bs). Ez pedig azt jelenti, hogy = € (41 A By) U (A2 A By).

A 2. esetben ugyanigy indokolhatd, hogy = € (41 A By) U (A2 A By).



6.

Az
(1256)10 = <(1256)4)2(1256)2 — (1256)% = (15)(26),
(234)7 = ((234)3)2(234) = (234)

és az

-1
((34 (3 56)) — (356)"1(347)" = (653)(743)
azonossagokat alkalmazva az egyenletet atirhatjuk az
(15)(26)(234)01(653)(743) = id

alakba, amibol az egyes permutacidk inverzével lépésenként az egyenletet balrél beszorozva
kapjuk, hogy
(26)(234)071(653)(743) = (15)71,

és igy
(234)01(653)(743) = (26)"1(15) 7L,
végil
o H653)(743) = (234)71(26)"1(15)7 L.

Most jobbrol szorozva az egyes permutaciok inverzével kapjuk, hogy

o 1653) = (234)71(26)7t(15) " H(743) 7L,

és végiil

ot =(234)7526)71(15)71(743)71(653)7L.
Tehat

o 1 =(432)(62)(51)(347)(356) = (27516),
és igy

o= (61572) = (15726).



