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A skatulyaelv 
[Újvári István: Matekszakkör otthon (Váci Mat.könyvek 4./1998/)  könyvéből és egyéb feladatok] 

[A könyv a következő címen rendelhető meg: 2601 Vác, Pf.143.] 

Könnyen belátható az alábbi néhány gondolatkísérlet: 

(S1)  (i) Ha 10 dobozba kell 11 golyót elhelyeznünk, akkor legalább az egyik dobozba legalább kettőt kell tennünk. 

(S2)  (ii) Ha 10 dobozba 51 golyót kell elhelyeznünk, akkor legalább az egyik dobozba legalább 6 golyó kerül. 

(S3)   Ha 10 dobozba 7 golyót kell elhelyeznünk, akkor legalább három doboz ÜRESEN  marad. 

A fentiek, valamint az alábbi példák teszik majd érthetővé a skatulyaelv lényegét. 

Mintapéldák 

   (S4)    0)a) 13 tanuló között mindig van legalább 2 olyan, aki ugyanabban a hónapban született.

Megoldás: Képezzünk 12 "skatulyát", ezek most az év hónapjai lesznek! Feladatunk szempontjából az a "legrosszabb" eset, amikor 12 tanuló mindegyike különböző hónapokban született, januártól decemberig. A 13. tanulót azonban csak olyan "skatulyába tehetjük", amelyben már van egy tanuló. Tehát létezik egy olyan skatulya, amelyben legalább ketten vannak, ők azonos hónapban születtek. 

     (Megjegyezzük, azt nem tudjuk megmondani; hogy melyik hónap ilyen tulajdonságú. Az is lehet, hogy több ilyen hónap van. Még az is előfordulhat, hogy minden tanuló ugyanabban a hónapban született. Csupán azt igazoltuk, hogy legalább egy ilyen hónap van.

   (S5)  0)b) Egy iskolának 430 tanulója van, akik 17 osztályba járnak. Mutassuk meg, hogy van legalább egy  olyan osztály, amelybe legalább 26 tanuló jár! 

Megoldás:  Legyen a 17 osztály a 17 skatulya és képzeljük el, hogy mindegyikbe pontosan 25 tanuló jár. Ekkor 17*25 = 425 tanulót osztottunk szét, 5 tanulót kell még elhelyeznünk: legalább egyik osztályba legalább egy tanulót. Tehát legalább egy olyan osztály van, amelyikbe 25-nél több tanuló kerül.

Gyakorló feladatok 

   (S6)   0)c) Egy 1 cm oldalú szabályos hatszög belsejében 7 pontot helyeztünk el. Igazold, hogy van közöttük legalább kettő olyan, amelyek egymástól mért távolsága legfeljebb  1 cm ! 

   (S7)   0)d) Egy zacskóban 80 cukor van: 20 piros, 20fekete, 20 zöld, 20 sárga. Egy bekötött szemű gyereknek legalább hány cukrot kell kiemeln ie ahhoz, hogy biztosan legyen köztük 

  --   valamelyik szinből 4 darab?

  --   mindegyik szinből4 darab?

Kitűzött feladatok (az 5-6. osztályosok számára) 

   (S8)  1.)  Mutasd meg, hogy egy 34 fős osztályban van két olyan diák, akiknek ugyanannyi foga van! 

   (S9)  
2.)  Legalább hány tanulója van annak az iskolának, amelynek tanulói közül biztosan ki tudunk választani 3 olyat, akiknek születésnapja azonos napon van? 

  (S10)  3)  Egy 70 cm oldalú négyzet alakú céltáblára leadunk 50 lövést. Mindegyik eltalálja a céltáblát. Bizonyítsuk be, hogy van két lövés, amely 
egymáshoz 15 cm-nél közelebb csapódott be. 

  (S11)  4.)  Egy fiókban 10 pár barna és 10 pár fekete zokni hever, egy másikban 10 pár barna és 10 pár fekete kesztyű. Hány darab zoknit, illetve kesztyűt kell kivennünk a fiókokból, hogy biztosan össze tudjunk állítani egy (akármilyen) pár zoknit, illetve kesztyűt (természetesen: egyező színűt)? 
   (Figyelmeztetés: zokniból nincs külön jobb- ill. ballábas, de kesztyűből csak az van!) 

Kitűzött feladatok (a 7-8. osztályosok számára) 

  (S12)  5.)  Egy kőbányában 50 db kőtömböt faragtak ki. A kövek sorba állíthatók úgy, hogy a sorban  --  a másodiktól kezdve  --  mindegyik kőnek a tömege 2 kg-mal több, mint az előtte állóé. Az első kő tömege 370 kg. Elszállítható-e az összes kőtömb 7 db 3 tonnás teherautóval, egyetlen fuvarban, túlterhelés nélkül? 

  (S13)  6.)  Egy dobozban 100 golyó van: 28 piros, 20 zöld, 12 sárga, 20 kék, 10 fehér és 10 fekete. Határozzuk meg azt a legkisebb számot, amelyre még teljesül, hogy a 100 golyó közül ennyit kiválasztva, a kiválasztottak között szükségképpen van 15 egyforma színű. 

  (S14)  7.)  Egy  5m x 3m x 3m  méretű szobában 100 légy röpköd. Igaz-e,hogy bármely pillanatban van három olyan légy: hogy közülük bármely kettő egymástól való távolsága √3 méternél kisebb v. egyenlő? 

  (S15)  8.)  Egy zacskóban 13 piros, 9 fehér és 5 fekete golyó van. Legkevesebb hány golyót kell kiemelni odatekintés nélkül, hogy,biztosan legyen köztük 

   a)  fehér vagy fekete;      b)  fehér és fekete;      c)  két különböző szín; 

   d)  valamelyik (de bármelyik) színből mind;     e)  valamelyik (de tetszőleges) két színből mind; 

   f)  valamelyik színből legalább három? 

Szalkai István gyűjtése 

  (S16)   Legfeljebb hány pont helyezhető el egy  2 cm  oldalhosszúságú négyzet belsejében vagy határán úgy, hogy bármely két pont távolsága legalább  1 cm  legyen ? 

(Gordiusz verseny 2005. megyei 9.oszt. 26.feladat) 

  (S17)   Igaz-e, hogy bármely konvex  10 -szögnek van két olyan átlója, melyek bezárt szöge legfeljebb 6o ? 
(Abacus újság általános iskolásoknak) 

  (S18)   Egy 5×5×10-es téglatestben adott 2001 pont.  Bizonyítsuk be, hogy ki tudunk közülük választani kettőt, amelyek távolsága  legfeljebb  √3/2 .      (KöMaL B.3386 és A.242 feladatok, 2000/szeptember.) 

  (S19)   Mutassuk meg, hogy bármely társaságban van (legalább) két ember, akinek ugyanannyi ismerőse van  (az ismeretségek kölcsönösek). 

  (S20)   Mutassuk meg, hogy ha  n  dobozba kevesebb mint   n(n-1)/2   labdát helyeztünk el, akkor (legalább) két dobozba ugyanannyi labda került. 

  (S21)   Legfeljebb hány pontot lehet elhelyezni egy 2cm oldalú négyzetbe úgy, hogy bármely kettő távolsága  √2 -nél nagyobb legyen ? 
  (S22)  Belefér-e százezer darab 4cm átmérőjű szabványos pingponglabda egy  200×164×146 cm méretű ládába?    (KöMaL C.624 feladt, 2001/március.) 

  (S23)  Mutassuk meg, hogy tetszőleges  n€N  természetes szám esetén, ha az    1, 2,. ... , 2n    számok közül tetszőlegesen választunk ki  n+1  db -ot, akkor a kiválasztott számok között mindig van kettő, melyek  relatív prímek  (azaz  lnko(a,b)=1 ).  

  (S24)*  Mutassuk meg, hogy tetszőleges  n€N  természetes szám esetén, ha az    1, 2,. ... , 2n    számok közül tetszőlegesen választunk ki  n+1  db -ot, akkor a kiválasztott számok között mindig van kettő olyan, amelyek egyike  többszöröse  a másiknak. 

  (S25)*  Egy 105 egység oldalú négyzet belsejében 1999 egységnégyzetet helyeztünk el. Mutassuk meg, hogy elhelyezhető még egy egységnégyzet úgy, hogy ne legyen a többivel közös pontja. 

(KöMaL B.3330 feladat, 1999/december.) 

  (S26)*  Bizonyítsuk be, hogy akárhogyan adunk meg 100 különböző pozitív egész számot, mindig kiválasztható közülük 98, amelyeknek az összege nem osztható a megmaradó kettő összegével. 

(KöMaL Gy.3233(H) feladat, 1998/november.)

  (S27) a)  Mutassuk meg, hogy 2003-nak van olyan többszöröse, amelyben minden számjegy 1. 

  b)  Mutassuk meg, hogy 2003-nek van olyan többszöröse, amelyben mind a tíz számjegy szerepel. 

(Róka Sándor: Skatulyaelv (Tóth Kiadó, 2000),  44. és 45.feladat) 
Megoldások 

A gyakorló feladatok megoldásai 
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   (S6)  0c)    Ez a feladat csak annyival nehezebb a mintapéldáknál, hogy a "skatulyákat" - az ábrán látható szabályos háromszögeket nekünk kell létrehozni. 6 skatulyánk lesz a 7 pont számára, tehát legalább az egyikbe legalább 2 pont kerül. Két ilyen pont távolsága 1 cm-nél kisebb. 

   (S7) 0d)  Ahhoz, hogy valamelyik színből biztosan legyen 4 db:    4*3+1 = 13 (db)    cukorkát kell kiemelni. Ahhoz, hogy mindegyik színből legyen 4 db, a kiszedett cukorkák száma legalább    20+20+20+4 = 64 (db). 

A kitűzött feladatok megoldása

  (S8) 1)   33 skatulya van:  0,1,2, ... 32 foggal rendelkezők.  Ha 33 skatulyába 34 nevet helyezünk, akkor lesz olyan skatulya, melybe legalább két név kerül. 

  (S9) 
2)   Legalább egy "skatulyában" 3 tanuló van, a többiben 2.  Szökőévvel számolva:  366*2+1 = 733.  Ennél kevesebb tanuló esetén nem biztos, hogy teljesül a feladat feltétele. 

  (S10) 3)   Tegyük fel, hogy céltáblánk 7x7=49 mezőből áll. A sakktáblát összesen 50 lövés érte, tehát legalább egy mezőhöz tartozik legalább 2 lövés. Ezek legnagyobb lehetséges távolsága a mező átlójának hossza, ami kisebb 15 cm-nél. 

  (S11) 4)   3 zokni már elég: ezek közül kettő biztosan azonos színű. 

   A kesztyűkkel már bonyolultabb a helyzet itt a színen kívül az a döntő, hogy hány jobb- és hány bal-kezes van a kiemeltek között.  21 kesztyű kell, mert 20-nál még előfordulhat, hogy a 10 fekete balost és a 10 barna balost húztuk ki, vagy hogy a 10 barna balost és a 10 fekete jobbost húztuk ki, vagy fordítva, vagy stb. 

  (S12) 5)   A kövek nem szállíthatók el az adott feltételek mellett, mert a 7 autó közül legalább egyre 8 db követ kellene felrakni és már a legkönnyebb 8 kő is túlterhelné ezt a kocsit. Együttes tömegük ugyanis: 

     370+372+374+ ... +384 = 3016 kg  >  3 t . 

Könnyen kiszámítható, hogy ha megengedett lenne a kötömbök kettévágása, akkor már elszállítható lenne az egész mennyiség egyetlen fuvarral: 


        370 + 468 

370 + 372 + 374 + ... + 468   =    -------------    * 50   =   838*25  =  20980 (kg) . 


          2 

  (S13) 6)   A "legrosszabb esetben" 14-14 pirosat, zöldet és kéket, 12 sárgát, 10-10 fehéret és feketét, összesen 74 db-ot emeltünk ki. A 75. golyó már csak piros, zöld vagy kék lehet, azaz sikerült 15 db  egyszínűt kiválogatnunk. 

  (S14) 7)   Képzeljük a szobát 1m élű kockákra osztva (átlóik √3 m) és alkalmazzuk a skatulyaelvet!  Már 91 légy között is lenne 3, mely éppen egy kockához tartozik a 45-ből, hiszen  45*2+1 = 91 . 

  (S15) 8)   a)  14 , mert  3 esetén még lehet, hogy mind piros. 

b)  23 , mert  22 esetén még lehet, hogy 13 piros és 9 fehér lesz. 

c)  14 , mint a) -ban .

d)  25 , mert  24 esetén még lehet, hogy 12 piros, 8 fehér és 4 fekete lesz. 

e)  26 , mert  25 esetén még (13; 8; 4), vagy (12; 9; 4), vagy (12; 8; 5) lehet. 

f)   7 , mert  6 esetén még lehet, hogy 2 piros, 2 fehér és 2 fekete lesz. 

  (S16) 9)   [Gordiusz 2005.megyei 9.oszt. 26.feladat] 

    9 pont elhelyezhető: a csúcsokba, oldalfelező pontokba és a négyzet középpontjába. 

   10 pont esetén felbontjuk a négyzetet 3x3 db négyzetre, melyek oldalhossza 2/3. Valamelyik négyzetbe esik legalább 2 pont, és ezek távolsága legfeljebb   



2/3*√2 = √(8/9) < 1 .  

  (S17) 10)   [Abacus újság] 
   Egy konvex n -szögnek   n*(n-3)/2   átlója van, vagyis egy 10 -szögnek 35.   A teljesszöget 34 részre osztva egy-egy szögtartomány (skatulya)   360/34~10,59o   méretű, és mivel valamelyik szögtartomány-ba legalább két átló (irányvektora) esik, így az állítás igaz. 
[Egyéb feladatok] 

  (S18)  Tekintsük azt a 2001 darab 0,35 sugarú gömböt, amelyek középpontjai az adott pontok. Ezek térfogatának összege   2001*4π*0,353 /3  ≈  359,37 . 

   Ha a téglatest mindegyik lapsíkját 0,35 egységgel kifelé toljuk, akkor az így kapott téglatest már mindegyik gömböt tartalmazza. A kibővített téglatest térfogata   5,72*10,7  ≈  347,64 . 
   Mivel a kibővített téglatest térfogata kisebb, mint a gömbök térfogatának összege, biztosan van két olyan gömb, amelyeknek van közös belső pontja. Két metsző gömb középpontjának távolsága pedig kisebb, mint sugaraik összege, 0,7 .    (KöMaL 2001/febr. 100. oldal.) 

  (S22)  Állítsuk a dobozt az egyik 200×164 cm-es lapjára, és rakjuk bele a pingponglabdákat  (amiket ezentúl gömböknek fogunk tekinteni)  úgy, hogy egymást és a doboz alját is érintsék: ezt felülnézetben látahatjuk az 1.ábrán.  Így egy sorba  200:4=50  gömböt tudunk lerakni és  164:4=41  sor van egy rétegben; vagyis összesen  50×41=2050  gömb helyezhető el. Ha így folytatnánk a ,,dobozolást'', akkor  (146:4=36,5 miatt)   legfeljebb csak   2050×36 = 73 800  <  100 000   labda férne el a dobozban. 
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1. ábra  




2. ábra 

   Keressünk ennél gazdaságosabb elhelyezést. A második réteg gömbjeit helyezzük el úgy, hogy mind-egyik az alatta levő 4 gömb mélyedésébe kerüljön. Egy ilyen rétegbe 49×40=1960 gömb helyezhető el. 

   Számoljuk ki, összesen hány réteg lesz a 146 cm magas ládában. Az alsó négy gömb középpontja egy O1O2O3O4  négyzetet, az ötödik, felső gömb O5 középpontjával együtt pedig egy négyzetes gúlát alkot (2.ábra).  A gúla csúcsának az alaptól való távolságát meghatározhatjuk Pitagorasz tételével: 

OO5 =d = 
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Ennyivel emelkedik ki a 2. réteg gömbjeinek középpontja az alatta lévő gömbök középpontjai által meg-határozott sík fölé.   Két páros (vagy páratlan) réteg távolsága, vagyis amelyeket az ugyanolyan módon elhelyezett gömbök középpontjai határoznak meg, éppen  2d = 4√2.   A legalsó és legfelső rétegben levő gömbök középpontjai a doboz aljától, illetve tetejétől 2-2 cm távolságra vannak. Ezt vonjuk le 146-ból, a megmaradó térrészben   [142/4√2] = 25   páros ill. páratlan réteg van. Így az összesen elhelyezhető gömbök száma: 25(2050+1960)+2050=102300. Vagyis a 100000 pingponglabda elfér a dobozban. 

   (A feladat színes illusztrációja a dokumentum végén található  C624-3.jpg  néven.) 

(KöMaL 2002/április, 205-206.oldalak.) 

  (S24)  Legyenek a kiválasztott számok   ai = 2ki *bi   (i ( n+1)   ahol  bi  páratlan számok, majd  a  bi  számokra alkalmazzuk a skatulyaelvet. 

  (S25)  Tekintsük azokat a pontokat, amelyek az E egységnégyzettől legfeljebb 2√2 távolságra vannak. Ezek a pontok egy olyan 4 téglalapból, 4 negyedkörből és 1 négyzetből álló K alakzatot alkotnak, melynek a területe   1+2√2+π/2  (1. ábra).  Ha egy egységnégyzet középpontja K -n kívül helyezkedik el, akkor a négyzetnek és E -nek biztosan nincs közös pontja.

Ha a feladatban szereplő 1999 egységnégyzethez tartozó K-nak megfelelő alakzatok nem fedik le azt a 104 egység oldalú négyzetet, amelyet úgy kapunk, hogy a nagy négyzet minden oldaláról levágunk egy 0,5 egység széles csíkot, akkor a lefedetlen területre helyezve egy, a nagy négyzet oldalaival párhuzamo-san álló egységnégyzetet, annak nem lesz a többi egységnégyzettel közös pontja. Tudjuk, hogy  π<3,15  és √2<1,415,  ezért az 1999 darab K -val egybevágó idom összterülete kisebb, mint 

1999*(1+2*1,415+3,15/2) = 10804,595. 

A 104 egység oldalú négyzet területe ennél nagyobb, mert  1042=10816.  Tehát mindenképpen marad lefedetlen terület, s így elhelyezhető a feltételeknek megfelelő  2000 -edik egységnégyzet. 
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1. ábra 






2. ábra 

   Megjegyzés: Azt is be lehet látni, hogy ha eredetileg 2336 egységnégyzetet helyeztünk el, akkor is lerakható legalább még egy, a feltételeknek megfelelő módon. Legyen ugyanis K' azoknak a pontoknak a halmaza, amelyek E -től legfeljebb 0,5 egység távolságra vannak (2. ábra). Ha a nagy négyzet minden oldaláról egy  √2/2  egység széles csík levágásával kapott  (105-√2)2  területű négyzetnek van olyan pontja, amit a lerakott egységnégyzethez tartozó  K' -nek megfelelő alakzatok egyike sem, a  K -nak megfelelő alakzatok közül pedig legfeljebb egy, az N egységnégyzethez tartozó alakzat tartalmaz, akkor ebbe a pontba elhelyezhető egy N oldalaival párhuzamos oldalú, a feltételeknek megfelelő egység-négyzet.  A   K\K'  ponthalmaz területe 

(1+2√2+π/2) - (1+4*1*1/2+4*1/4*(1/2)2*π)  =  2√2 - 2 + π/4 .

Ha tehát a  K\K'  típusú ponthalmazokat legalább kétszeresen akarjuk lefedni, akkor a  (105-√2)  oldalú négyzet lefedéséhez szükséges egységnégyzetek  n  számára teljesülnie kell az 

n*(1+2+π/4)+ n/2*(2√2+π/4-2) > (105-√2)2
egyenlőtlenségnek.  Ebből  n>2336  adódik, s éppen ezt akartuk megmutatni. 

(KöMaL 2000/október, 411-412. oldal.) 

  (S26)  Legyenek  a1<a2<...<a100  tetszőleges különböző pozitív egész számok, összegük  ∑aj=A,  és tegyük fel, a feladat állításával ellentétben, hogy sehogyan sem választható ki közülük kettő, amelyek összege ne lenne osztója a többi 98 összegének, tehát e kettőt is hozzáadva, A-nak.  Ez azt jelentené, hogy minden  1≤k<l≤100  egészre   ak+al | A .   Nyilván  A<100*a100 ,  azaz  a100 > A/100 . 

Ekkor az   a1+a100 ;  a2+a100 ;  ... ;  a99+a100   számok mindegyike nagyobb, mint  A/100,  különbözőek, és  feltevésünk szerint mind osztói  A -nak.  De  A -nak nem lehet 99 különböző  A -nál kisebb és A/100 -nál nagyobb osztója, legfeljebb csak 98:  A/99,  A/98,  A/97, ... ,  A/2,   hiszen  aj+a100 = A  már nem lehetséges, mert akkor a többi 98 szám mind 0 volna. 

Így az  aj+a100  számok nem lehetnek mindannyian különbözők, ez pedig ellentmond a kiindulásunknak, hogy maguk az  aj  számok különbözőek.

Indirekt feltevésünkkel ellentmondásra jutottunk, így a feladat állítását bebizonyítottuk.

   Megjegyzés: Teljesen hasonló módon bizonyítható a feladat 100 és 98 helyett n-re és  (n-2)-re (n≥3) kimondva.   (KöMaL 1999/szeptember, 350-351. oldal.) 

  (S27) a)  Az  1,  11,  111;  ...  ;  1111...111  (2004 db jegy)   számok között van kettő, melynek 2003-al maradéka ugyanannyi, ezek különbsége pedig  osztható 2003-al: 

    1111...111000...000   =  (1111...111)*10n 

de mivel   2003 relatív prím 10-hez, ezért a fenti   (1111...111)   szám megfelelő. 

  b)    Tekintsük a következő számokat: 

12345678900000+1

...

12345678900000+2003   ... 
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