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Képzeljiink el egy olvan érmét, ameiy 3—“’}35 valészintiséggel’’ fei. és
1-p = 33 valeszintséggel irds. No jo. de lissuk. mire j6 egy ilyen
érme! Haromszor feldobva annak a valészingsége, hogy hdrom azonos dobast
kapurnk ‘hdrom fej vagy hirom irds) nem mds, mint

_9+5/3 9-5/3
T3 3B

P +(1-pP

12§
p

azaz. érménk hiromszori feldobasdval egészen pontosan tudunk egy kozda-
séges (fej=iras=1/2 valdsziniséggel) érmét szimulalni. Azonban, ha csak
kétszer dobjuk fel az érmét. mi annak a valbszintisége. hogy egv frdst és egy
fejet kapunk? Pontosan 2p{1 — p} = 1/3. azaz érménket egv olvan érmét is
tudunk szimuldlni, amely 1/3 val6szindséggel fej. 2/3 val6szindségge! frds.
A fenti eredményeket Ggy is tsszegezhetnénk, hogy érménkkel a p = 1/2 &
a p = 1/3 vaiésziniiséggel feive est érmék helvett is haszndlhatjuk. Hat ezért
nevezhetjitk rugalmasnak a p = ‘3—'# valdszinfiséggel feire esd érmét!

A tovibbiakban ezt dgy fogalmazzuk, hogy 3—'—’_'3@ szimuldlja mind az
1/2-et, mind az 1/3-ot. Altaliban pedig mondjuk azt. ha p és ¢ mindketten
0 és 1 kozé esd valés szdmok. hogy p szimuldlja g -t ha taldlunk egy olyan
n € N természetes szdmot. és az n hosszisdgd fej-irds dobdssorozatoknak ki
tudjuk jelolni egy olvan E részhalmazat dgy, hogy a p valdszintséggel fej ér-
mét n-szer feldobva a kapott dobéssorazat E-nek pontosan ¢ valészinGséggel
lesz eleme.

P A cikk az American Marhematical Monthivban jelent meg eldszér 100:1993}, 26-33).
A szerzdk erdrt a munkijukért a Mathematical Association of America 1894 #vi Lester Ford
Dijat nvertdk el {itvente o1 dijat oszranak ki a Monthivhan megjelent legjobb oikkek srerzdinek.}

* Jelen cikk 4 Peregrinatio . Alapitvdny 2/19%1. sz sdmogatdsdval készuit

FU A0 ds | kewittl vadfs szdnionat nevezzith vaitszindségeknok.
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Persze ezt a valdszimiséget konnyen ki is tadjuk szémolni:

) 7
PE) =3 ap'(1 ~ p)" i,
. =0

ahol a; jeloli E azon elemeinek {azon dobdssorozatoknak) a szamadt, ame-
lyekben a fej i-szer (és igy az frés n - i-szer} fordul el6. Az elemi valdszing-
ségszdmitdsban jartas Olvasé kbnnyen latja, hogy barmely dobassorozatban
a fejek és frasok sorrendje lényegtelen, ¢s hogy az ilyen dobéssorozatok va-
l6szintisége poatosan p*(1 — p)™ . Osszegezés utdn kapjuk a fenti képletet.
Az is belathats, hogy a; < (7) (binomialis egytitthats), sét tetszblegesen
valasztott ilyen {a;}7._, szdmsorozathoz talathats dobéssorozatok egy meg-
feleléd E halmaza.
gy kimondhatjuk az alibbi definiciét:

0. DEFINICIO Tetsz6leges p, g € 0, 1] valés szémok esetén p szimuldlja
g%, ha taldlbat6 olyan n € N természetes szém, és olyan a; < (7) természe-
tes szdmok 0 < i < n, amelyekre

n
g=3 apl-p)" u
re=(} .

Dolgozatunkban a ktvetkez6 kérdést feszegetjul: a {0,1] halmaz mely
részhalmazai szimulilhatéak egyszerre (egvetien p szdmmal), illetve adott P
szam a [0,1] balmaz milyen részhalmazat szimulalja?

Néhdny észrevételt maris tehetitnk. A -p szimuldlia ¢-t” reldcié nyilvaa
reflextv (azaz minden p szimuldlja Onmagdt). és knnyen Jathat6an tranzi-
tfv (ha p szimuldlia ¢-t n hosszt dobdsokkal. és ¢ szimuidlja r-et m hossza
dobiésokkal, akkor p szimulalni fogja r-et n - m hossag dobdsokkal}. Ennek
beldtdsat az Olvaséra bizzuk. Az ilven tulajdonsdgh reldcidkat a matemati-
kaban elfrendezésnek, angolul preorder-nek nevezzitk, Nyilvinvaléan 0-4t
és 1-et minden p € [0, 1] valds szdm szimuldlja. és dltalaban p egyszerre szi-
mulilja (vagy nem szimul4lja) ¢-t &s (1~ g)-t. Tovabb4, ha p egyszerre szi-
mulélja ¢-t és r-et,akkor szorzatukat, g-r-et is. A fentiekbdl az is ktvetkezik,
hogy ha p szimuldlia a g.r,5 € [0.1] szamokat, akkor a gr + (1 ~ ¢} sz4-
mot is. Ez¢ a killouds tényt a 8. Tétel bizouyitdsiban majd haszn4lni fogiuk,
ezért nevezzilk (@) tulajdonsdgnak, Megemlit Jik még azt az 6nmagaban is

€rdekes algebrai tényt, hogy: tetsz6leges p € 10.1} sz2dm altal szimuldlt valés -

szamok halmaza nem mas, mint a {0.1}_halmaz {algebrai) lezdrtja egyetlen
kétvdltozés miveletre, nevezetesen az fz.y) = pz + (1 ~ ply miiveletre
nézve.
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Mir glithatunk még a Lp szimuldia ¢-t7 reldciordl? Mint a bevegzetd-
ben is ligjuk. elyan érméket érdemes tervezniink, melyek egyszerre .Lébi),
szamunkra hasznos” valdszinfiséget egyszerre szimuldinak, Mint példaul az
1/2-e1 85 az 1/3-0f. De miért kellett obvan bonvelult szdmeot védlasztanank,
mint & lzgﬁ =2 0, 73387 Példdul raciondlis szdmot nem talilhatinak volpa?
Sajnos nem. Eidszér is: 1/2 nem szimuldija 1/3_—02. Mérpedig azér? r.zen‘.!,
mert az 1/2 altal szimulalt szamok. & i ga;p'(1 - p)"7" alaki kifejezé-
sek. olvan raciondlis szémok. melyek nevezSi 2-nek hatvinvai. Mésodszor
pedig: 1 /2-et ¢sak egyetlen raciondlis szdm tudja szimuldlni: Snmaga. Le»:
gven ugyanis p = f olyan raciondlis szam. mely szimuldlja 1;2-er. persze 7
és k relativ primek. Fkkor

n B s
=3 ap(l - pi*™*
P}
Ha most b; = {7} = a;, akkor a bipomidlis tétel miats

bt §

]
i | e

R . .
Sobhpl-p)" =1~
t==l0}
Ne feledjiik. hogy ag + by = (§) = L. vagvis egyikik 0. mondjuk a, Ekkor
n A ;g Elen, <)n~—i
; —_ §— L H 1 i =1 f; 1 J
ap'(1=p)" " =p 3 a1 T = !
j=1 fa ],

1=

bt § =

vagyis k% = 25- 501 a;75 1k — j)* ). azaz j | k" amibél j =1 §;§\-ezzgezi§{=
hiszen k és j relatfv primek. De mivel 1 —p = (£ — j)/b = (k — 1}/k szintén
szimuldija 1/2-et, igy hasonlé okoskoddssal azt is kapjuk. hogy b~ 1 = 1.
Vagvis j=1. k= 2, azaz p = 1/2, Q.E.D. Végiil harmadszor: hasonls, bar
kissé hosszadalmasabb gondolatmenettel az is megmutatharé hogy 1/3-0t
csak kér raciondlis szd4m tudja szimuldiani: az 1/3 ésa 3/3. .
A fenti hdrom ténybél pedig valéban az Hrszik. hogv 1/2 62 1/3 semmilyen
racioudlis szdmmal nem szimulilhaték egyvszerre. ‘
(Altalaban az a tény is a fentiekhez hasoni6an igazothatd. hegy fe'tsze?t?ges‘ }:~
nél nagvobb V négyzetmentes szdm esetén az 17V szdmos csak két raciondlis
szam szinuldlhatja: 1/ és {V - 1)/NV )L

A fentiek azt mutatjdk. hogy a racionalis szamok dltal szimuidlt vald-
szintfiségekre nagyon erds {oszthatdsdgi} feltételek kell. hogy reljesilienek.
Azonban irraciondlis {de még mindig algebrai) szamokkal sokkal rugahna-
sabban leher akdrbany {de véges) szdmot egvszerre szhmnlilni, mint azt az
alabbi térelek mutatjak.
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1. TETEL Legyen F € Q a raciondlis szémok egy tetszbleges véges rész-
halmaza, € F ¢ [0,1]. Ekkor létesik eqy olyan p € [0, 1] walds szém, amely
egyscerre szimuldlja F minden elemét,

A Tétel bizonyitésat az alabbi ket dliitasra alapozzuk:

ok
2 ALLf’I‘AS 'I'%tszﬁieges n>1 természetes szém esetén (1 - 3&)“ > é

BIZONYITAS: 'rekmr.suz: az flx): (1 - w)  fuggvenyt.
Mivel Jim f(z) = 3 és z}}-ﬁ» . f(z) = 400 kénnyen 14tszik, ezért elegendd
azt megmutatnunk, hogy f monoton cstkkend. Ha derivalunk: -

=)= 1@ [3 +zn(1mi)}_

Mivel In{z) < z — 1 minden z € (0,1) valds szémra, ezért In (1 - —) <z 1

“ha z > 1. Ebbél ped:g F{z) < 0, vagyis f monoton csskkenése kﬁvetkezzk
»
3. ALLITAS ’I‘etszfﬁeges z€ {0 1/} vaiés és n € N természetes szamboz
taldthaté olyan p € [0,1] val6s szdm, amelyeiu:e_ S e

| ap(l —p)*" z; :

{azaz az egyenlet pre megoidhaté) .

BIZON YI'IAS n = 1 esetén egyszerfien p = 2. Legyen most n > 1. Ekkor
- PF 0 mtén az egyenlet bal oldala 0, ami z-néi krselbb P 1/n esetén pedzv
.a bal oldala 1/e-nél nagyobb (az 1. Aliités alapjén), gy #nél is nagyobb.
Marped:g a bal oidaj p-nek falytonos faggvénye, vagyxs - valéban Jétezik 0 és
1/n kﬁzatt oiyan 3 va!és szdm, mely kzelégit: az egyenletet -

Ez utébb: allitas azt mondja, hogy ha egy érmét (mely p valészindséggel
fej), n-szer feldobunk, pontosan z annak a valészinﬁsége hogy egy fejet
dobunk. n-e¢t pedig a Tétel bzzonyités&ban uila_szt;uk meg, a szxmn}éjm
kivant ra.czmzaiixs szémok F halmazétol fzzggﬁen o

Az 1. '.{'ETEL BIZONY‘ITASA Legyén® F eieme: nevezdinek raxi-
muma N, mondjuk N 2 4, és legyen n = NU/3. A 3. &llitds szerint az
7ip(1 ~p)*! = 1/3 egyenletnek van PE {O 1} megoidésa. Ebbs] mér kovet-
kezik az, hogy p minden i

o
ap{i‘—p)"z=§;;m~—;
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alakt racionglis szémot szimuldl, ha 0 € a < () = n = NI/3. Példsul az
1/3,1/4,...  1/N szimokat. Mint az 1. Tétel kimonddsa el6tt megdliapitot-
tuk, ha p szimuldlja ¢-t, akkor (1 — ¢}t is, s6t ha még r-et is, akkor a gr
szorzatot is szimuldlja p. Vagyis esetiinkben p még a 2/3,3/4,... (N ~1)/N
szhmokat is szimuldlja. $6t, 2/3.3/4 == 1/2-et is. (Itt haszndltuk kiaz N > 4
feltevést.) Mivel tetszleges j/k alaki raciondlis szdm elGall az eddig szimu-
43t ra:lonéhs szé.mok véges szorza.ta.kent

:"’_ j 3"'1 Arz k-1
ki1 J+2 ]"f"3 k

{ feltéve, hogy 1 € j < ). ezért p valéban minden 01};3.:1 F/k tortet szimuldl,
melynek nevez&ie N-nél nem nagyobb. ¥ vilaszidsa miatt ez pedig azt
jelenti, hogy p valéban szimuldlia F' minden slemét. »

Méadszeriinkkel irraciondlis vaiészindségek bizonyos halmazairdl is meg-
mutathaté, hogy a halmaz minden eleme szimuldlhatd egyetien p valoszing-
séggel: Legyen F tetszGleges olyan véges részhalmaza a [0, 1/e} intervallum-
nak, hogy F barmely két elemének hanyadosa raciondlis. {Azaz F G Q- &
valamilyen £ € R valds szamra, ahol Q- £ := {r-&fr € Q}.) Legyen F leg-
nagyobb eleme z. Ekkor F' minden eleme z-nek raciondlis t6bbszdrise, azaz
valamilyen N kézts nevezGvel

Vo f. & oz zm)
F= {Z$W1W’s*"! N } .
ahol persze 51,_}'2, .+ jm IN-nél kisebb egész szdmok. Mivel z < /e, igy 2 3.
Allitss miatt az Np(1 — pY¥ * = 2 egyenlfség teljestl valamilyen p € [0, 1]
valés szdmra. Ez a p szdm minden 2j/N szdmot szimuldl, ha § < N, vagyis
p szimulalja F' minden elemét,

Az Fore tett 1/e fels§ becslés is kikiszsbolhets. Mi eddig csak az
np{l - o = egvenifséget oldogattuk meg p-re, azaz a szimuldlds-
kor egyetlen fejet frtunk elS, a tabbi dobds frds volt. n sajnos eiég nagy
is lehetett, pl. 8 nevezbk kozts tobbszbrtse. Az 1/e fels becslés pedig a

-1
n__m (I - —)ﬂL = 1 egyenlGségbdl adédott (Id. 2. Aihtés) Azonban, ha
tobb fejet is megengedﬁnk az 1/e korlat vérhatéan Atléphets.

Exzt a N -
LfnY 7z z n-l 1

it —_ — =] —

khm i E (e) (n) (1 n) pe

s}
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egyenldség (z € R tetszsleges) teszi lehetévé, hiszen igy minden z € {0, 1]
szdm esetén k-t €s ng-4t elég nagynak valasziva (ng > k}a

k

n g . {

2 () P-p) =

1 ol

t“‘*l

- eg,yen}et mméen n> ng szam esetéu megoldhaté pre, p e [0 1], é5 a fent:
bzzonyités gondolatmenete megismételhets. Ez bizonyitja alabbi Tételinket:

4. TETEL Legyen F C [0, 1] egy olyan véges részhalmasz, amelynek bdrmely
két elemének hdnyadosa raciondlis. (Azaz 3¢ € R F C Q- £.) Ekkor lterik
egy olyan p € [{3 1] miés szdm, amely snmukﬁja F minden e!emét

- A Tételre most egy masik bizonvitdst adua%. _
BIZONY{TAS: & szdmoldsok egyszerfx’sxtése végett tegyﬁk fei hogy 1¢F.
Legyen F iegnagyobb eleme z, és irjuk fel F eleme1t z raciondlis tﬁbbszéré«

sexként U TR P
_‘ S p o, e Zim i e
E ot h{z NN TN
akol 71, jg, 5 gm < nés N € N z < 1 mzatt taiéihatunk oiyan eZég nagy
n eg%z szé.mot amelyre o
B "1”1*”}‘{
T A ST con . >'Z S )
Osszuk el maradékosan {7})-t N-el, legyen ¢; a hé.nyadcs <N pedig a
maradék (i = 1,2,...,n), az2z () = N - g; +r4. A bizonyitds kulesa az a
tény, hogy az alabbz *} egyenietnek van pE [{} 1} valés gyoke:

qusp (imp}" Lz

1 3 S
. PITS -V .
e i = T E FS U FRE

Ha mér megtalﬁtunk egy ﬁyen p-t, a.kkoz persze p az bsszes’

I

E w}:mp’(l p}“ L

. T ST ORI mEEllr oy - T

a.!a.ku szémot smulﬁja, azaz F m:nden elemét is, q e, d

' Mir csak a * egyen}etet kell regoldaniink. P =0 esetén a bal oldai g,
ami z-né] kisebb; p = 1{2 esetén pedig nem més, mint . :

n AT Y NIy f bt om ‘
Nq‘ n i --'1\ figgb-. . A gt

2 e [() "']m‘z—» 2""1-2’%‘]

=1 ] T =1
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Mivel pedig az egyeniet bal oldala p-nek folytonos fiiggvénye, fgy val6ban
iétezik 0 és 1/2 kozbtt olvan p valds szdm, mely kielégiti az egyenleiet.
fgy teljes mértékben belattuk a 4. Tételt. m

Vegyiik észre, hogy az 1. Téte! bizonyitdsiban szereplf p egy raciondlis
epyltthatoji polinom gydke, az ilyen valbs szdmokat algebrai szdmoknak
nevezzik. (Kozismert, hogy az algebrai szamok halmaza testet alkot a szo-
kdsos 4 és - mijveletekkel. résztesthént tartalmagza Qt és részteste R-nek.
Mivel az 1. Tételben F elemei is racionslis szdmok voltak, fgy p nem is
lehet mas, mint algebrai. A ,p szimuldlia g-t" relacio definicidja miatt ha
p,¢ € {0,1] és p szimuldlia g-t, akkor f(p) = ¢ valamilyen egész egytittha-
16ia polinomra, vagyis ha p és ¢ valamelyike algebrai szdm, akkor a mésik
sem lehet més. Altalaban még az is igaz: ha p,q € [0,1] és p szimulslja ¢-t
akker Q[p} = Qlg], abol teiszGleges 2 € R valds szémra

Qfz] = {r € R|r algebrai Q{z) felett}

€{z) = B leghisebb azon részteste, mely tartalmazza Q—tész - L.

Ebbsl az is kovetkezik, hogy ha p szimulslia valamely F € {0,1] halmaz
elemeit, akkor F \ {0,1} minden ¢ elemére Qfp] = Qlg] feltétlenttl teljestil.
Vagyis tetszéleges F ¢ [0,1] halmaz elemeit csak akkor lehet egyetlen p
valészintiséggel szimulslni, ba F \ {0,1} minden g¢,r elemeire Qlg] = Qir].
Nem todjuk azon‘ba.n, ‘hogy a fent: feitétei elegendf-e. Példdyl azt sem
tudiuk, hogy 7- -\7- vagy pi és “'““““I szimulithaték-e egyszerre.

 Mely F C [0,1] halmazok elemeit lehet egvetlen p valészintiségge! szi-
mullni? Tételeink erre nem adnak 4ltaldban teljes vdlaszi.

Pontosabban, R tetszGleges részhalmazaira ugysn nem tudiuk a vilaszt,
azonban ha csak raciondlis szdmokra szorftkorunk, akkor pentosan le tudjuk
irpi azon F ¢ Q részhalmazokat, melveket egy (tetszileges valds) szdm
szimulal. Eredménytink az aldbb kovetkezd két Tételbsl fog kovetkezni.
Mindezekhez két jelolésre lesz szitkségiink. _

Ha N € N tetsztleges természetes szdrm, akkor jeldlje Qu azon raciondlis
szdmok halmazit, melyek nevez§i N-nek haivinyai, azaz legyen

. Q== {m j.,k.GZ} (Nen .
Jelvlie tovabbd S, a p &ltal szimulalt szémok halmazit, azaz legyen
Sp = {q € {0,1} : pszimuldija ¢ ~ t} {peip,i))
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5. TETEL Legyen p € 10,1] tetsz6leges. Fkkor Sp N Q € Qn valamilyen
}V 6 N 3&émm

BIZONYITAS: A bizonyitss alapttiete Martin Goldsterntél szérmazik.

Ha p nem algebrai, akkor, mint mdr észrevettiik, SpMQ == {0,1}, vagyis
a ’I‘étei 4llitdsa ny ilvdnvaldan teljestl.

'I’ehat ¥ algebra.; Legyeu e e

f(x) %I +an-»1z" I+ +azx+ac -

egy olyan minimalis fokd egész egyttthatds polinom {nem azonosan nulla),
melynek p gydke, €5 4y > 0. Megmutatjuk, hogy Sp @ C Qan-

0 ¢s 1 nyilvin elemei Qqun-nek. Legyen tehst ¢ € S, NQ\ {0, 1} Mivel p
szimuldlja g-t, ezért = g(p) va.lameiy '

(} bma: + by ™ I+ -i-bl:c%-bc

egész egyitthatds polinonira. Ekkor 9(p) — ¢ = 0, de mivel f{z) minimilis
fokg poimam mit ezért f (:c) oszté;a g(:c) qvnak azaz .

(*) - ,9($) “,".'_q. = f(.-":) - h(:r a
) k{.‘!.‘) = Cg.-“; "'f‘ Ck...,lz + + (:13: ...j. CO

egy racmnahs egyiitthatég poﬁnom AM egyeniet a polinomok fokszimaxra
és egyﬁtthatéxra 2 Lﬁvetkez& egyez;.letrendszert Jjelent

N AT

e,

‘*:-ﬂ"i"‘k A

bm=aneg T
f’m—zwan Gy + Oneg - :

. S bm»w? = @y - CI:-»2. + %—1 %-1 +n-2 - Cp

R ekt

by=a;- Co+% 61
ﬁowq'wao G- 8

ALI.f’I‘AS {an )’"’"l ck._‘ :mncizg egész szém. ha i=0,1,....k
BIZONYITAS: i-re vonatkozs indukci6val. Az = 0 esetet a feutx mésedik
egyenldség igazolja. Més t index esetén pedig induljunk ki a

bmwi = Gn  Cot + Gl * Chonih] + Gnep - Ch_pgn + -+
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egyenldségbsl. Mindkét oldalt {an)-vel szorozva kapjuk, hogy

{an) b = (an) T cp i+ {an)  Bper-riny +{8n) Gz hoga+o oo -

Az egyenlBség bal oldala egész szédm, és az indukeits feltétel szerint a bal
oldal mindegyik tagja is egész, az els kivételével, igy az els§ i.ag is epész
szém Ez bizonyitja allitdsunkat. _

- Az Alitds szerint (i == k) j = (an}kﬂ ca egész szdm, de igy a by ~ g w=
ag - ¢y egyeni&ség miatt :

|

g = bg ~ ag - J/(an) € Qan,

ming éilitottuk. »

6. TETEL Minden N € N természetes szémhoz van ofyan Pe [0 1 vald.s
szém, amelyre SpNQ D @y N[0, 1].
BIZONYITAS: Legyen N & N adott. Az 1 Tétei szerint van olya.n pE
[0, 1], mely szimuldlja az &, 3, ,]% ?%-, . T szémokat. Megmutatjuk,
hogy p szimuldlia @y N [0, I} mmden elemét, azaz p szimuldl minden N*
nevezdji tortet.
k-ra vonatko_zé telies indukeiéval bizagyitunk. A k = I esetet p vilasz-

t4sa igazolja. Az indukcits 16péshez legyen k régzitett, és tegyiik fel, hogy
p szimulal minden N* nevez&jtf tértet, és legyen § < N5+1. Megmutatjuk
hogy p szimuldlia a _7 /Nk“"l tortet is. Osszuk el j-t maradé}:osa.u Nk.val,
azaz legyen j = gN* *{»r,G<q<Nés€}<r<N"
Az indukciés feltétel és p valasztssa miatt p szimuldlja az x = 7%' m s
2z FE raciondlis szdmokat, és a két uteisé szorzatdt, z = "N’-_q Eg szdmot
is. Ha y = 1, akkor a bevezetdben emiftett @ tulajdonsdg miatt p szimuldlja

L (12 e L Ne+r g

N NJ] (N~ g)Nt TN ONEHL Nk Nkl
szdmot is, mint &llitottuk.

A .fénzzl.k'ét' Tételt mséeveti;é' ézﬁiséges és eiégséges feltételt kapunk arra,
hogy raciondlis szdmok meiy részhalmazai szzmuiéiixatoh egvetien p € {0,1]
valés szammal:

7. KOVETKEZMENY Tetszileges F C QN {0.1] részhalmazhoz ponto-
san akkor létezik egy p € {0, 1] szdm, mely F minden elemét szimuldlja, ha
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valamilyen N € N természetes szdmra F minden elemének nevezfje N-nek
hatvanya, azaz F C Qpy. o

Most részletesebben megvizsgdljuk, hogy a bizonyitdsainkban felhasz-
nalt p szimok milyen racionélis szdmokat smmuiélnak Legyen N 2 4 pozitiv
egész, n = N'/3 és legyen p az np(l = p)*™* 3 egyenlet megolddsa Az 1.

_ Tétel bizonyitdsdban littuk, hogy pszimuldlja az Ssszes, N-nél nem nagyohb _
nevezSift tortet. {Valdjdban ez N = 3 esetén is igaz, mint cikkiisk beveze.

t6jében frtuk.) A 6. Tétel bizonyftasdban lattuk, hogy ekkor p Qun N 0.1}
elemeit is szimuldlia. S6t, az érvelést tovabblejlesztve az is belsthatd, hogy
Qan 10,1} elemeit is szimuldlia p. Bz kovetkezik az aldbbi Allitashel:

8. ALLITAS: Legyenek » és N mint fent, M &s k pozitiv egészek, 2<% <
N, és tegytk fel, hogy p szimuldija az osszes j /M alaki tortet,ha 0 < 7 < M.
Ekkor p a j/M% alaki torteket is szimulilja minden 0 < j < Mk esetén.

BIZONY{TAS: Legyen § < § < Mk Osszuk el j-i maradékosan M»

el aza.ziegyen}qu-}-r E}<q<k&;0 S r <M., A fehétel
‘szerm’c p szimuldlja a z ;_w- " 65 az ;Q— ractondlis szémoica.t .Mint a 6. Tétel

b:zony:tésé.ban ié.ttuk, p szzmtﬂé.ija B __}5-;;_,:‘_:__
g g 1 r M g+ i
R . Ttk + (l' _ -k) _ &

szé.mot is, mmt aﬁjtottuk l

_"-'; L oew el { i',....v‘-_i C . : :
Az 3. Tetei bzzonyit&sé.t alaposabban megvizsgdlva a kﬁvetkezﬁ&et
mondhat.juk- p nyilvas-algebrai, hiszen a ¢{z) = 3nz(l ~ )" “lo1 =
Niz(1 - 2)* 7L = 1 egyenlet gyske. Legyen f(x) oiyan minimalis fokd {(nem
azonosan zzul}a) egésy_egytitthatss polinom, melynek p gydke, és legyen f

fgegyutthatdja a. Az 5. Tétel bizonyftasakor 1ttuk, hogy p csak a Qa N[0, 1]
"halmazhan levd raciondlis szdmokat sg:muiai}_;a. ’

Mit tudunk mondaiti a értékérsl? B

Egy egész egylitthatds polinom egyttthatéinak legnagyobd kozos oszis-
jat nevezziik a polinom tartalmaénak, €8 nevezziink egy polinomot primi-
tivnek, ha tartalma 1. Az dn. Gauss Lemma szerint (pl. [Fr} 100. old. 3.39
Tétei) prnmt:v pohnomok szorzata is pmmtw pahnam L
" g(x) polinomunk nyﬂv&n przm:’civ, hiszen konstans tag;a -«1 és f (:c}-rfﬂ
is feltehetjik, hogy primitiv. Mivel f{z) minim4lis foksz4mi, ezért g(x)-nek

osztéia, azaz gl{z) = f(z): h{z) valamilyen h{z) raciondlis egytitthatsjn

polinomra. Hozzuk Alz) egyiitthatsit kézds nevezére, majd emeliik ki a
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szamlalok legnagyobb kozss osztojat, ekkor h(z)-et f4™(z) alakban irhatjuk,
ahol h™(z) primitiv egész egyiitthatés polinom. Ekkor K - glz} = 5 - f{x) -
E*{x). A bal oldal tartalma k, a jobb oldalé j a Gauss Lernma alapjén, vagyis
7 =k, gy h{x) = A*(z). Ebbdl kovetkezik, hogy h(z} egész egyutthatds
primitiv polinom. Tovabba, g(z) foegytitthatsja £ N1, és glx) = f(z) - &{z),
gy a | Nt amibdl Q@ © Qn: kovetkezik. Mivel tudjuk, hogy p szimuldlia

. @uN[0,1] minden elemét, és p csak a Qa 10, 1] halmazban lev§ raciondlis

sz.émokat szimuldlia, ezért
5nQ=Qmnod

Példaul, N = 3 esetén kapjuk, hogy a bevezetGben emlitett p = 31”65@
szam 4ltal szimulalt racionélis szé.mok haim&za pontosan Qg N [0, 2]

Az 5. Tételt k&nnyen altaiénosithatguk Q helyett Q.-re is, ahol 2
tetszGleges valds szdm, €s T . T.
Qzi={gzgeQ} | B
9. TETEL . Legyenck 2 € R dsp € 10,1} tetszolegesek, = #£ 0. Ekkor van
olyarz NegN természetes .szdm amc!yrc SpﬂQNz C (Q,, yr{o, 1}, ehol
v={9z]q€ Qn}.
BIZONY?'I‘AS 1) Legyen elfszir ¢ transzcendens, azaz pem algebrai.
Ha p z-nek egyetlen nemnulla t5bbszordsét sem Szimuldlja, akkor nines mit
bizonyitanunk. Tegyik fel tehdt, bogy p ssimulalia z-nek valamely nem-
nuila tobbszorsseét. Ekkor p algebrai (z) felett (((z)-vel jeltljtk & Q szdm-
test z szémmal valé trapszcendens bovitését), ezért van egy minimdlis fokd
f{z} polinom, melynek egytitthat6i Q(z)-bol valék, é&s meiynek v gyodke.
f{x) egyitthat6i z-nek raciondlis egyftthatds wrt.fuogvénvet -de a neve-
26k kbzts tsbbeztiroseivel bévitve {eitehetﬁzk hogy Fz) egész egytitthatoj
polinom. Azaz

Flz) = an(z)z" + ez,z_;_(:-:_)a:“_2 4o+ ag(s}

ahol a;{z} egész egyiitthatés polinomok ha i = 0,1,...,n. Legyen an(z)}
foegyutthatoja N, f(x)-et esetleg —1-gyel beszorozva feliehetjik, hogy N
pozitiv. Megmutatjuk, hogy S NQzr C Q2.

# Raciondlis t8rtfiggvénynek n ok két poli hanyadosit. ‘Tehit fx} egyitthatdi
raciondfis egyitthatdit pofinomok hiényadosal
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Legyen tehit ¢ € Q, ¢ # 0 olyan, hogy p szimulélja gz-t. Valamely
9(x) = bina™ + bpy 2™ 4 b+ byx + by

nemnulla egész egyiitthatos polinemra ¢z = g(p}, azaz g{p) — ¢z = 0. Ekkor
F{z} minimilis fokszdma miatt g{z) — gz eszthaté f(x)-s2¢l, vagyis

glx) — gz = f{z}- h(z)

valamely h{z) polinomra, melynek egyiitthatéi Qz-nek elemei. Azaz A(x)
egyviitthatdl z-nek raciondlis egyiitihatéid raciendlis torifuggvényel, vagyis

h(2) = enf2)a” + Camg ()27 o cp(2)

ahol ¢;{z} raciondlis egyutthatdéju raciondlis tortfiggvények, i = 0,1,...,n.
Az 3. Tétel bizonyitésihoz hasonidan sz alibbi Aﬁlté.st latjuk be:

9. ALLITAS: Minden i = 0,1,...,k esetén {an(z))"*} - cpoilz) = di(2)
teljesil valamely egész egviitthatés 4;{x} polinomra.

BIZONYITAS: i-re vonatkozé teljes indukeibval. i = 0 esetén a
an{z)cp{s} = by, ami egész szdm, vagyis do{z) = by, konstans polinom. Az
indukcids lépéshez haszniliuk fel a

bpwmi = @n(2) - pi(2) + O3 (2} Cpgpy (2) + -+~

egyeni&sége%. Mindkét oldalt (an(z))i—vel szorozva kapiuk:

(@n(2))’ - Bmeei = (0n(2)) 1 - pui(2) + (@n(2)) - Onmi(2) - Chminn () + -
amibdl az 4ilitds az indukcids feltétel miatt kvetkezik. m

Mivel ¢g(z) — gz = f{x)- h{x}, fgy by ~ gz = ag{z) - co(2) Ha mindkét
oldalt (a,,(z))k"'l-vel beszorozzuk, az Allitds £ = k esetét alkalmazva kapjuk:
gan(sn"“ - (b0 ~ g) = ag(2) - (an()* - (=) = ag(=) - di ().

v

bp - (an(2)** = gz - (an(=))**! ~ ag(z) - di(=) = 0

De = transzcendens lévén a bal oldali polinom azonosan 0 kell hogy legyen
{¢ ponton haszniljuk esak fel z transzcendens voltat). _
Mivel pedig & egész s28n, szintGgy az an(z), ag(z) és a di(x) polinomek
is egész egyiitthatosak, exért a g- 2 - {an{;r:))k'” polinom egyittthatoi is
szitkségképpen egész szamok. Specidlisan a foegyttthats, ¢ N*F1 is egész
szam, vagyis ¢ € Q. ami bizonyitja Tételinket.

34

(I1) Mar csak azon eset maradi hitra, mikor z algebrai, de nem racio-
nélis (a raciondlis eset éppen az 5. Tétel). Ez esetben Greg Call segitett at
minket a holtponton. Legyen tehét

Hz) =dea” b dpoyr™ o dg

olyan egész’egyﬁtthatés pemnulla polinom, melynek z gytke. Mint az (1)
esethen, ha p z-nek egyetlen nemnulla tobbszorosét sem szimuldlja, akkor
nincs mit bizonyitanunk. Ha pedig igen.akkor.mint a bevezetSben lttuk. p
is algebrai. Legven tehdt :

Hz)=anz" + g™ L b Fag

p minimalpolinomja, azaz egy olyan minimalis fokszdma nemroulla, eg:ész
egyitthatés polinom, melynek p gytke. Megmutatjuk, hogy ez esethen N ==
doay, igazolia a Tétel allitasat (z # 0 miatt dy # 0). Mint eddig, feltehetjiik,
hogy dy 65 4y mindegyike pozitiv.

Legyen ¢ € Q. ¢ # 0 olyan, hogy p szimulglja ¢z-t. Ekkor g(p) = ¢z
valamely egész egyatthatos nemkonstans g(z) polinomra. Igy 2 = g(p}/g.
és j{z) = 0 miatt kapjuk:

0=¢" -j'(g-(fl) = dy + (g(p))" + ¢ drmy g T4+ g da

Legyen most ¢ == § ahol s és ¢ relativ prfmek. A fenti egyenldség mindkét
oldalst 'Ll szorozva az algbbit kapjuk:

0= dr-(gp)) 5t oy (gp)) T e 8T doft

ami azt jelenti, hogy p gytke valamely egész egyitthatés (az utois6 tag
kivételével) u(z) polinomnak. Pontosabban:

§Tdy

u{x) = bz™ + 6m....17..m“'£ R o "'"'E"'*

ahol &; mind egész szémok. Mivel f(x) minimélis fokszdmi polinom, mely-
nek p gydke, ezért u(z) oszthaté f(z)-el, azaz u(z} = f {z) - h{z) valamely
raciondlis egyiitthatdjd

hiz) = ck:-':k ko ckwlxk”l + g
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polinomra. Az 5. Tétel bizonyitdsdban szerepld Allitds most is ugyanigy
igazolhaté, mmt az 5. Tételben. Igy taldlunk olyan e egész szdmot, amelyre
Cp = e/{a,,) b Ezért

el
e
{an) +1

by

amibdl t(ea.g—bg{a)""'“z) = ¢"dglan }k""l kovetkezik. fgv ¢ osztéia a baloldali
mennyiségnek, de mivel ¢ és s relatfv primek, ezért ¢ | dg(a,;)k'”, amibél
1| N5+1 xovetkezik, hiszea N = dpan. Igy g =5/t € Qx. ®

Mint emlitetigk, sok megoldatlan kérdésre nem ismerjitk a vélaszt, ha
hwraciondlis szémokat akarunk szimultdn szimuldini. Példdni szimuldlhatd-e
két tetszoleges [0, 1]-beli algebrai szam egyszerre? Még az 1/V2, 1/V3 par
gsetén sem tudguk a valasztl

Végezetﬁi megemtitiik a probiéma. éjta}anositésat harom» €s zﬁbb« ok
dalit érmeék esetére. Egy k-oldald érme py,p9, ..., 0% valészinusége}\kei esik

oldalaira, zhol természetesen 0 < p; <l ésp+ pa+ - +pg =1 Az Olva-

s6ra bizzuk annak definidldsat, hogy egy {(p1,77,-. ‘s p;)—émae mikor szimu-
18] ezy (91,42, .-, qu)-érmét. Az 1. Téte} szerint ka a py,pg,. -+ Pk Szdmok
wmindegyike racionalis; akkor a {p;,pa,....py)-érme szimui&lhaté egy két-
oldald érmével. A kovetkez§ feladat megolddsdt az Olvaséra bizzuk. Nem
nehéz belatni, hogy ha p szimuldlia %~et- és %—ot, akkor az (3} 31;, %) hirom-

oldald érmét is szimuldfja. {PL a bevezetSben emlitett p = 3%\5.) Tovabbi
az is koniyen belathato, hogy ha p szimuldlia az (},3.}) baromoldal
drmét, akkor az § valészintséghes tartozé kétoldals érmét is. A feladat: ta-
liljunk olyan p € [0,1] szdmot, amelyhez tartozé kétoldala érme szimuldlja
az (%, %, %) héromoldalii érmét. de nem szimuldlja az }7 valészintiséghez
wartozé kétoldahi érmét! _

A dolgozatunkban targyalt problémat mér {SzV}-beu is tdrgyaltuk, meg-
oldatlan problémdinkat [Sz1}-ben és [Sz2]-ben is terjesztettik. Hasonld ér-
Jdekes témakrel olvashatunk még a [P1], [P2] cikkekben, s6t [CV]-ben ki-
weritSen kirtiljdriak a szerz6k a jelen cikkinkben (lényegében) kdzponti
werepet jitsz6 .

Yo ap'(l-p)",

suwl}
ainkd polinomokat. {Sainos ott semn taldlnak a szerzék olvan valésziniiséget,
wely egyszerre szimuldlad az 1/v7 és 1/v/3 szamokat!)
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VERSATILE 'COINS

1. SZALKAI and D. VELLEMAN

Imagine a coin which, when flipped, comes up heads with probability
‘1'1'5‘[ Flipping it three times, the probability of getting either three heads
or three fails would be 1/2, while flipping it twice the probability of getting
one head and one tail would be exactly 1/3. We say that this funny coin
simulates both the coins with probabilities of heads 1/2 and 1/3. In general
we say that p simulaies ¢ if there is some positive integer » and positive
numbers 0 € ¢; < {7} for i = 0,...,n such that

n .
g=Y ap{l-p)"".
i}
The main results of the present paper are: |

THEOREM 1. Suppose F is a finite set of rational numbers and F C [0,1].
Then ther is a {sungle) number p & [0. 1] such that p simulates every element
of F.

THEOREM 4. Suppose F € [0,1], F is finite, and the ratio of any two
nonzero elements of F is rational. Then there is a (single) number p € [0, 1]
such that p simulates every element of F.
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COROLLARY 7. Suppose F C QN 0. 1]. Then there is a (single) number
p € [0.1] such that p simulates every element of F iff for some positive
integer N, all the denominalots of the elements of F are powers of N.

There are still rany dnanswered questions. E.g. of ¢ and r are algebmic
numbers between 0 and 1, must there be a number p € [0,1] such that p
simulates both ¢ and r? For example, 1/vZ and 1//3 can be simulated by
a single p, or the two numbers % and F—%IT?
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