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1. fejezet

Bevezetés

Ebben a fejezetben el6szor a numerikus analizis feladatat ismertetjiik, majd alapfogalmakat
vizsgdlunk. A matematikai szamitdsok kozben felmeriil6 hibak tobb fajtajat definidljuk, bevezet-
jik egy matematikai feladat illetve egy numerikus algoritmus stabilitdsdnak, miveletigényének,
tarolasi igényének fogalmat. Ezutdn az egész és valds szamok szamitogépen torténd tarolasanak
kiilonféle szabvanyait ismertetjiik, és a véges sok szamjegyen torténo tarolds miatt fellépo prob-
lémakat vizsgaljuk.

1.1. A numerikus analizis feladata, alapfogalmak

A fizikai valésag folyamatainak leirdsara és a vizsgdlt fizikai valtozdk jelen ill. jovobeli értéké-
nek meghatarozasara szolgdlé matematikai szamitasok vazlatos menetét az abraval lehet
szemléltetni.

matematikai modell
paraméterek

fizikai folyamat| — A1landék —— |numerikus megoldas
kezdeti értékek
Oroklott hiba: szamitasi hiba:
- modellhiba - képlethiba
- mérési hiba - kerekitési hiba
1.1. abra.

Az els6 lépés a vizsgalt folyamat leirdsa, matematikai modellezése. Ez a 1épés a megfeleld
tudoményédg (fizika, kémia, biolégia, kozgazdasigtan stb.) feladata. A kapott modellben sokszor
szerepelnek paraméterek, allandok, kezdeti feltételek, amelyeket dltalaban megfigyeléssel, mérés-
sel allapithatunk meg. Ha a modell és az abban szerepl6 paraméterek ismertek, akkor hasznal-
hatjuk a matematikai modellt a fizikai rendszerre vonatkozo kérdések megvalaszolasara. A fizikai
rendszerre, ill. az azt lefr6 matematikai modellre feltehetiink kvalitativ kérdéseket (pl. létezik-
e egyértelmli megolddsa a matematikai feladatnak, van-e hatarértéke a vizsgalt valtozdnak,
periodikus-e a folyamat stb.) vagy kvantitativ kérdéseket (mi a vizsgélt fizikai valtozé értéke
egy adott id6pontban, mi a pontos vagy kozelitd megolddsa a matematikai modellnek stb.).
A kvalitativ kérdésekre az adott modellhez tartozé matematikai szaktertilet keresi a vélaszt, a
kvantitativ kérdésekkel pedig a numerikus analizis foglalkozik. A numerikus analizis feladata
matematikai feladatok numerikus eredményének aritmetikai miiveletekkel (osztas, szorzas, dssze-
adas, kivonds) val6 pontos vagy kozelité megoldésa.

Az abran leirt folyamattal szamolt fizikai véaltozo értéke altaldban nem egyezik meg
pontosan a valtozo tényleges értékével. Az elkdvetett hibat két nagyobb kategéridra bontjuk:



6 1. Bevezetés

oroklott hiba és szamitdsi hiba. Az Oroklott hiba az elsé 1épésben, azaz a fizikai folyamat
matematikai modellel vald helyettesitésekor elkovetett hiba. Ezt is két részre oszthatjuk: modell-
hiba és mérési hiba. A modellhiba abbdl adddik, hogy a matematikai modellek levezetésére
hasznalt torvények idealizaltak, csak ,kozelitései” a valdsagnak. A mérési hiba az a hiba, amit
azaltal kapunk, hogy a matematikai modellben a valédi paramétereknek, kezdeti feltételeknek
csak mért, igy kozelito értékét hasznaljuk a tényleges értékek helyett.

A szamitasi hibat is két részre bontjuk, képlethibdra és kerekitési hibdra. A képlethiba az
a hiba, amit akkor kovetiink el, amikor egy matematikai kifejezés pontos értéke helyett annak
kozelito értékét hasznaljuk.

1.1. példa. Tegyiik fel, hogy az f(z) = sinz fiiggvény értékét kell kiszdmitanunk egy megadott z
pontban. Az f(x) fiiggvényérték helyett kiszdmithatjuk pl. az f fliggvény 6tédrendii Taylor-polinomjat:
Ts(z) = o — 23/3! + 2°/5!. A Taylor-tétel (2.5| tétel) szerint ha f(x)-et Tk(z)-szel helyettesitjiik, akkor
a kozelités hibaja %xs = fb%éxG alakban {rhat6 fel. Ez a hiba (azaz a mdédszeriink képlethibdja)
kicsi, ha = kozel van 0-hoz.

A Kkerekitési hiba abbdl adédik, hogy a szdmitégépen egy valds szamot csak véges sok
tizedesjegy pontossaggal tudunk tarolni, igy altalaban mar a valds szamok tarolasakor kovetiink
el hibat. Kerekitési hiba 1ép fel az aritmetikai miiveletek végzése kozben is: a szamitogép az egyes
aritmetikai miiveletek eredményeit adott szamu tizedesjegyre kerekités utdn tarolja/hasznélja
tovabb. A kerekitési hibdval bévebben az szakaszokban foglalkozunk.

Egy numerikus mdédszer levezetésekor az els6 kérdés amit vizsgalnunk kell, a modszer képlet-
hibdja, hiszen egy numerikus kozelité érték csak akkor hasznos, ha azt is tudjuk réla, hogy
mekkora hibaval kozeliti a pontos értéket. A kovetkezd fogalom, ami egy numerikus modszerrel
kapcsolatban felmeriil, a stabilitds. Ezt a fogalmat kétféle értelemben is hasznaljuk. Beszélhe-
tliink egy matematikai modell vagy feladat stabilitdsardl, vagy egy numerikus médszer stabilita-
sarél. Kezdjik egy példaval.

1.2. példa. Tekintsiik a

8xr + 917y = 1794
Tx + 802y = 1569.

linearis egyenletrendszert. Ennek megoldasa * = —5 és y = 2. Ha viszont a masodik egyenletben z
egyiitthatéjat 7.01—reE| valtoztatjuk, akkor a

8 + 917y = 1794
7.01z 4+ 802y = 1569

egyenletrendszer megolddsa x = —1.232562589 és y = 1.967132499 lesz (9 tizedesjegy pontossiggal).
Azt tapasztaljuk, hogy 0.14%-o0s valtozds az egyiitthatéban a megoldds 75.3%-os ill. 1.6%-o0s véltozasét
eredményezte. O

Azt mondjuk, hogy egy matematikai feladat korrekt vagy stabil, ha ,kis” valtozds a feladat
paramétereiben a megoldas ,kis” valtozasat idézi csak el6. Ellenkezo esetben inkorrekt vagy
instabil feladatrdl beszélink. Az el6z6 példdban vizsgalt egyenletrendszer tehét e szerint a
terminoldgia szerint egy inkorrekt feladat.

'Ebben a jegyzetben, hogy a szdmitégépek és programozdsi nyelvek altal haszndlt jeléléssel Gsszhangban
legyiink, a tortszamoknal tizedespontot hasznalunk tizedesvesszé helyett.

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem



1.1. A numerikus analizis feladata, alapfogalmak 7

Egy numerikus algoritmust a kerekitési hibakra nézve stabilnak neveziink, ha a kerekitési
hibdk nem befolyasoljak jelentésen a szamitott végeredményt. Ha a kerekitési hibak miatt a
szamitott végeredmény jelentdsen eltér a szamitandd értéktol, akkor az algoritmust instabilnak
nevezzilk. A kovetkez6 példaban egy instabil algoritmust mutatunk be.

1.3. példa. Tekintsiik a kdvetkez harom, rekurziv definiciéval megadott sorozatot:

1
Tp = §$n717 zo = 1,
5 1
Yn = 2yn—1 - §yn—25 Yo = 17 1 = 57 (11)
13 4 1
Zn = Ezn_l — gzn_z, =1 == 3

Konnyen lathatd, hogy mindharom képlet az x, =y, = 2, = % szamsorozatot definidlja, azaz a harom
sorozat algebrailag ekvivalens. A gyakorlatban viszont észrevehetd kiilonbség van a harom képlet kozott.
Az tablazatban kinyomtattuk az képlettel szamitott sorozatok elsé 18 tagjait. A szamitdsokat
egyszeres pontossaggal végeztiik csak, hogy a kerekitési hibak hatdsat jobban lathassuk. Azt tapasztaljuk,
hogy x,, tényleg az 1/3™ értékeket &llitja eld, viszont az y, és z, szamolt értékeiben kerekitési hibdbdl
szarmazo eltérést lathatunk. Mindkét sorozatnal fellép a hiba, de a z,, esetében a hiba igen gyorsan ndé, a
18. tagnal mar 100-as nagysagrendli. Azt tapasztaltuk tehat, hogy az z,, képlete egy stabil, a z, képlete
pedig egy instabil mddszer 1/3™ generaldsara.

Arrdl; hogy az elébb vizsgalt hibak tényleg a kerekitési hibak rovéasara irhatdk, meggyézddhetiink gy,
hogy megismételjiik a szamitasokat, de most dupla pontossagot hasznalva a szamok taroldsdhoz. Az egész
listat nem, csak a 18. tag hibajat kozoljik: |y1s — 1/3'8] = —2.5104e — 13 és |z15 — 1/3'8| = 2.3804¢ — 07.
Lathatd, hogy ebben az esetben a szamolas hibaja sokkal kisebb. O

1.1. tablazat.

n ZTn Yn |y, — 1/37] Zn |zp, — 1/3"]
2 0.111111 0.111111 2.2352e-08 0.111111 4.4703e-08
3 0.037037 0.037037 4.0978e-08 0.037037 1.8254e-07
4 0.012346 0.012346 6.9849e-08 0.012346 7.3109e-07
5 0.004115 0.004115 1.1688e-07 0.004118 2.9248e-06
6 0.001372 0.001372 1.9465e-07 0.001383 1.1699e-05
7 0.000457 0.000458 3.2442e-07 0.000504 4.6795e-05
8 0.000152 0.000153 5.4071e-07 0.000340 1.8718e-04
9 0.000051 0.000052 9.0117e-07 0.000800 7.4872e-04
10 0.000017 0.000018 1.5019e-06 0.003012 2.9949e-03
11 0.000006 0.000008 2.5032e-06 0.011985 1.1980e-02
12 0.000002 0.000006 4.1721e-06 0.047920 4.7918e-02
13 0.000001 0.000008 6.9535e-06 0.191674 1.9167e-01
14 0.000000 0.000012 1.1589e-05 0.766693 7.6669e-01
15 0.000000 0.000019 1.9315e-05 3.066773 3.0668e+00
16 0.000000 0.000032 3.2192e-05 12.267091 1.2267e+01
17 0.000000 0.000054 5.3653e-05 49.068363 4.9068e+01
18 0.000000 0.000089 8.9422e-05 196.273453 1.9627e+02

A kovetkezd fogalom, amit egy (véges sok 1épésbdl alld) numerikus médszernél vizsgélni
szoktunk, az algoritmus mdveletigénye vagy miveletszama. Tekintsiink el6szor egy példat:

1.4. példa. Szamitsuk ki a p(z) = p(z) = 52* — 823 + 222 + 42 — 10 negyedfokd polinom értékét
egy megadott x pontban! Természetesen ezt konnyen megtehetjiik p képletét és aritmetikai miiveleteket
hasznédlva. A képletben 4 Gsszeadds/kivonds, 4 szorzds és 3 hatvanyozds szerepel. A hatvanyozdsok
tulajdonképpen 342+41=6 szorzast jelentenek, azaz Osszesen 10 szorzasra van sziikség a képlet alkalma-
zasahoz. Megtehetjiik viszont, hogy atalakitjuk p képletét:

p(x) = 5 — 8% + 227 + 42 — 10 = (((5x — 8)x + 2)x + 4)z — 10.

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem



8 1. Bevezetés

A p polinomnak ezt az alakjat hasznalva mar csak 4 Osszeadads ill. kivonas valamint 4 szorzas kell a képlet
kiértékeléséhez. O

Az el6z6 példaban bemutatott eljarast megismételhetjiik altalanos n-edfokd polinomokra:
anx™ + ap_12" P+ az 4 ag = (- ((apx + ap—1)x + apn—2)r + - )x + a1)x + ag

Ebben a képletben Osszesen csak n Gsszeadds/kivonds és n szorzés szerepel. Ezt a polinomok
kiértékelésére vonatkoz6 médszert Horner-eljardsnak nevezzik. A médszert az[1.5] algoritmussal
irhatjuk le.

1.5. algoritmus. Horner-eljaras

INPUT: n - a polinom fokszdma
Qn, Gp_1,-..,00 - & polinom egylitthatoi
x - ahol a polinomot kiértékeljiik
OUTPUT: p - a polinom értéke az x pontban

D < an
fori=n-1,...,0do
p < a; +px

end do
output(p)

A szamitégépeken egy szorzas ill. osztas elvégzése jelentésen tovabb tart, mint egy Osszeadas
vagy kivonds. Ezért egy algoritmus miiveletigényén altalaban a benne szerepld osztasok /szorzé-
sok szamat szokas érteni.

Egy algoritmusra jellemz6 tulajdonsag még az adattdroldsi igénye. Egy 10 x 10-es linearis
egyenletrendszer megoldasara hasznalt algoritmus esetében az adatok tarolasa nem jelenthet
problémat, de ugyanez 10000 x 10000-es rendszerre mér gond lehet. Ilyen mennyiségli adat
kezelésekor elonyben részesitiink olyan algoritmusokat, amelyeknek minél kisebb az adattarolasi
igénye. Példaul, ha tudjuk, hogy az egyiitthatomatrixban csak a féatloban és az alatta ill. felette
levé néhdny atléban vannak csak nem nulla elemek (in. szalagmétrix), akkor mindenképpen
célszeril olyan algoritmust hasznélni, amely kihasznélja az adatok specidlis szerkezetét, és nem
tarolja szdmolds kozben a felesleges nulldkat. Ilyen mddszerre latunk majd példat a sza-
kaszban.

1.2. Egész és valds szamok tarolasa

Legyen I egy b-alapt szamrendszerben felirt m jegyi pozitiv egész szam:
I = (am-1am—2...a1a9)p, ahol a; € {0,1,...,0—1}.

Ennek értéke:
I = amflbm_l + am,gbm_z +--+ alb + ap.

m jegyen tarolhaté legnagyobb egész szam tehat az az I« szam, amelynek minden szamjegye
b — 1. Ennek értéke

Imax:(b—l)(bm_1+bm_2+...+b+1):bm_l.

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem



1.2. Egész és valds szamok tarolasa 9

m jegyen tehat a 0-t6l b™ — 1-ig terjedd (b™ db) nemnegativ szamokat tudjuk abrézolni (tarolni).
A szamitégépen a kettes (bindris) szamrendszerben taroljuk az egész szamokat. m biten tehat
2™ db szdmot tudunk abrazolni. Negativ egész szamok tarolasara két méodszert ismertetiink. Az
els6 az un. direkt vagy egyenes kdd. Ebben a kédoldsban egy bitet lefoglalunk az eléjelnek, (ezt
hivjuk el8jelbitnek), és a maradék m — 1 biten tudjuk a szdm abszolut értékét térolni. Ekkor
Imax = 271 — 1, és a legkisebb térolhaté egész szam Iy = —Imax. Ebben a kédoldsban a 0-t
kétféleképpen tarolhatjuk: a csupa 0, ill. az 100...0 bitsorozattal.

1.6. példa. Az[L.2] tabldzatban az m = 3 biten, direkt kéddal dbrazolhaté szdmokat soroltuk fel. O

1.2. tablazat. Egyenes kéd, m = 3

I a tarolt binaris kod

0 000
1 001
2 010
3 011
0 100
-1 101
-2 110
-3 111

A gyakorlatban altaldban az Un. kettes komplemens kodot szoktak haszndlni negativ szamok
tarolasara. Legyen I egy egész szam, amit m biten szeretnénk tarolni. Az I helyett a C' szam
bindris alakjat taroljuk, ahol

c_{1 ha0<TI<2m !t _1,
)l 2" +1, ha —2m 1 < T <O.

Ennél a térolasnal tehdt a legnagyobb és a legkisebb &brazolhaté szam Ipa, = 2™ 1 — 1 ill
Imin = —2™~ 1. A feltételek szerint ha 0 < I < 2m~1 — 1, akkor C < 2™1, azaz C elsé bitje 0.
Ha viszont —2™~! < I < 0, akkor konnyen ellenérizhetd, hogy 2! < C' < 2™ — 1, azaz C elsé
bitje 1.

A kettes komplemens kdd egyik fontos elénye, hogy segitségével a kivonds visszavezethetd
Osszeadasra. (Ldasd a4} feladatot!)

1.7. példa. Az tablazat az m = 3 biten, kettes komplemens kéddal dbrézolhaté szamokat
tartalmazza. |

1.3. tablazat. Kettes komplemens kod, m = 3

I (decimdlisan) I (bindrisan) C, a térolt bindris kéd

0 000 000
1 001 001
2 010 010
3 011 011
-1 -001 111
-2 -010 110
-3 -011 101
-4 -100 100

A tovéabbiakban a valds szamok taroldsat vizsgdljuk. Emlékeztetiink arra, hogy a b alapu
szamrendszerben felirt

xr = (l’m_lfl'm_Q ce X0 X1 T 9 )b, x; € {O, 1,...,b— 1},

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem



10 1. Bevezetés

valés szam értéke

m—1
T _ xr_ .
T = T b+ g™ 2 - apb 4 20 + Tl + 172 +o= 3wl

1=—00

Tekintsiik a 126.42 valés szdmot. Ennek normal alakjin vagy az 1.2642 - 102 vagy pedig
a 0.12642 - 103 alakot szokds érteni. Mi ebben a jegyzetben az elsé alakot fogjuk haszndlni.
Ennek megfeleléen egy = # 0 valds szam b alapra vonatkozé normdl alakjin az x = +m - b¥
alakjat hivjuk, ahol 1 < m < b. m-et a szdm mantisszdjanak, k-t pedig kitevGjének nevezzik.
Valés szdmok, mds széval lebegdpontos szamok téroldséhoz a szdmot felirjuk (valamely b alapot
haszndlva) normél alakban, és az elGjeles mantisszéat, valamint a kitevét taroljuk. Kiilonbo6zé
szamitégépek eltér6é alapot és bithossziisdgot haszndlnak egy valdés szdm taroldasara. Mi most
egy IEEE szabv:inytﬂ ismertetiink valds szamok 32 biten (Un. egyszeres pontossdgi), ill. 64 biten
torténé (an. dupla pontossdgi) téroldsara bindris alapot hasznalva. Ezt a kddoldst hasznaljak
az IBM-kompatibilis személyi szamitégépek is. Vegyiik a szdm 2 = (—1)%m - 2¥ bindris normal
alakjat, ahol s € {0,1} és m = L.mymams.... Az s értékét az 1. biten taroljuk. A k kitevé
helyett annak eltolt értékét, az e = k + 127 nemnegativ szamot a 2.-9. biteken taroljuk, a
mantissza tortrészének elsé 23 bitre kerekitett értékét pedig a 10.-32. biten téroljuk. (A nemnulla
szam mantisszajanak egész része bindris normadl alakban mindig 1-gyel egyenld, ezt az 1-est nem
taroljuk!) A fent emlitett IEEE szabvéany kiilon definidlja a 0 taroldsat, és bevezet két specidlis
szimbdlumot is, az Inf (infinity, azaz végtelen) és NaN (not-a-number, azaz nem szam) szimboé-
lumokat:

tarolandé szam || s | e (2.-9. bitek) | mantissza bitek (10.-32. bitek)
+0 0 00000000 minden mantissza bit=0
—0 1 00000000 minden mantissza bit=0
+Inf 0 11111111 legalabb az egyik mantissza bit=0
—Inf 1 11111111 legalabb az egyik mantissza bit=0
+NaN 0 11111111 minden mantissza bit=1
+NaN 1 11111111 minden mantissza bit=1

Az Inf szimbdélumot a programok hasznalhatjdk olyan matematikai miivelet eredményének
tarolasara, amelynek értéke végtelen, a NaN szimbdélumot pedig olyan miivelet ,eredményé-
nek” térolasara, amely nem definidlt (pl. nulldval valé osztds eredménye vagy negativ szam
négyzetgyoke valds szdmok korében). Mindkét szimb6lumnak lehet pozitiv vagy negativ elGjele.
A szabvany definicigjabdl kovetkezik, hogy az e = (11111111)y = 255 azaz a k = 128 kitevd az
Inf és NaN specidlis szimbélumoknak van fenntartva. A véges valés szamok esetén 0 < e < 254,
igy k lehetséges értékei —127 < k < 127. A legkisebb pozitiv valds szam tehat a k = —127
kitevéhoz és az (1.00...01)y mantisszdhoz tartozik. Ennek értéke (14 1/223)27127 ~ 10738, A
legnagyobb (véges) valés szam pedig Tmax = (1.11...1)22'27 = (2 — 2723)2127 ~ 10%,

64 biten torténd tarolas az el6zéekhez hasonléan torténik: az e = k + 1023 eltolt kitevot a
2.-12. biten, a mantissza tortrészét pedig a 13.—64. biten taroljuk. Ekkor a tarolhaté pozitiv
szamok tartoménya koriilbeliil 107308 — 10308 lesz.

1.8. példa. Tegyiik fel, hogy 4 biten szeretnénk valés szamokat tarolni, binaris normal alak segitségével.
Ezt megtehetjiik pl. gy, hogy az 1. biten a szam el6jelét, a 2. biten a bindaris normal alak eltolt kitevdjét,
e = k + l-et, a 3.—4. biten pedig a mantissza tort részének els§ két bitjét taroljuk. (Az Inf és NaN
szimbdlumokat nem definidljuk most.) A fenti szabély szerint négy biten dbrézolhaté nemnegativ valds
szamokat az [[4l tablazat ill. az[[.2l 4bra tartalmazza. O

2IEEE Binary Floating Point Arithmetic Standard, 754-1985.
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1.4. tablazat. Nemnegativ valés szamok 4 biten

S (& m X

0/0]00(0

0]0]01] (1.01)2-27t=(1+3)3=2

0[0[10| (1L10)-2t=(1+1)l=2=6

0011 (L1l)s-27 ' =(1++1+Hl=12

01|00/ (1.00)2-2°=1=2

0]1]01] (1.01)3-20=1+471=12

0]1]10] (1.10)2-2°=1+ 4 =122

0111 (L1l)y-20=1+4+4+1=0=14
ottt O————
0 3 1 3 2

1.2. abra. Nemnegativ gépi szamok 4 bites tarolas esetében

Lathatjuk, hogy barmely tarolasi médot haszndljuk, csak véges sok valds szamot tudunk
a szamitégépen tarolni. Azokat a szdmokat, amelyeket pontosan, azaz téroldsi hiba nélkiil
tudunk tarolni, gépi szdmoknak nevezzilk. Azt a gépi szamot, amelyet egy adott x valds szam
helyett tarolunk a szamitégépen, fl(x)-szel jeloljik. Ha |z| kisebb, mint a legkisebb dbrazolhatd
pozitiv szdm, akkor definici6 szerint fl(x) = 0, ha pedig |z| nagyobb, mint a legnagyobb gépi
szam, akkor legyen fl(x) = Inf. Az elsé esetben aldcsorduldsrdl, a masodikban tilcsordu-
lasrdl beszéliink. Hogy definidlhatjuk fl(xz)-et a tobbi esetben? Két alapveté megkozelités
lehetséges. Az egyik esetben vessziik az x szam binaris normal alakjat, és annak mantisszajabol
annyi bitet tarolunk, amennyit az adott tarolasi rendszerben tudunk, a tobbit elhagyjuk. Az
egyszeres pontossagi szamabrazolas esetében tehat az els6 23 tortbitet taroljuk. Ezt a stratégiat
levdgdsnak nevezziikk. A masik, gyakrabban haszndlt megkozelités kerekitést hasznal. Ebben
az esetben fl(z)-et definidljuk dgy, hogy legyen az z-hez legkdzelebbi gépi szdm. Amikor x
két egymads utan kovetkezd gépi szam szamtani kozepe, akkor az elébbi definicié még nem
hatarozza meg pontosan fl(x)-et, mert ekkor kerekithetiink felfelé és lefelé is. A mar emlitett
IEEE szabvény ebben az esetben is egyértelmiien definidlja a kerekitést. A kerekitési szabalyt az
egyszeres pontossagu taroldsra fogalmazzuk meg. Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket: legyen az
T pozitiv valdés szam bindris normal alakja x = m2F ahol m = L.mims ... mazmay . . .. Legyen
' = (Lomima...ma3)e2F és 2/ = ((1.m1m2 ...Mmag)2 + 2_23)2k. Ekkor 2’ és 2" egymds utani
gépi szamok, és 2/ < x < 2, valamint 2" — 2/ = 2F¥=23. A szabvany szerint legyen

@, ha |z — 2/| < §|2" — 2|,
2”,  halr—2"| < 2" — 2/,
fi(z) = ), ha |z — /| = L|2” — 2| és ma3 = 0,
2", ha|r—2| = 3l2" — 2| és moz = 1.
A hatdresetben, azaz ha |v—2'| = §|2” —2/| kériilbeliil az esetek felerészében fogunk {gy felfelé, és

felerészben lefelé kerekiteni. A masik indoka ennek a definicidénak az, hogy ekkor a hatdresetben
a kerekitéskor a mantissza utolso bitje mindig 0 lesz, azaz a kerekitett szdmon a 2-vel val6 osztas
hiba nélkiil végrehajthaté. Kerekitést hasznalva tehat az elkdvetett hiba

o — fi(z)] < %w | = %2—232’@.
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Vizsgéljuk most a kerekitési hibat a pontos értékhez viszonyitva:

o fl) 0] 1,5
‘iL’| (1.m1m2 .. .)2 . 2k 2

Konnyen ldthaté, hogy az 1 gépi szdm utén kovetkezd elsé gépi szam 14 2723 az el6bb vizsgélt
32 bites szamdabrazolasi rendszerben. Ezt dltalanositva jelolje eg¢p; az adott szamabrazoldsi
rendszerben az els6 1-nél nagyobb gépi szam és 1 kiillonbségét. Ezt a szdmot ¢épi epszilonnak
nevezziik. Eszerint ey¢,; a legkisebb olyan 2 hatvany, amelyre a szdmitogépen az 1 + eg4pi > 1
egyenl6tlenség ellenorizhet6. Konnyen igazolhaté a kovetkezo tétel, amelyet az elobb a 32 bites
binaris alapt tarolasi rendszerre belattunk:

1.9. tétel. Legyen 0 < fl(z) < Inf, és tegyiik fel, hogy a valds szamokat kerekitve tdroljuk.
Ekkor
|z —fl(z)] 1
T < iggépi.

A kovetkezo tétel bizonyitasat az [5| feladatra hagyjuk.

1.10. tétel. Legyen b a wvalds szamok dbrdzoldsakor haszndlt szdmrendszer alapja, és t a
mantissza tdroldsdra haszndlt bitek szama. FEkkor

| 2 ha b= 2,
“9épi T\ bt hab 2.

Most definidljuk a kozelités hibajanak fogalmat, és egyéb, ehhez kapcsolédd fogalmakat.
Legyen z egy valds szam, és tekintsiik az & valds szdmot x kozelitésének. Ekkor a kozelités
hibajin az |r — x| szdmot értjik. Gyakran maga a hiba a szdmok nagysdgrendjének ismerete
nélkiil nem mond tul sokat. Pl. az 10000 szamnak az 10000.1 kozelitését elég pontosnak érezziik,
az 1-nek viszont az 1.1 nem tul j6 kozelitése, pedig mindkét esetben a kozelités hibaja 0.1. To6bb
informéciét jelent, ha a pontos értékhez viszonyitjuk a hibat. A kozelités relativ hibdjin az

|z — |

(z #0)
|z|
szamot értjik. Azt mondjuk, hogy a b alapi szdmrendszerben az T kézelités n szamjegyben

pontos, ha
|$ B $| < lblfn'
[z T2

Lathato, hogy minél kisebb a kozelités relativ hibdja, anndl nagyobb lesz a kozelitésben szereplo
pontos szamjegyek szdma. Ha b = 10, akkor ugy is megfogalmazhatjuk ezt a kapcsolatot a
relativ hiba és a pontos szdmjegyek szama kozott, hogy egy nagysagrendi csokkenés (novekedés)
a relativ hibadban a pontos szamjegyek szamanak egy jeggyel valé novekedését (csokkenését)
eredményezi.

1.11. példa. Legyen x = 1657.3 és & = 1656.2. Ekkor a kozelités hibdja |x — Z| = 1.1, relativ hibdja
|z — Z|/x = 0.0006637. Mivel |z — Z|/z = 0.0006637 < 0.5 - 1072, ezért a kozelités az elébbi definicié
értelmében 3 szamjegyben pontos. Ha viszont z-et az & = 1656.9 szammal kozelitjiik, akkor ebben az
esetben |r — Z|/x = 0.0002413 < 0.5 - 1073, azaz definiciénk szerint a kozelités 4 szdmjegyben pontos. O

Az el6bbi definici6 és az tétel szerint egyszeres pontossigu szamabrazolas esetén az x
valés szdm helyett térolt fl(z) gépi szdm 24 bindris szdmjegyben pontos. Minket altaldban a
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tizes szamrendszerben felirt alakban érdekel a pontos szamjegyek szama. Az egyszeres pontossag
esetében ezt megkapjuk, ha az

12—23 < 1101—71
2 -2

egyenlGtlenséget teljesito legnagyobb n egész szamot megkeressiik. Konnyen kiszdamolhaté, hogy
ez n = 7, azaz egyszeres szamabrazolds esetében a tarolt gépi szam legalabb 7 szamjegyben
pontos a tizes szamrendszerben.

1.12. példa. Tekintsiikk az x = 12.4 valds szamot. frjuk fel el6szor ennek binaris alakjat. Konnyil
ellendrizni, hogy 12 = (1100),. Keressiik tehdt a tortrésznek, 0.4-nek a binéris alakjét:

04:(0.%'1332.’1,‘3)2:*4-*—{-*—{-

Ha tehat 0.4-nek vessziik a 2-szeresét, akkor annak egész része xi-et fogja megadni. 0.4 -2 = 0.8, azaz
x1 = 0. Vessziik a szorzat tortrészét, 0.8-at, és megismételjiik az eljarast. 0.8 -2 = 1.6, tehat xo = 1.
A szorzat tortrésze 0.6, amivel folytatjuk: 0.6 -2 = 1.2, igy 23 = 1. Ennek a szorzatnak a tortrésze 0.2.
0.2-2 =04, ezért x4 = 0, és 0.4-gyel folytatjuk az eljarast. Lathatd, hogy ezutan az eddigi jegyek, 0011
ismétlédnek ciklikusan végtelen sokszor, azaz 0.4 = (0.011001100110011001100110011...)2. Az x szdm
bindris normal alakja tehat

x =12.4 =(1.100011001100110011001100110011 .. .) - 23,
x mantisszdjat 23 bitre kerekitve (lefelé) kapjuk, hogy
fl(z) = (1.10001100110011001100110)s - 23.

Ennek értéke a tizes szdmrendszerben felirva: fl(x) = 12.3999996185302734375. O

A szamitogép altal elvégzett gépi aritmetikai miiveleteket a kovetkezéképpen lehet formalisan
definidlni:

z@y = fl(fl(z) + fl(y)),
roy = fl(fl(z) —fl(y)),
roy = fl(fl(z)-fl(y)),
roy = fl(fl(z)/fl(y)).

Eszerint vessziik az adott miiveletben szerepld tényezok gépi szamra kerekitett értékeit, azon
elvégezziik a miiveletet, majd a mivelet eredményét kerekitjiik a legktzelebbi gépi szamra.

Késébbi példainkban gyakran fogunk hivatkozni az Un. négyjegyii aritmetikdra. Ezen azt
értjik, hogy olyan szamabrazoldsi rendszert hasznalunk, amely tizes alapi, és 4 mantissza
jegyet térol (és feltessziik, hogy elegendben sok helyiink van a szdmolds kozben fellép6 szamok
kitevOinek tarolasdhoz). Ez azt jelenti, hogy minden egyes részletszamolds eredményét az elsd
nem nulla szamjegytol szamitott 4 jegyre, azaz az els6 4 értékes szamjegyre kerekitjiik, és ezt
hasznaljuk tovabb a szdmolds sordan. Négyjegyl aritmetikat hasznalva a kerekitési hibak hatését
fel tudjuk erdsiteni a vizsgélt példakban.

1.13. példa. Négyjegyi aritmetikat hasznalva 1.043 4+ 32.25 = 33.29, és hasonléan 1.043 - 32.25 = 33.64
(kerekités utan). Viszont 1.043 + 20340 = 20340 lesz, mivel négy értékes szdmjegyre kell kerekiteniink a
20341.043 pontos értéket. O
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Feladatok

1. Véltsa 4t bindris alakra a kovetkez6 tizes szdmrendszerben felirt szamokat:

57, —243, 0.25, 35.27

. Irja fel a kovetkez6 bindris szamokat tizes alapu szamrendszerben:

(101101)3, (0.10011)5, (1010.01101),

. Mutassa meg, hogy a kettes komplemens kédot negativ szam esetén megkaphatjuk a koévetkezo-

képpen: Vegyiik a tarolandd negativ szam abszolut értékének binaris alakjat. Cseréljiink minden
0-t 1-re és 1-et 0-ra, majd adjunk 1-et a kapott szamhoz.

. Legyen I és Iy két m biten tarolt pozitiv egész szam. Mutassa meg, hogy az I; — Iy kiilonbség

kiszamithat6 dgy, hogy vessziikk I kettes komplemens kdédjat, Co-t, és ehhez hozzdadjuk I;-et,
majd vesszik az Osszeg utolsé m bitjét!

5. Bizonyitsa be az tételt!

6. frjon egy olyan programot, amely kiszamitja az adott szamitégéphez és a hasznalt szamabrazoldsi

rendszerhez tartozé gépi epszilon értékét!

. Szamitsa ki, hogy kétszeres pontossagu szamabrazolds esetén hany szamjegyben pontos a tarolt

gépi szam!

. Legyen z = (20.21%2 . . . Ty Tt 1Tz - - -) - 105, & = (20.0122 . .. Ty 1Tz - - ) - 10F, azaz  és

T azonos nagysagrendiek, és az els6 m + 1 db szamjegyiik megegyezik. Léssa be, hogy ekkor T

legaldbb m szadmjegy pontossigu kozelitése z-nek!

1.3. Hibaanalizis

Legyen x és y pozitiv, és tekintsiik az T és y szdmokat x és y kozelitésének. Legyen |x — 2| < A,
valamint |y — | < A, a kozelitések hibakorlatja. A megfelel6 relativ hibakorlatokat §, = A, /x
és 0, = Ay/y jelolik. Ebben a szakaszban azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy ha az z és y
szdmokon egy aritmetrikai miiveletet (Gsszeadds, kivonds, szorzds, osztés) kell elvégezniink, és
ahelyett az T és 7 szamokon végezziik el a miiveletet, és annak (pontos) eredményével kozelitjiik

az eredeti miivelet eredményét, mekkora lehet a kozelités hibgja ill. relativ hibéja.

El6szor tekintsiik az Osszeadds miiveletét. Kerestink tehat olyan A1, és .4, szdmokat,

hogy
" . lzty—(@+7)
lz+y—(Z+7)] < Apyy és . < Spiy-

1.14. tétel. A
DNpry =0p + 4y és Oty := max{0z, oy}

szdamok az 0sszeadds hiba- ill. relativ hibakorldtai.
Bizonyitas. A haromszog-egyenl6tlenséget és A, és A, definiciéjat alkalmazva
z+y— @+ <[z -2+ |y -7 < As+ Ay

Ebbdl kapjuk hogy A, + A, egy hibakorldtja lesz az ¢sszeaddsnak.
Az elébbi Gsszefiiggést felhasznalva

gty E+D Dt Dy @

Yy
1) Oy < Oy, Oyt
T4y - x4y x+yx+x+yy_max{ v Oy}

Tehat max{d,,d,} egy relativ hibakorlatja az ésszeaddsnak.
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A tételt nyilvan lehet dltaldnositani tobb szam Osszeaddsara: a tagok hibai 6sszeadddhatnak,
az Osszeg relativ hibdja nem nagyobb, mint a tagok relativ hibai koziil a legnagyobb. Az allitast
megfogalmazhatjuk dgy is, hogy a kozelito 6sszeg pontos jegyeinek szama nem kevesebb, mint az
egyes tagok kozelitéseiben szerepld pontos jegyek szdmai koziil a legkisebb szam. Természetesen
a tétel a legrosszabb esetre vonatkozik. A gyakorlatban a hibak kiegyenlithetik egymaést. Pl.
legyen x =1,y =2,z =1.1,y=18. Ekkor z +y =3, T+ gy = 2.9. Azaz az Osszeg hibdja csak
0.1, kisebb, mint az egyes tagok hibainak 0sszege, 0.3.

1.15. tétel. Legyen x >y >0. A

Apoyi=Dpt Dy, s Oy yi= 5o+ —2—35,

szamok a kivonds hiba- ill. relativ hibakorldtas.

Bizonyitas. Az
z—y— (@9 <|lz—Zl+ly—gl <A+ 4,

egyenlotlenségekbdl kovetkezik az elsd allitas. Tekintsiik az

—y—(T—7 A+ A
oy @ Bt By @ Vs,
Tty Tr—y r—y T —y
becsléseket, amibol a masodik allitast kapjuk. O

Lathato, hogy ha egyméshoz kozeli szamokat vonunk ki egymasbdl, akkor a relativ hiba
megsokszorozédhat, azaz a pontos szamjegyek szama jelentésen csokkenhet. Ezt a jelenséget
hivjuk értékes szdmjegyek végzetes elvesztésének.

1.16. példa. Legyen x = 12.47531, & = 12.47534, y = 12.47326, § = 12.47325, akkor 6, = 2.4 - 1076 és
8, =8-1077. Viszont z —y = 0.00205, & — § = 0.00209, igy d,_, = 0.0195. Ellendrizhetjiik, hogy 7 és
6 pontos szamjegyet, & — ¢ viszont csak 2 pontos szamjegyet tartalmaz. O

1.17. tétel. Legyen x,y > 0. A
Agy = Ay + YAy + AgA, és Opy := 0z + 0y + 020y

szdmok a szorzas hiba- ill. relativ hibakorldtai.

Bizonyitas. A haromszog-egyenlStlenség szerint

lzy — 2yl = |oy —xy+zy — Ty
< wzly =gl +|ylle— 2|

rAy+ 1y + 75— ylAs
Ay + YAy + AgAy.

IN

Az elsé allitas szerint a szorzat relativ hibaja
|y — zg| < Ay + YAy + DAy
Ty B Ty
amibol kapjuk a masodik allitast. [

= 0p + Oy + 020y,
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Mivel A, és A, éltaldban sokkal kisebb mint = és y, és igy A;A, elhanyagolhaté zA, és
yAz-hez képest, ezért zA, + yA, egy jo becslés a szorzat hibajara. Hasonléan, 6, + d, jo

kozelitése a szorzat relativ hibakorlatjanak.

1.18. tétel. Tegyiik fel, hogy x,y >0 és 6, < 1. Ekkor a

Ay, + yA, )
JAVRES S A és 1)
/ y(y - Ay)

szamok az osztas hiba- ill. relativ hibakorldtasi.

6,40,
©v T 1,

Bizonyitas. Elemi atalakitasokat hasznalva kapjuk

r

_ lzy — xy + zy — Zy| < zAy + YA, _ zAy + YA,
y yl9l - ylgl yly — (y —9)l

A 5, < 1 feltételbdl kévetkezik, hogy |y — 9| < Ay < y, ezért az |y — (y — §)|
y — Ay > 0 egyentStlenség felhasznaldsdval kovetkezik a tétel els6 allitasa.
A maésodik allitas igazolasdhoz tekintsiik

< |8
<&

<8
8
=
—_
i
<
—
|
@0'7

>y—ly—gl >

]

Ha 4, kicsi, akkor az osztds relativ hibakorlatjat jol kozeliti o, + d,. Hasonléan, ha A, y-hoz
képest elhanyagolhatod, akkor %Aw + y%Ay JO becslése a A/, hibakorlatnak. Ha y sokkal kisebb,
mint z, illetve ha y kozel van 0-hoz, akkor A, ill. A, egyiitthatéja nagy, azaz a hiba a tényezdk

hibainak to6bbszorose lehet.

Feladatok

1. Legyen x = 3.50, y = 10.00, £ = 3.47, y = 10.02. Adjon egy becslést a

1 4
3x + 7ya " an y37 el
Yy T+y

miiveletek eredményének hibdjara és relativ hibdjira (a szdmitdsok elvégzése n
x és y helyett T és -t hasznalunk! Ezutan szamitsa ki a tényleges értékeket,
hibédkat, és hasonlitsa 6ssze a kapott becslésekkel!

élkiil), ha azokban
hibakat és relativ

2. Legyen Z az x szdm egy kozelitése, és |v — Z| < A,. Legyen f: R — R egy differencialhaté
fiiggvény, amelyre |f/(x)| < M minden = € R-re. Legyen y = f(x) és tekintsiik az § = f(Z) szdmot

y kozelitésének. Adjon becslést a kozelités hibdjaral (Haszndlja a Lagrange-féle

1.4. A véges szamabrazolas kovetkezményei

1.19. példa. Oldjuk meg az
22 — 83524+ 1.5=0

masodfoki egyenletet négyjegyli aritmetikdt hasznalva!
A maésodfoku egyenlet megoldéképlete szerint és négyjegyii aritmetikat haszndlva

oldas
83.5+ 18352 —4-1.5 83.5++/6972—6.000 83.5 =+ 83.46
2 a 2 o 2

‘fj:

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe
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anaz 167.0 0.040
Pi= s = 8350, és Fa= —o— = 0.020.

Az egyenlet pontos megoldasa x7 = 83.482032 ill. o = 0.0179679. Ha kiszamoljuk a két gyok kozeli-
tésének relativ hibait, a §; = 0.0002152 és do = 0.113096 értékeket kapjuk. Az els6 numerikus gyok
tehat 4 szamjegy, a masodik viszont csak 1 szamjegy pontossagu kozelités, azaz a két gyok pontossiga
kozott 3 nagysagrendi kiilonbség van. Mi ennek az oka? A mdésodik gyok kiszamitasakor a gyokképletben
két egymdshoz kozeli szamot kellett kivonni egymasbodl. Az el6z6 szakaszbdl tudjuk, hogy ez jarhat a
pontossag elvesztésével, és ezt tapasztalhattuk a jelenlegi szdmolasban is. O

Tekintsiik az az? + bz + ¢ = 0 masodfoki egyenlet két gycke koziil az

—b— Vb% —4dac
x9 = 5 (1.2)

gyokot. Amikor b negativ, és 4ac sokkal kisebb, mint b?, két egyméshoz kozeli szamot vonunk
ki egymadsbdl a szamlaléban, azaz fellép az értékes szamjegyek végzetes elvesztésének jelensége.
(Ezt az esetet vizsgéltuk az m példaban.) Ennek kikiiszobolésére gyoktelenitsiik a szamldlot:
b2 — (b% — 4dac) 2¢ (13)
2 = = . :
2a(—=b+ Vb? —4dac) —b+ Vb? — 4dac
Ez a képlet algebrailag ekvivalens az ([1.2]) formulaval. A kiilonbség viszont az, hogy ebben nem
szerepel kivonas (a nevezében két pozitiv szdmot adunk Ossze). Ha b pozitiv, akkor a masik
gyokképlettel ismételhetjiik meg ugyanezt a triikkot, és kaphatjuk az

2c
—b— Vb%2 —4dac

Tr =

(1.4)
formulé&t.

1.20. példa. Szamitsuk ki az[[.19] példa mésodik gyokét djra, négyjegyti aritmetikdt és a gyokképlet
(1.4) alakjat haszndlval

2-1.
T b 5 5 = 0.01796.

°T 83.5++83.52—-4-1.5 T 835+8346  167.0

Ennek a numerikus gyoknek a relativ hibdja do = 0.00044, azaz négy szamjegy pontossigu a kozelités.
|

us

1.21. példa. Tegyiik fel, hogy a cos? z — sin® z kifejezést kell kiértékelniink. Ha 2 = 1, akkor a kifejezés
pontos értéke 0, azaz ha = 7-hez kozel van, akkor a kifejezés két egymdshoz kozeli szam kiilonbsége lesz,
ahol fellép a pontossag elvesztése. Ezt konnyen kikertilhetjiik, ha az eredeti kifejezés helyett az azzal
algebrailag ekvivalens cos 2z alakot hasznaljuk. O

Az eddigi példainkban algebrai azonossagot haszndlva tudtuk a pontossag elvesztését mega-
kadalyozni. A kovetkezd példakban ugyanezt més mddszerrel tessziik meg.

1.22. példa. Tekintsiik az f(x) = e® — 1 fiiggvényt. Az z = 0 kozelében ismét két kozel azonos
szamot kell egymasbol kivonni, viszont most nincs olyan azonossag, amellyel ezt el lehetne keriilni. Ha
e” Taylor-sorat vessziik, akkor az 1-gyel valé kivonassal tudunk egyszeriisiteni:

f(z) +24 o +o w +
xr)=2x —_ —_— e —_— e
2 3 n!
Tehat f-et érdemes ennek a végtelen sornak egy véges kozelité Gsszege segitségével kiértékelni. O

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem
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Egy maés jellegii problémat vet fel a kdvetkezo példa.

1.23. példa. Szamitsuk ki az y = 20°°/50! szdm értékét! A probléma a kovetkezd: ha a képlet
alapjan el6szor a szamlélét és a nevezot kiilon akarjuk kiszdmolni, rogton belelitkoziink a szaméabrazolas
szabta korlatokba, egyszeres pontossidg haszndlata esetén mar tilcsordul a szamolas. Masrészt tudjuk,
hogy a"/n! — 0, ha n — oo, igy a szdmolds végeredménye varhatéan kis szdm lesz. Rendezziik tigy a
szamitast, hogy minden részeredmény benne maradjon az abrazolhatd szamok tartomanyaban:

200 20 20 20 20

500 50 49 48 1°
Ezt a képletet a szamitogépen egy egyszeri for ciklussal kiszamolhatjuk:

y < 20

for i =2,...,50 do
yvy-2

end do

output(y)

A szdmolds eredménye: 3.701902 (6 tizedesjegy pontossiggal). a

1.24. példa. Szamitsuk ki az

10

A =10.00+0.002 4+ 0.002 + - - - + 0.002 = 10.00 + Z 0.002
i=1

Osszeget, négyjegyll aritmetikat hasznédlva! Balrdl jobbra értékeljiik ki az Osszeaddsokat, igy elészor az
10.00 + 0.002 osszeget kell kiszamitanunk. Négyjegyli aritmetika szerint 10.00 4+ 0.002 = 10.002 = 10.00
kerekités utdan. Ehhez hozzaadva a kévetkez6 szamot, a 4 jegyre kerekités miatt, tjra 10.00 + 0.002 +
0.002 = 10.00 lesz. Lathato, hogy A = 10.00 lesz a szamolas eredménye.

Nézziik most Ujra az el6bbi Osszeadast, de mas sorrendben:

10
B = 0.002 4 0.002 + - - - + 0.002 4 10.00 = Z 0.002 + 10.00.

i=1

Most el6szor a 0.002 4+ 0.002 = 0.004 Gsszeget szamitjuk ki. Ezt a négyjegyt aritmetikdban is pontosan

tudjuk szdmolni! Ezutdn sorra szamolhaté: 0.002 + 0.002 + 0.002 = 0.006 stb, végiil Zgl 0.002 = 0.02.
Az eredmény tehat ebben a sorrendben B = 10.02. Ezen 6sszeaddsok egyikében sem lépett fel kerekitési
hiba, mivel minden részeredményt pontosan tarolhattunk a négyjegyl artimetikdaban.

Ez a példank mutatja azt is, hogy a kettoénél tobb tagi Osszeadds nem kommutativ miivelet a
szamitogépeken. O

Az el6z6 példa tanulsidga az, hogy, amikor lehet, az 6sszeaddsokat érdemes a tagok névekvo
sorrendjében végezni, mert ekkor van a legnagyobb esély arra, hogy a szamolds soran kapott
részosszeg azonos nagysagrendil legyen a kovetkezO Osszeadandodval, és igy minél kisebb legyen
a kerekitési hiba.

Feladatok

1. Vizsgalja meg, hogy a kovetkezo kifejezésekben mikor 1ép fel az értékes szamjegyek elvesztésének
jelensége! Hogyan tudjuk kikiiszobdlni a pontossig csokkenését?

(a) Inz —1,
(b) vz +9 -3,

(c) sinz — =z,

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem
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(d) 1—cosuz,
(e) (1 —cosz)/sinz,
(f) (cosx—e™™)/x,

2. Négyjegyti aritmetikat hasznédlva szamitsa ki az 2.274 + 12.04 + 0.4233 4+ 0.1202 4 0.2204 6sszeget,
majd rendezze a tagokat névekvd sorrendbe, és gy is szdmitsa ki az Osszeget!

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem






2. fejezet

Nemlinearis egyenletek, egyenletrendszerek

Ebben a fejezetben nemlinedris egyenletek és egyenletrendszerek numerikus megoldasanak
legismertebb mddszereit targyaljuk (intervallumfelezés mddszere, hir-, szel6-, Newton-, kvazi-
Newton mddszerek stb.). Megismerkediink az iterdcids sorozatok altalanos elméletével, a fixpont,
a konvergencia sebessége fogalmaval, iteracios eljardsok megallasi feltételeivel. Definidljuk a
vektor- és matrixnorma fogalmat, és ennek segitségével a vektor- és matrixsorozatok konvergen-
cidjat.

2.1. Analizis eloismeretek

Ebben a szakaszban Osszefoglaljuk azokat az analizisbdl ismert fogalmakat, tételeket, amelyekre
a kesObbiekben gyakran fogunk hivatkozni.

Az [a,b] intervallumon értelmezett valds értékii folytonos fiiggvények halmazit C|a,b]-vel
jeloljik. Azon f: [a,b] — R fliggvények halmazat, amelyek [a,b]-n folytonosak és (a,b)-n
m-szer folytonosan differencidlhaték, C™[a, b]-vel jeloljik.

2.1. tétel. Legyen f € Cla,b]. Ekkor f felveszi maximumdt és minimumdt |a,b]-n, azaz létezik
olyan c¢,d € [a,b], hogy

f(c) = max_ f(z) és f(d) = min_ f(x).

x€[a,b] z€la,b]
Az a és b szamok altal generdlt nyilt intervallumot (a, b)-vel jeldljik, azaz
{(a,b) := (min{a, b}, max{a, b}),

ill. ennek &ltaldnositdsaként (aq,as,...,ay,) jeloli az ay, ag, ..., a, szdmok &ltal generdlt nyilt
intervallumot, azaz

(a1,a2,...,a,) = (min{ay, ag, ..., a,}, max{ay, ag,...,an}).

A kovetkez6 eredmény szerint egy folytonos fiiggvény barmely két értéke kozti minden értéket
felvesz.

2.2. tétel. Legyen f € Cla,b], f(a) # f(b), és legyen d € (f(a), f(b)). Ekkor létezik olyan
c € (a,b), hogy f(c)=d.

2.3. tétel (Rolle). Legyen az f : [a,b] — R folytonos figguény differencidlhatdé az (a,b)
intervallumon, és f(a) = f(b). Ekkor létezik olyan & € (a,b) szdm, hogy f'(§) = 0.
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2.4. tétel (Lagrange-féle kozépértéktétel). Legyen f : [a,b] — R folytonos az [a,]
intervallumon és differencidlhato az (a,b) intervallumon. Ekkor létezik olyan £ € (a,b) szdm,

hogy f(b) — f(a) = f'(§)(b—a).

2.5. tétel (Taylor-tétel). Legyen f € C""la,b], és legyen xo € (a,b). Ekkor minden
x € (a,b)-hez létezik olyan § = {(x) € (x, x0), hogy

f"(xo) F™) (o)

f@) = flzo)+ f'(xo)(z — x0) + 5 (56—350)2+‘~-+T(33—x0)"
S n
" (n+1()!)(x_$°) o

A kovetkezd tételt integralokra vonatkozé kozépértéktételnek is nevezik.

2.6. tétel. Legyen f: [a,b] — R folytonos figguény, g: [a,b] — R integrdlhato figgvény amely
nem vdlt eldjelet [a,b]-n (azaz g(z) > 0 vagy g(z) < 0 teljesil minden x € [a,b]-re). Ekkor
létezik egy olyan & € (a,b) szam, hogy

[t =10 [ o)

A kovetkez6 eredményt Ugy szokds roviden megfogalmazni, hogy egymasba skatulyazott zart
intervallumoknak 1étezik egy k6zos pontja, ha az intervallumok hossza nulldhoz tart.

2.7. tétel. Legyen [an,b,] (n =1,2,...) korldtos zdrt intervallumoknak egy sorozata, amelyre
[an+1,bnt1] C [an,by] teljesil minden n-re, és (b, — ap) — 0 ha n — oo. Ekkor létezik olyan
¢ € [ay,b1] szdm, hogy a, — ¢ és b, — ¢, ha n — oo.

2.8. tétel. Monoton és korldtos szamsorozatnak létezik hatdrértéke.

Zarjuk ezt a szakaszt az algebra alaptételének nevezett eredmény felidézésével, amelyet a
kovetkez6 alakban fogalmazunk meg:

2.9. tétel (Az algebra alaptétele). Egy
p(z) = apa”™ + -+ + a1 + ao, a; €C(j=0,....,n), ap,#0
polinomnak pontosan n db komplex gyoke van multiplicitdisokkal szamolva.

A tételnek dltaldban arra a kovetkezményére lesz sziikséglink, hogy ha egy p(x) = a,a™ +
-+++ a1z + ag polinomnak van n + 1 db gydke, akkor az a p = 0 (azonosan nulla) polinom.

2.2. Fixpont iteracio

A numerikus médszerek jelentds része egy végtelen sorozatot general, amelynek hatarértéke adja
a vizsgalt probléma pontos megoldasat. A numerikus analizisben szereplo sorozatokat gyakran
rekurziv definicidval, més néven iterdcidval adjuk meg. Egy pri1 = h(pr,Dk—1, - Pk—m+1)
(k > m — 1) rekurziv definiciéval megadott iteraciés médszert m-lépéses iterdcionak neveziink.
Egy m-lépéses iteracios sorozatot m kezdeti érték, pg, p1, ..., pm—1 hatdroz meg egyértelmien.

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem
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Ebben a szakaszban a leggyakoribb esettel, az egylépéses iteraciéval, méds néven fizpont
iterdcioval foglalkozunk részletesebben.

Adott egy g: I — R fiiggvény, ahol I C R. A pryr1 = g(pk) képlettel definidlt (és valamely
po € I kezdeti értékhez tartozd) sorozatot fixpont iterdcids sorozatnak, vagy roviden fizpont
iterdcionak neveziink.

2.10. példa. Tekintsiik a g(z) = —32® + z + 1 fiiggvényt! A téabldzatban kiszdmitottuk a fixpont
iterdcidval generdlt sorozat elsé néhany tagjat a py = 0.4 kezdBeértékbdl kiindulva. A sorozat tagjait
a abran lathaté an. lépcsds diagrammal szokds dbrézolni. A kiinduldsi (pg,0) pontbdl rajzolunk
egy fluggoleges egyenest a g fliggvény grafikonjdig. A kimetszett pont y-koordinitdja adja a sorozat py
elemét. A (po,p1) pontbdl egy vizszintes szakaszt rajzolunk az y = x egyenes (p1, p1) pontjdig. A sorozat
p2 = g(p1) elemét tehdt igy kapjuk geometriailag, ha ebbdl a pontbdl egy fliggbleges szakasz mentén
elmegyiink a g grafikonjdig, és a kimetszett pont y-koordinataja lesz po. Ezt az eljarast folytatva kapjuk
az abran lathaté torottvonalat. A tordttvonal ennél a példandl spirdlisan rahizdédik az y = = egyenes és
az y = g(x) gorbe metszéspontjara. A metszéspont koordindtai (2,2). A tablazatbdl 1lathatd, hogy a
pr. sorozat a 2 értékhez konvergal. O

2.1. tablazat. Fixpont iterdcid, g(z) = —ga3 + z + 1

k Dk
0 0.40000000
1 1.39200000
2 2.05484646
3 1.97030004
4 2.01419169
5 1.99275275
6 2.00358428
7 1.99819822
8 2.00089846
9 1.99955017
10 2.00022477
11 1.99988758
12  2.00005620
13 1.99997190
14 2.00001405
15 1.99999297
25¢
.
1.5
1
0.5F
. ‘
0 0.5 1 15 2 25

2.1. abra. Fixpont iteracié

Az el6bbi példédban azt tapasztaltuk, hogy a fixpont sorozat az y = x egyenes és az y = g(x)

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem
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grafikon metszéspontjanak z-koordindtdjahoz konvergél. Ennek a pontnak az xz-koordinédtéja (és
persze az y-koordindtdja is) teljesiti a g(x) = x egyenletet. A p szdmot a g fiiggvény fizpontjinak
nevezziik, ha

9(p) = p-

Eszerint a terminoldgia szerint az elobbi példadban a fixpont sorozat a g fliggvény egy fixpont-
jéhoz konvergdalt. A kovetkezé tételben beldtjuk, hogy ez minden konvergens fixpont sorozatra
jellemzé.

2.11. tétel. Legyen g: [a,b] — [a,b] (vagy R — R) folytonos figgvény, py € |a,b] rdgzitett,
és tekintsik a pry1 = g(pr) fixzpont iterdcids sorozatot. Ha py konvergens és pr — p, akkor
p=9(p)

Bizonyitas. Mivel pri1 = g(pr) és a feltételek szerint pryr1 — p és g(pr) — g(p), ha k — oo,
igy az allitas kovetkezik. d

Egy fixpont sorozat természetesen nem feltétleniil konvergens, ill. a hatarérték lehet végtelen.
Ehhez elég a g(x) = 2z fiiggvényt és a py = 1 kezd6értéket tekinteni. Ekkor pp = 2F, ami a
végtelenbe tart. Ha pedig a g(x) = —x fiiggvényt vessziik, akkor a fixpont iterdcié a p, = (—1)*
sorozatot generalja.

A kovetkezd tétel elégséges feltételt ad a fixpont létezésére és egyértelmiiségére.

2.12. tétel. Legyen g: [a,b] — [a,b] folytonos. Ekkor g-nek létezik legaldbb egy fizpontja az
[a,b] intervallumon. Ha ezenkivil feltesszik azt is, hogy g differencidlhatd (a,b)-n, és létezik
olyan 0 < ¢ < 1 szdm, hogy |g'(x)| < ¢ minden x € (a,b)-re, akkor a fizpont egyértelmd.
Bizonyitas. Tekintsiik az f(x) = g(z) — z figgvényt. Ha f(a) = 0 vagy f(b) = 0, akkor a
ill. b a g fliggvény fixpontja. Ellenkez6 esetben f(a) > 0 és f(b) < 0. De ekkor f folytonossiga
miatt létezik olyan p € (a,b) szdm, hogy f(p) = 0, azaz p = g(p).

A tétel masodik felének bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy g-nek két fixpontja is van, p és q.
Ekkor hasznélva a Lagrange-féle kozépértéktételt, 1étezik olyan & € (a,b) szdm, hogy

lp—al = 9(p) — 9(0)| = 9" (Ellp — al < clp—adl,

amibél kovetkezik, hogy p = ¢, azaz a fixpont egyértelmi. ]

2.13. tétel (fixpont tétel). Legyen g: [a,b] — [a,b] folytonos figgvény, g differencidlhatd
(a,b)-n, és tegyiik fel hogy létezik olyan 0 < ¢ < 1 szdm, hogy |¢'(x)| < ¢ minden x € (a,b)-re.
Legyen py € [a, b] tetszdleges, és pr+1 = g(px) (k > 0). Ekkor a py sorozat konvergdl a g fiigguény
(egyértelmi) p fixpontjihoz,

Ipk — pl < Flpo —pl, (2.1)

valamant N

c
—p| < ——1Ip1 — pol. 2.2

[P =Pl < T—Ip1 = pol (2.2)

Bizonyitas. A tétel szerint g-nek létezik egyértelmii fixpontja, p. Mivel 0 < ¢ < 1 a
feltételek szerint, ezért ha belatjuk (2.1)-et, abbdl pr, — p kovetkezik. A feltételek és a Lagrange-

féle kozépértéktétel szerint

ok — pl = 9(pe—1) — 9(p)| = 19"(E)||pe—1 — p| < clpr—1 — |-

Ebbél (teljes indukciéval) konnyen lathaté a (2.1) egyenlétlenség.
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(2.2) igazolasdhoz legyen m > k tetszéleges. A haromszog-egyenl6tlenséget, kozépértéktételt
és a feltételeket alkalmazva

Dk — Pl <Pk — Pet| + [Pr1 — Prg2| + - F [Pm—1 — Pl
< lg(pe-1) — 9r)| + l9(px) — 9(Pr1)| + -+ - + |9(Pm—2) — g(Pm-1)]
< clpr—1 — prl Fclpr — prga| + - F P2 — Pt
< (ck + +~-+cm*1)|po — 1|
= Fltet -+ - pol
<

o0
cchZ|p1 — Dol
=0

fgy Dk — Pm| < %]pl — po| minden m > k-ra. Ha k rogzitett és m tart a végtelenbe, kapjuk a
2.2) egyenl6tlenséget. O
gy g

Vegyiik észre, hogy az el6bbi két tétel bizonyitasdban ¢ differencialhatdsagat és a derivalt
korlatossagat csak arra hasznaltuk, hogy a

lg(z) — g(y)| < el —y| (2.3)

becslést kapjuk g-re. Azt mondjuk, hogy a ¢ fliggvény Lipschitz-tulajdonsdgi az I intervallumon,
ha 1étezik olyan ¢ > 0 konstans, hogy teljesiil minden z,y € I-re. Az egyenl6tlenségben
szereplo ¢ szamot a g fiiggvény Lipschitz-konstansdnak nevezziik. A Lagrange-féle kozépértékté-
tel szerint ha g € C'[a, b], akkor g Lipschitz-tulajdonsagu [a,b]-n a ¢ := max{|¢'(z)|: = € [a,b]}
Lipschitz-konstanssal. g Lipschitz-tulajdonsdgi akkor is, ha csak szakaszonként folytonosan
differencidlhaté. Példa erre a g(x) = |z| figgvény. (Lasd még a |8l feladatot.) Ha g Lipschitz-
tulajdonsagu egy 0 < ¢ < 1 Lipschitz-konstanssal, akkor g-t kontrakcionak nevezzik. A
tételt kimondhatjuk tehat a kdvetkezo, altalanosabb alakban is:

2.14. tétel (kontrakcids elv, fixpont tétel). Legyen g: [a,b] — [a,b] folytonos figguény
kontrakcid, py € [a,b] tetszdleges, és prr1 = g(px) (k > 0). Ekkor a py sorozat konvergdl a g
fliggvény (egyértelmi) p fixpontjihoz, és teljesiilnek a és becslések.

Gyakran talalkozunk olyan numerikus iteracidos modszerekkel, amelyek konvergalnak, feltéve,
hogy a sorozat kezdeti értékei kozel vannak a feladat pontos megoldasihoz, azaz a sorozat
hatarértékéhez. Azt mondjuk, hogy egy pri1 = h(Pk,Pk—1,---,Pk—m+1) iterdciés modszer
lokdlisan konvergdl p-hez, ha létezik olyan § > 0, hogy minden po,pi,...,pm—1 € (p — ,p + 9)
kezdeti értékekhez tartozd py sorozat p-hez konvergél. Ha a py sorozat tetszoéleges kezdeti értékre
konvergal p-hez, akkor az iteracidos modszert globdlisan konvergensnek nevezziik.

2.15. tétel. Legyen g € Clfa,b], és legyen p € (a,b) a g fiigguény egy fizpontja. Tegyiik fel,
hogy |¢'(p)| < 1. Ekkor a fixpont iterdcid lokdlisan konvergdl p-hez, azaz létezik olyan § > 0,
hogy a pr+1 = g(px) sorozat minden po € (p — d,p + §)-ra konvergdl p-hez.

Bizonyitas. Mivel a feltételek szerint ¢’ folytonos és |¢'(p)| < 1, ezért 1étezik olyan 6 > 0,
hogy [p — d,p+ ] C (a,b) és |¢'(x)] < 1 minden = € [p — §,p + d]-re. Legyen ¢ = max{|¢'(z)|:
x€[p—0,p+46]}. Ekkor 0 <ec < 1.

Belatjuk, hogy g a [p — 0, p + 0] intervallumot 6nmagaba képezi. Legyen py € [p — 0, p + 4].
A Lagrange-féle kozépértéktételt és ¢ definiciojat hasznalva

l9(po) — pl = |9(po) — 9(p)| < clpo — p| < |po —p| <0,
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26 2. Nemlinearis egyenletek, egyenletrendszerek

azaz g(po) a [p — 0,p + d] intervallumba esik. Ezért a tétel alkalmazhaté a g fliggvény
[p — 0, p + ] intervallumra vett megszoritasara, amibél kovetkezik az &llitas. O

Feladatok

1. Legyen g(z) = ma, ahol m € R. Abrazolja a g-hez (és valamely kezdéértékhez) tartozé fixpont
iterdcidés sorozatokat m = 0.5,1,1.5, —0.5, —1, —1.5-re!
2. Alakitsa 4t a kovetkez6 egyenleteket fixpont egyenletté, majd fixpont iteracié segitségével adja meg
az egyenletek olyan kozelité megoldasat, amely 4 jegyre pontos:
3 _ _
() @-27=at1  (b) ===2

() 2°+x—-1=0, (d) 2zsinz=4-— 3.

3. Tekintsiik az 2% + 22 + 3z — 5 = 0 egyenletet. Mutassa meg, hogy az egyenlet bal oldalat leir6
polinom monoton névekvd, és 0 és 2 kozott metszi a grafikonja az z-tengelyt! (Természetesen
konnyti észrevenni, hogy az egyenlet pontos gyoke x = 1.) Ellenérizze, hogy az egyenlet ekvivalens
a kovetkezé fixpont feladatokkal:

(a) z=a%42%+4z -5, (b) z=>5— 22— 3,

3

(C) T = ﬁ7 (d) T = 51113 )
3, 2 .2 .3
© ==, s

Szamitsa ki a fixpont iterdcié els6 néhdny tagjat az Osszes egyenletre a py = 0.5 kezdGértéket
hasznélva, és édllapitsa meg, hogy melyik esetben kapunk konvergens sorozatot! Hasonlitsa Gssze a
konvergencia/divergencia gyorsasdga szempontjabdl a sorozatokat! Indokolja a tapasztaltakat!

4. Léssa be, hogy a pr, = ipp_1 + pk%l sorozat v/2-héz konvergal, ha py > /2! Mi torténik, ha
0 < po < V2? Es mit tapasztal, ha py < 07

5. Mutassa meg, hogy a p, = %pk—l + 2p:‘71 sorozat \/A-hoz konvergél, ha py > 0! Mi torténik
po < O-ra?

6. Legyen g € Cl[a,b], és legyen p € (a,b) egy fixpontja g-nek, és |¢’(p)| > 1. Mutassa meg, hogy a
fixpont iterdcié nem konvergdl p-hez, ha py # p!

7. Tekintsiik a g(x) = V1 + x? fiiggvényt! Mutassa meg, hogy |¢’(xz)| < 1 minden z € R-ra, de a
fixpont sorozat nem konvergdl egyetlen kezdeti értékre sem!

8. Legyen f: [a,b] — R folytonos, és legyenek a = 2o < 1 < --+ < x,, = b olyan osztépontok, hogy f
linedris minden [z;, z;41] intervallumon (¢ = 0,...,n—1). Lassa be, hogy f Lipschitz-tulajdonségu!

2.3. Intervallumfelezés modszere

Ebben és a kovetkezé néhény szakaszban az f(z) = 0 nemlinedris egyenlet numerikus megoldésat
keressiik. Erre a legegyszerlibb algoritmus az Un. intervallumfelezés modszere. Ezt ismertetjik
ebben a szakaszban.

Tegyiik fel, hogy f: [a,b] — R folytonos fliggvény, amely ellentétes elGjelii az intervallum
végpontjaiban, azaz f(a)f(b) < 0. Ekkor tudjuk, hogy f-nek legaldbb egy gydke van az [a, b]
intervallumon. Definidljuk itervallumoknak egy sorozatét: Legyen [ag, bg] = [a, b], és legyen pg az
intervallum felezépontja, azaz py = (ag + bp)/2. Ekkor vagy f(pg) = 0, vagy az [ag, po] és [po, bo]
intervallumok koziil az egyiknek a végpontjaiban ellentétes eléjelii az f fiiggvény. Ha az [ag, po]
intervallumon valt el6jelet, akkor [a1,b1] = [ag, po], egyébként [a1,b1] = [po, bo] a kdvetkezd in-
tervallum definiciéja. FEzt az eljarast folytatva vagy véges sok 1épés utan az egyik py felezGpont
gyOke lesz az f fiiggvénynek, vagy pedig zart intervallumoknak egy egymadsba skatulydzott
sorozatat kapjuk, amelyek mindegyike tartalmazza az f fliggvény egy gyokét. Mivel a k-adik
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2.3. Intervallumfelezés maodszere 27

intervallum hossza (b — a)/2%, ezért az intervallumoknak pontosan egy p kozds pontjuk van,
ami az f fliggvény gyoke. Az intervallumok barmely pontja, igy specidlisan pl. a felez6pontok
sorozata, pr, tart p-hez. Tegyiik fel a meghatarozottsig kedvéért, hogy f(a) < 0 és f(b) > 0 (a
mésik eset hasonléan kezelhetd). Ekkor minden k-ra f(ax) < 0 és f(bg) > 0 az iterdcié soran.
Mivel ap — p és by — p, ezért az f folytonossaga miatt f(p) < 0 és f(p) > 0 kell legyen, azaz
f(p) = 0. Mivel aj, < p < by minden k-ra, ezért |py — p| < (bp — ax)/2 = (b — a)/2"!. Ezzel
belattuk a kovetkezd tételt:

2.16. tétel. Legyen f € Cla,b] és f(a)f(b) < 0. Ekkor az intervallumfelezés mddszerével
kapott p sorozat konvergdl az f fligguény egy p gyokéhez, és

b—a

ST (2.4)

Pk —p| <

A (2.4) becslésbil kovetkezik, hogy ha egy elére megadott e > 0 hibakorldtot (tolerancia
értéket) szeretnénk elérni a kozelitéssel, akkor olyan py, tagot kell hasznalni p kozelitésére, amely-
nek indexe

b—
k> logy —— — 1. (2.5)

2.17. példa. Tekintsiik az f(x) = e* — 2cosx figgvényt. f(0) = —1 és f(1) > 0, tehdt f-nek van
gyoke a [0, 1] intervallumon. (Koénnyti beldtni, hogy f szigorian monoton névé, igy pontosan egy gyoke
van.) A tdblazat tartalmazza az intervallumfelezéses médszer numerikus eredményét. Az e = 107°
tolerancia eléréséhez a formula szerint k > log, 10° — 1 ~ 15.61 1épés elegendd. O

2.2. tablazat. Intervallumfelezés médszere, f(x) = e® — 2cosz, [0,10], TOL = 107°

k ay by, Dk f (o)

0 0.00000000 1.00000000 0.50000000 -1.0644e-01
1 0.50000000 1.00000000 0.75000000 6.5362e-01
2 0.50000000 0.75000000 0.62500000 2.4632e-01
3 0.50000000 0.62500000 0.56250000 6.3206e-02
4 0.50000000 0.56250000 0.53125000 -2.3292e-02
5 0.53125000 0.56250000 0.54687500 1.9538e-02
6 0.53125000 0.54687500 0.53906250 -1.9818e-03
7 0.53906250 0.54687500 0.54296875 8.7517e-03
8 0.53906250 0.54296875 0.54101563 3.3784e-03
9 0.53906250 0.54101563 0.54003906 6.9670e-04
10 0.53906250 0.54003906 0.53955078 -6.4294e-04
11 0.53955078 0.54003906 0.53979492 2.6780e-05
12 0.53955078 0.53979492 0.53967285 -3.0810e-04
13 0.53967285 0.53979492 0.53973389 -1.4067e-04
14 0.53973389 0.53979492 0.53976440 -5.6946e-05
15 0.53976440 0.53979492 0.53977966 -1.5083e-05
16 0.53977966 0.53979492 0.53978729 5.8483e-06

Feladatok
1. Lassa be, hogy az
(a) 23 —6x—1=0, [a,b]=][-1,1], (b) z=e"2* Ja,b=[-1,2],
(¢) tanz=2x+1, [a,b]=][-1,1.5], (d) e s =221 [a,b] =10,2]

egyenleteknek 1étezik gydke az [a, b] intervallumon! Az intervallumfelezés médszerével, az e = 107°
tolerancia értéket hasznalva adja meg a gyok kozelitését!
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2. Alkalmazza az intervallumfelezés médszerét az f(z) = I fiiggvényre a [—0.5, 3] kezdeti intervallu-
mot hasznalva! Mit tapasztal?

2.4. Hurmoébdszer

Az intervallumfelezéses médszer elénye, hogy el6re lehet tudni, hogy egy adott pontossagu
kozelités eléréséhez hany lépésre van szikség. A moddszer hatranya viszont az, hogy nem
veszi figyelembe a fliggvény alakjat az intervallumok képzésekor. Ezt a hidnyossagot prébalja
kikiiszobolni a hurmdodszer.

A kiindulds ugyanaz, mint az eléz6 mddszernél. Feltessziik, hogy f: [a,b] — R folytonos
fiiggvény, amely ellentétes el6jeli az intervallum végpontjaiban, azaz f(a)f(b) < 0. Ennél a
moédszernél is [ag, bg] intervallumoknak és azokat oszté pr pontoknak egy sorozatiat képezziik.
Kiinduldsul legyen [ag, bg] = [a,b]. Az k-adik 1épésben py-t az f fiiggvény ay és by pontjaihoz
tartoz6 hurja (azaz az (ak, f(ax)) és (bk, f(br)) pontokat Osszekotd szakasz) és az z-tengely
metszeteként definidljuk. Kis szamolassal kapjuk, hogy

ar — by

Pk = ap — f(ak)m- (2.6)

Ezutén a kovetkezd 16pés [agy1, bry1] intervalluménak az [ag, pr] és [p, bg] intervallumok koziil
azt véalasztjuk, ahol a fiiggvény szintén elGjelet valt. A mddszert a algoritmussal irjuk le
pontosabban.

2.18. algoritmus. Hirmédszer

INPUT:  f - fiiggvény,
[a, b] intervallum, ahol f(a)f(b) <0
TOL - tolerancia,
MAXIT - maximaélis iteraciészam,
OUTPUT: p - kozelité gyok.

i1 (lépésszdm,)
g a
while i < MAXIT do
p<a—f(a)(a—0b)/(f(a) = f(b))
if |p—¢| <TOL do
output(p)
stop
end do
if /(p)(b) < 0 do
a+p
else if f(a)f(p) <0 do
b« 1p
else
output(p)
stop
end do
141+ 1
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q<—p
end do

output(Maximaélis iterdcidészam tillépve)

Az el6bbi algoritmus programozasakor természetesen p definidlasa el6tt célszerii megvizsg-
alni, hogy f(a) egyenlé-e f(b)-vel, nehogy nulldval valé osztds miatt futdsi hibaval élljon le
a program. Ha f(a) = f(b), akkor a program adjon egy figyelmeztetd {izenetet, hogy nem
alkalmazhaté a moddszer, és szakitsuk meg szabalyosan a program futasat. Az ilyen jellegii
ellendrzéseket az egyszeriiség kedvéért nem épitettiik be ebbe és a késébbi algoritmusokba sem,
de természetesen ezekrol gondoskodnia kell a programozoénak az algoritmus szamitogépen torténo
implementacidjanal.

A hurmoédszer konvergencidjat csak arra a specidlis esetre bizonyitjuk be, amikor f konvex
vagy konkav.

2.19. tétel. Tegyiik fel, hogy az f € Cla,b] figgvény konvex vagy konkdv [a,b]-n és f(a)f(b) < 0.
Ekkor a hurmddszer konvergdl az f fiigguény (egyértelmi) p gyokéhez.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f konvex és f(a) > 0, f(b) < 0. A t6bbi eset hasonléan
igazolhat6. Ekkor minden lépésben a bal oldali részintervallum fogja tartalmazni f gyckét, azaz
ag+1 = @ és byy1 = pr minden k-ra. Mivel a py sorozat monoton csckkeno és az a szam egy
alsé korldtja, ezért konvergal egy p > a szédmhoz. f(px) < 0 minden k-ra, ezért f(p) < 0. Mivel
f(a) >0, ezért p > a. A egyenletbdl kapjuk a & — oo hatarértéket véve, hogy

p:a,f(a)%

amibél f(p) = 0 kovetkezik. O

2.20. példa. A hirmdédszert alkalmazva a[2.17] példa feladatéra a tabldzatban felsorolt értékeket
kapjuk. A példéhoz hasonléan most is a [0,10] kezdeti intervallumot és TOL = 107> értéket
hasznaltunk. Lathatd, hogy ezen a feladaton a hurmddszer sokkal gyorsabban konvergdl mint az inter-
vallumfelezés modszere. O

2.3. tablazat. Hirmédszer, f(x) = e® — 2cosz, [0,10], TOL = 107°
ak b Pk f(p)

o~

0 0.00000000 1.00000000 0.37912145 -3.9698e-01
1 0.37912145 1.00000000 0.50026042 -1.0576e-01
2 0.50026042 1.00000000 0.53057677 -2.5118e-02
3 0.53057677 1.00000000 0.53766789 -5.8011e-03
4 0.53766789 1.00000000 0.53929982 -1.3311e-03
5 0.53929982 1.00000000 0.53967399 -3.0499e-04
6 0.53967399 1.00000000 0.53975970 -6.9856e-05
7 0.53975970 1.00000000 0.53977933 -1.5999e-05
8 0.53977933 1.00000000 0.53978383 -3.6640e-06

2.21. példa. Alkalmazzuk tdjra a hirmddszert a példa feladatédra, de most a [0, 4] intervallumbdl
kiindulva! A téabldzatban ldthat6 az eredmény. (Csak az elsd és utolsé néhany tagot listdztuk.) Most
az el6z6 példdhoz képest sokkal lassabb a konvergencia. (Ez még tovébb lassul, ha az intervallum bal
oldali végpontjdt tovabb csokkentjiik.) Ha viszont az intervallumfelezés médszerét inditjuk a [0, 4] kezdeti
intervallummal, akkor a lépésszam csak kettével né, mivel log, 4/107° — 1 ~ 17.61.
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2.4. tabldzat. Hirmédszer, f(x) = e® — 2cosz, [0,4], TOL = 107°

k ay by, Dk f (o)

0 0.00000000 4.00000000 0.07029205 -9.2224e-01
1 0.07029205 4.00000000 0.13406612 -8.3858e-01
2 0.13406612 4.00000000 0.19119837 -7.5285e-01
3 0.19119837 4.00000000 0.24180834 -6.6826e-01
4 0.24180834 4.00000000 0.28620106 -5.8729e-01
47 0.53966897 4.00000000 0.53968870 -2.6464e-04
48 0.53968870 4.00000000 0.53970508 -2.1970e-04
49 0.53970508 4.00000000 0.53971868 -1.8240e-04
50 0.53971868 4.00000000 0.53972996 -1.5143e-04
51 0.53972996 4.00000000 0.53973934 -1.2572e-04

Feladatok

1. Alkalmazza a hirmddszert a szakasz [1] feladatédban felsorolt egyenletekre!
2. Legyen
(@) = 0, z <0.5
fla) = 41+ 6)(z —2?) — 1, x>05
Alkalmazza az intervallumfelezés mdédszerét és a hiirmddszert a [0, 1] intervallumon az f fliggvény
gyOokének meghatarozasara, ha
(a) =2, (b) 6=0.5, (¢) 0=0.09.

3. Dolgozza ki a tétel bizonyitdsat a tobbi esetre is!

2.5. Newton-modszer

A numerikus analizisben gyakran hasznaljuk a kovetkezo ,,médszert”: helyettesitsiik a problémét
egy ,egyszeribb” problémaval, ami , kozel van” az eredeti problémahoz, és tekintsik az ,egy-
szeriibb” probléma megolddsat az eredeti kozelitésének. Az f(z) = 0 nemlinedris egyenlet
megoldasakor tekintsiik az f fliggvény egy kozelitését: Rogzitsiink egy pg pontot, vegyik f
elsérendli Taylor-polinomjat py kortil, és keressiik meg annak a gyokét. Geometriailag ez azt
jelenti, hogy vessziik az f fliggvény pg pontjdhoz huzott érinté metszéspontjat az z-tengellyel.
A metszéspontot az f(po) + f'(po)(z — po) = 0 linedris egyenlet megolddsa adja, x = py —
f(po)/f'(po) (feltéve, hogy f'(po) # 0). Ezt a szamot jeloljiikk pi-gyel, és ismételjiik meg az
eljarast. fgy kapjuk a

f(pr)
f'(pr)

rekurziv képlettel definidlt sorozatot. A (2.7) iterdciét Newton—Raphson mddszernek vagy
roviden Newton-mddszernek ill. érintémddszernek nevezzik.

Pk+1 = Pk — (2.7)

2.22. példa. A Newton-mddszert alkalmazva a [2.I7] példa feladatdra a tablazatban felsorolt
értékeket kapjuk. A sorozat nagyon gyorsan megkozelitette a fliggvény gyokét.
a

A Newton-médszer egy egylépéses iteracidos mddszer, azaz fixpont iteracié a

1@
A=

(2.8)
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2.5. tablazat. Newton-médszer, f(z) = e® — 2cosx, pg =0, TOL = 107°

k Dk f(pr)

0 0.1000000000 -8.8484e-01
1 0.7781206411 7.5291e-01
2 0.5678850726 7.8450e-02
3 0.5402639121 1.3139e-03
4 0.5397853041 3.9302e-07
5 0.5397851608 3.5207e-14

iteracids fliggvénnyel. g-t differencidlva kapjuk

L @)~ f@) @) _ f@)f () (2.9)

(f'(2))? (f'(2))?

Legyen p az f fliggvény olyan gyoke, amelyre f'(p) # 0. Ekkor ¢'(p) = 0, igy a tételbdl
rogton kovetkezik:

g'(x) =

2.23. tétel. Legyen f € C?[a,b], és legyen p € (a,b) olyan, hogy f(p) =0 és f'(p) # 0. Ekkor
a Newton-mddszer lokdlisan konvergdl p-hez.

2.24. példa. Tekintsiik az f(z) = 0.5arctg z fiiggvényt. Ennek egyetlen gyoke p = 0. f/(0) = 0.5, igy a
Newton-modszer lokalisan konvergal p = 0-hoz, azaz, ha p, elég kicsi, akkor a Newton-sorozat 0-hoz tart.
A téabldzatban a pg = 1.4 kezdeti értékhez tartozé sorozat elsé néhdny tagjat nyomtattuk ki. (A 15.
lépésben a program hibaiizenettel ledllt, mert f/'(p14) = 0 a szdmitégépen.) Lathatd, hogy pr ebben az
esetben nem tart 0-hoz.

O

2.6. tablazat. Newton-mddszer, f(x) = 0.5arctgz, po = 1.4

Dk f(pr)

1.4000000e+00 0.4752734
-1.4136186e+00 -0.4775591
1.4501293e+00 0.4835443
-1.5506260e+00 -0.4990071
.8470541e+00 0.5372889
-2.89356624e+00 -0.6190257
8.7103258e+00 0.7282453
-1.0324977e+02 -0.7805557
1.6540564e+04 0.7853679
-4.2972148e+08 -0.7853982

OCO~NOUPWNRL,O|
=

10 2.9006412e+17 0.7853982
11 -1.3216239e+35 -0.7853982
12 2.7436939e+70 0.7853982

13 -1.1824729e+141 -0.7853982
14 2.1963537e+282 0.7853982

Feladatok

1. Alkalmazza a Newton-mddszert a szakasz [1} feladataban felsorolt egyenletek megoldasara!

2. Legyen f(x) = 0.5arctgz. f-nek nyilvdn z = 0 az egyetlen gyoke. Legyen a pj a Newton-iterdcidval
generalt sorozat. Mutassa meg, hogy 1étezik olyan p* szam, hogy

(a) ha \po\ < p*a akkor Pr — Oa

(b) ha |pg| = p*, akkor a py, sorozat valtakozva a py, —pg értékeket veszi fel (azaz nem konvergens),
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(c) ha |po| > p*, akkor p;, valtakozé eljeldl, és |py| — oo.

3. Vezessen le egy iterdcids mddszert /a kiszamitdsaral

2.6. Szelomoddszer

A Newton-mddszer képletében szerepel az f fiiggvény derivdltja. A gyakorlatban viszont f’
sokszor nem ismert (pl. f nem egy képlettel van megadva, hanem egy numerikus eljaras generdlja
a fliggvény értékét egy megadott pontban), vagy a derivalt képletének kiértékelése til sok gépi
szamolast igényel, {gy ,,nem éri meg” a hasznalata. A derivalt hasznalatat kiiszoboli ki a  szeld-
modszer. Legyen pg és p1 két egymastol kiillonboz6, dltalunk valasztott kezdeti érték. Tekintsiik
az f fuggvény grafikonjanak py és p; pontjaihoz tartozé szel6t, azaz a (po, f(po)) és (p1, f(p1))
pontokon atmend egyenest. Ennek egyenlete:

f(p1) — f(po)

r—Dp1).
P1—DPo ( )

y=f(p1)+

%f(pl) pontban metszi. Ezt a pontot po-vel jeloljuk.

A szel6 az x-tengelyt az x = p; — e
Ezutéan tekintsiik a p; és po pontokhoz tartozoé szelét, és annak az z-tengellyel vett metszéspontjat

jeloljik ps-mal. Ezt az eljarast folytatva kapjuk a

. Pk~ Pr-1
P =P )~ f) 210

sorozatot. A ([2.10)) képlettel definidlt kétlépéses iterdcids modszert szeldmddszernek nevezziik.

2.25. példa. A szelémédszert alkalmazva a2.17] példa feladatara a tédblazatban felsorolt értékeket
kapjuk. Osszehasonlitva a tablazatban lathaté eredménnyel, lathatd, hogy a szelémddszer valamivel
lassabban konvergal, mint a Newton-mddszer. O

2.7. tablazat. Szelémédszer, f(x) = e® — 2cosz, po = 0, p1 = 10, TOL = 1075

k Dk f(pr)

0 0.0000000000 -1.0000e+00
1 1.0000000000 1.6377e+00
2 0.3791214458 -3.9698e-01
3 0.5002604213 -1.0576e-01
4 0.5442561500 1.2301e-02
5 0.5396724494 -3.0921e-04
6 0.5397848464 -8.6246e-07
7 0.5397851608 6.0793e-11

A szelémébdszer konvergencidjanak igazolasdhoz sziikségunk lesz a kovetkezd eredményre.

2.26. tétel. Legyen f € C?[a,b], és legyen p € (a,b) olyan, hogy f(p) = 0 és f'(p) # 0. Legyen
pr a szeldmddszerrel generdlt sorozat. Ekkor minden k-ra léteznek olyan & € (pg,pr—1,p) €s
Mk € (Pk, Ph—1) szdmok, hogy

Phr1— D= ;;’/’((5:)) (k. — p)(Pr—1 — D) (2.11)

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem



2.6. Szelémoédszer 33

Bizonyitas. Kis szdmolassal belathatd

Pk — Pk—1 f( )
Fo) = o) "
(Pr—1 — ) f (o) — (P — P) f (Pr—1)
f(ok) = f(Pr-1)
(Px — p)(Pr—1 —p) < flok)  flpe—1) )
for) = f(ok—1) \Px—DP DPr—1—p
fo)—f) _ flor—1)—f(p)

Pk — Pk—1 Pr—D Pk—1—D
pr) — f(pr—1) Pk — Pk—1

Pk+1—P = Pk —DP—

= (px —p)(Pr—1 —p)f(

A Lagrange-féle kozépérték tétel szerint létezik olyan nx € (pg, pr—1) szdm, hogy

f(px) — f(pr—1)

oy f (k).

A tétel bizonyitdsanak befejezéséhez azt kell megmutatnunk, hogy létezik olyan & € (pg, pr—1,p),

hogy
ff fnafy g
Pk — Pk—1 2
Ennek direkt bizonyitdsat a2} feladatra hagyjuk. Itt most a[6] fejezetben bevezetendd fogalmak-
ra és eredményekre hivatkozva latjuk be a relaciot. Eszerint bal oldala nem mas,
mint az f fiiggvény pr_1,p és pr pontokra felirt masodrendii osztott differencidja, f[pr_1,p, Dk
(ldsd a szakaszt). A kovetkezmény szerint létezik olyan & € (pg, pr—1,p) szdm, hogy

floe—1,p,0k] = " (&k)/2. 0

. (2.12)

2.27. tétel. Legyen f € C?[a,b], és legyen p € (a,b) olyan, hogy f(p) =0 és f'(p) # 0. Ekkor
a szeldmaodszer lokdlisan konvergdl p-hez.
Bizonyitas. Legyen 6* olyan, hogy f'(z) # 0 ha = € [p — 0*,p + 0*]. Ilyen 0* létezik, mivel
f'(p) # 0 és f' folytonos. Legyen

 max{|f"@)]: € [p—8,p+ 5]}

= (| F @) v € lp— 0 p+ O}

Valasszuk J-t gy, hogy 0 < min{d*, ﬁ} legyen, és legyen € := M. Ekkor a feltételek szerint
0 < e < 1. Legyen pg,p1 € (p—9,p+9) tetszbleges, de kiilonboz6 szédmok. (2.11)) és M definicidja
szerint |pxy1 — p| < M|pr — pllpk—1 — pl, és ezért

M |pry1 — p| < Mpg — p|M|pr—1 — p| (2.13)

minden k-ra. Ezt k = 1-re alkalmazva M|ps — p| < M|py — p|M|po — p| < (M6)? = €% < .
Ebb6l kapjuk, hogy |p2 — p| < e/M = 0. Ez azt jelenti, hogy ps € (p — d,p + ). Hasonldéan
beldthatd, hogy pr € (p — 0, p + J) minden k-ra.

e definiciéjabdl kovetkezik, hogy M|py — p| < € és M|p1 — p| < . Most keresiink egy olyan
qx, sorozatot, amelyre M |py — p| < &% teljesiil minden k-ra. Az el6bbiek szerint hasznélhatjuk a
qo = 1 és q1 = 1 értékeket. Tegylik fel, hogy mar definialtuk a g sorozat elsé k tagjat. A
egyenlStlenség szerint ekkor az M|pgi1 — p| < efe%-1 egyenlStlenség kell, hogy teljestiljon.
Ezért a M |pxy1 — p| < €%+ becslés teljesiilni fog, ha g1 1-et ugy vélasztjuk, hogy

Q1 = Qe+ -1, k>1, =1, qa=1 (2.14)
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legyen. A (2.14]) rekurziv képlettel definialt sorozatot Fibonacci-sorozatnak nevezziik. Beldthatd
feladat), hogy ¢i altalanos képlete

o= BT, k20 215)

Sl

ahol
1+5 1-5
ro = +2f ~1.618, és 1 = 2\[

Ebbdl kovetkezik, hogy g — oo ha k — oo. Ebbdl viszont kapjuk hogy pr — p, hiszen

~ —0.618.

1
|pk—p\§M5q’“—>0, ha k — oo.

Feladatok

1. Alkalmazza a szeldmoédszert a[2.3] szakasz [I] feladatdban felsorolt egyenletekre!
2. Léassa be a 1D relaciét! (Utmutatzis: igazolja, hogy a

F=r®) _ f)=f(a)

f[a’v b7 C] = o b
cC—a

kifejezés értéke fliggetlen az a, b, c szamok sorrendjétol! Ezért feltehetjilk, hogy a < b < ¢. Vegye
az f fliggvény b-koriili elsérendii Taylor-kozelitését a masodrendii hibataggal egyiitt! Ennek segit-
ségével fejezze ki a jobb oldalon &ll6 kifejezés szamlalgjat! Végiil haszndlja a 2.2} tételt annak
igazoldsara, hogy fla,b,c] = f(£)/2 valamely £ € (a, ¢)-re!)

3. Igazolja a ([2.15)) képletet!

2.7. Konvergencia rendje

Az eddig vizsgdlt iteraciés mddszerekel alkalmazva tapasztaltuk, hogy a kiilonb6z6 mddszerek
eltéro6 sebességgel konvergalnak. A konvergencia gyorsasiaganak jellemzésére bevezetjiik a konver-
gencia rendjének fogalmat.

Legyen py egy konvergens sorozat, melynek hatarértéke p. A py sorozat konvergencia rendje
a, ha a > 1 és 1étezik olyan ¢ > 0 szadm, hogy

IpE+1 — p| < c|px — p|® minden k£ > 0-ra, (2.16)

és a = 1 esetén még azt is kikotjiik, hogy ¢ < 1 legyen.

Ha pontosabban akarunk fogalmazni, akkor a egyenlotlenséget teljesité pyp sorozatra
azt mondhatjuk, hogy a konvergencia rendje legaldbb c, hiszen elképzelhetd, hogy a
egyenlotlenséget a-nal nagyobb kitevével is teljesiti. Mi a ,,legalabb” jelzét elhagyjuk, de a
konvergencia rend fogalmat ebben az értelemben hasznéaljuk. Ha azt szeretnénk hangsilyozni,
hogy a pj sorozat a egyenl6tlenséget teljesiti valamely a-ra, de azt nem teljesiti egy a-nal
nagyobb kitevére sem, akkor azt mondjuk, hogy a konvergencia rendje pontosan c.

Ha egy pj sorozat konvergencia rendje @ = 1, akkor linedris, ha o = 2, akkor kvadratikus
konvergenciarél beszéliink.

Ha egy pp sorozat linedrisan konvergdal p-hez, akkor kénnyen lathatd, hogy teljesiti a

Ipk — p| < po — pl (2.17)
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becslést. Néhany modszer esetében nem konnyti a tipusu egyenlotlenséget belatni az a = 1
esetben, viszont konnyebb a egyenl6tlenséget igazolni. Ezért a linearis konvergencia el6bbi
altaldnos definiciéjat kibovitjiik gy, hogy ha egy pi sorozat teljesiti a egyenlGtlenséget
egy 0 < ¢ < 1 konstanssal, akkor is linearis konvergenciarél beszéliink.

Tegyiik fel, hogy pr — p, és a konvergencia rendje a. A

lim Pik+1—D

R (2.18)

véges hatarértéket, ha létezik, a py sorozat aszimptotikus hibakonstansdnak nevezziik. Konnyen
lathato, hogy ha a hatarérték létezik és véges, akkor a p; sorozat konvergencia rendje
«a. Ha egy pg sorozat konvergencia rendje o = 1 és az aszimptotikus hibakonstansa 0, akkor
szuperlinedris konvergenciardl beszéliink.

2.28. tétel. Tegyiik fel, hogy a py sorozat o rendben konvergdl p-hez a A\ # 0 aszimptotikus
hibakonstanssal. Ekkor
1. lim ]%L—]; =0 minden B < a-ra, és
k—oo (P — P)
2. lim M = oo minden B > a-ra.
k—o00 ’Pk —»p’
Bizonyitas. Az éllitas kovetkezik a
Pe+1 =Pl |Pre1 — 1
ok =P |pr —pl* |pk —plPe
Osszefiiggésbol. O

A tételbdl kovetkezik, hogy ha egy py sorozat (legaldbb) a rendben konvergdl, és az aszimp-
totikus hibakonstans 1étezik és nem 0, akkor a konvergencia rendje pontosan a.

2.29. példa. Tekintsiik tjra a[2.22] példdban vizsgalt Newton-iterdciot! A tabldzat utolsé harom
oszlopéban feltlintettiik a [pr+1 — p|/|px — p|* kifejezések értékeit @ = 1,2 és 3-ra, haszndlva a p =
0.5397851608092811 értéket. Lathatd, hogy a = 1-re a kifejezés 0-hoz tart, a = 2-re korldtos marad, de
nem tart 0-hoz, o = 3-ra pedig a végtelenbe tart. (Természetesen egy sorozat elsé 4 tagjabdl még nem
tudunk messzemeno kovetkeztetéseket levonni, de ha t6bb tagjat generaljuk a sorozatnak, ellendrizhetjiik

az el6bb emlitett eredményt.) Ugy tapasztaljuk tehat, hogy a sorozat konvergencia rendje 2. O

2.8. tabldzat. Newton-mdédszer konvergencia rendje, f(z) = e* — 2cosx

lpr = pl/IPe—1 — P

k Dr f(pk) a=1 a=2 a=3

0 0.0000000000 -1.0000e+00

1 1.0000000000 1.6377e+00 | 8.5259e-01 1.5795e+00 2.9262e+00
2 0.6279041258 2.5516e-01 | 1.9147e-01 4.1605e-01 9.0404e-01
3 0.5442066314 1.2164e-02 | 5.0176e-02 5.6941e-01 6.4619e+00
4 0.5397973257 3.3375e-05 | 2.7513e-03 6.2226e-01 1.4074e+02
5 0.5397851609 2.5388e-10 | 7.6071e-06 6.2533e-01 5.1404e+04

2.30. tétel. Tegyiik fel, hogy a p sorozat teljesiti a egyenlotlenséget valamely ¢ > 0-ra
és a > l-re. Ekkor a py, sorozat lokdlisan konvergdl a p szamhoz, valamint minden k-ra

akfl ak
ok —pl < ca=T|po — p|™. (2.19)
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Bizonyitas. Teljes indukciéval kénnyen igazolhaté a (2.19) egyenlétlenség. Ebbol viszont
kovetkezik, hogy

k

1/ o1 @
lpk — p| < cT== (ca-l lpo — pl) ;
1
igy ha pg olyan, hogy co=T|pg — p| < 1, akkor p — p, azaz pj lokdlisan konvergal p-hez. O

2.31. példa. Legyenek pr — p és qr — ¢ linedrisan ill. kvadratikusan konvergal6 sorozatok, amelyek
teljesitik a ([2.17) ill. (2-16) egyenlStlenségeket ¢ = 1/2-re. Tovabba tegyiik fel, hogy |po — p| < 1 és
lgo — q| < 1. Ekkor a (2.17)) és (2.19)) egyenlStlenségekbdl kapjuk, hogy |px — p| < (1/2)% ill. |gx — q| <
(1/2)2k_1. A tablazatban ezeket a hibakorldtokat soroltuk fel £k = 1,2,...,5-re. Lathaté, hogy a
hiba mennyivel gyorsabban cstkken (azaz a konvergencia mennyivel gyorsabb) a kvadratikus esetben. O

2.9. tédblazat.

(1/2)F (1/2)* 1
5.0000 - 10~T  5.0000- 10~ T
2.5000-10~1 1.2500- 10"
1.2500- 10—t 7.8125-1073
6.2500 - 1072  3.0518-10"°
3.1250 - 1072  4.6566 - 1010
1.5625-10~2 1.0842-10~1°

DO WN -

2.32. tétel. Legyen g € C™[a,b], p € (a,b) és p = g(p). Tekintsik a pxr1 = g(px) fixpont
interdciot.

1. Ha|g'(p)| < 1, akkor a fizpont iterdcid lokdlisan linedrisan konvergdl p-hez.

2. Hag(p) =4"(p) = ... = g™ V(p) =0, akkor a firpont iterdcid lokdlisan m-edrendben
konvergdl p-hez a g™ (p)/m! aszimptotikus hibakonstanssal.

Bizonyitas. Az 1. éllitas a tétel bizonyitasabdl kovetkezik.
A 2. allitas bizonyitdsdhoz vegyiik a g fliggvény p-koriili (m — 1)-edrendii Taylor-kozelitését:

(m—1) (m)
9(oe) = g(p) + 9 ®)(pr —p) +--- + g(m_l)p!)(pk —p)™ T+ gm(fk)(pk -p)",

ahol & € (pk,p). EbbOl kiovetkezik, hasznélva, hogy az elsé m — 1 derivélt 0 a p pontban,
9(p) = p és g(pr) = pr+1, hogy

(m)
9" (&
[Pk+1—pl = | m<, ) ok — p|™ < clpr —p|™ (2.20)

Az utolsé becslésnél hasznéltuk, hogy g € C™[a,b], azaz g(™ folytonos, igy korlitos p egy
kornyezetében. A (2.18)) hatarérték létezése kovetkezik az el6bbiekbél, hiszen £ — p ha k — oo,
mivel [&; — p| < |px — pl, és ezért
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A tételbdl kovetkezik, hogy a fixpont iterdcié konvergencidjanak rendje mindig egész szam
(feltéve hogy a ¢ fliggvény elegendéen sokszor differencidlhats). A tételben meg fogjuk
mutatni, hogy ez altaldban nem igaz tobblépéses iteracidos modszerekre.

Sziikségiink lesz a tobbszoros gyok fogalméra. A p € (a,b) szamot az f € Cla,b] fliggvény
m-szeres gyokének nevezzik, ha létezik olyan ¢ € Cla, b] fliggvény, hogy q(p) # 0 és

f@)=(x—p)"q(z), =z €(ab). (2.21)
Konnyen igazolhaté a kovetkezo allitas:
2.33. tétel. Legyen f € C™[a,b], p € (a,b).

1. Legyen p m-szeres gyoke f-nek, és a azomnossagot teljesitd q fliggvény m-szer diffe-
rencidlhato. Ekkor

fo)=F®) =) =...= " Vp)=0, é f™(p)#0. (2.22)

2. Ha teljestil, akkor p m-szeres gyoke f-nek.

3. Tegyiik fel, hogy az [ fliggvény akdrhdnyszor differencidlhato, f-et elédllitja a p-korili
Taylor-sora, és f teljesiti a relaciokat. Ekkor p m-szeres gyoke f-nek, és a
azonossdgot teljesitd q fliggvény is akdrhdnyszor differencidlhato, valamint q is Taylor-
sorba fejthetd p-koriil.

A kovetkezd tétel szerint ha f-nek p egyszeres gyoke, akkor a Newton-médszer kvadratikusan,
ha pedig t6bbszoros gyoke, akkor linearisan konvergal.

2.34. tétel. Legyen f € C?[a,b)].
1. Ha f(p) =0 és f'(p) # 0, akkor a Newton-iterdcid lokdlisan kvadratikusan konvergal p-hez.
2. Ha f(z) = (v — p)™q(z), ahol ¢ € C*a,b], q(p) # 0, m > 1, akkor a Newton-iterdcid

lokdlisan linedrisan konvergdl p-hez.

Bizonyitas. Az 1. éllitas kovetkezik a tétel 2. allitdsabdl, hiszen a Newton-iteracié egy
fixpont iterdcié a (2.8) egyenlettel definidlt g iterdcids fiiggvénnyel, és ¢'(p) = 0 a (2.9)) relécié
szerint.

Mivel a £()
g(z) = { T pay TED
p r=p
fliggvényre
(z —p)g(x)

Q
—
8
SN—
|
~—~
Q\
—~~
8
~

~mg(z)+ (z—p

ezért g folytonosan differencidlhaté p-ben, és ¢'(p) =1 — % Igy a m tétel 2. pontja szerint a
konvergencia rendje linedris. O

2.35. példa. Keressiik meg az f(z) = 23 + 22 — 82 — 12 polinom egy gyokét a Newton-Raphson
médszerrel, a pg = 0 kiinduldsi értéket és a 10~ tolerancia értéket haszndlva! Koénnyen lathaté, hogy
x = —2 kétszeres gyoke, z = 3 pedig egyszeres gyoke a polinomnak. A tablazatban talalhaté
futasndl a pg = 0, a tablazat generaldasakor pedig a py = 2 kezdeti értékbdl indultunk ki. Az els6
esetben a sorozat —2-hoz konvergdl, a masodik esetben pedig 3-hoz. A tabldzatokbdl lathatd, hogy az
els6é esetben csak linedris, a mésodikban pedig kvadratikus a konvergencia rendje. O
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2.10. téblazat. Newton-médszer, f(z) = 2° + 22 — 8z — 12

lpx — pl/|PK—1 — pI*

K Pr f(px) a=1 a=2

0  0.0000000000 -1.2000e+01

1 -1.5000000000 -1.1250e+00 | 2.5000e-01 1.2500e-01
2 -1.7647058824 -2.6379e-01 | 4.7059e-01 9.4118e-01
3 -1.8853313477 -6.4237e-02 | 4.8734e-01 2.0712e+00
4 -1.9433465411 -1.5866e-02 | 4.9406e-01 4.3086e+00
5 -1.9718365260 -3.9436e-03 | 4.9712e-01 8.7747e+00
6 -1.9859582600 -9.8308e-04 | 4.9858e-01 1.7703e+01
7  -1.9929890302 -2.4542¢-04 | 4.9929¢-01 3.5558e+01
8 -1.9964969780 ~-6.1313e-05 | 4.9965e-01 7.1267e+01
9 -1.9982491032 -1.5323e-05 | 4.9982e-01 1.4268e+02
10 -1.9991247050 ~-3.8300e-06 | 4.9991e-01 2.8552¢+02
11 -1.9995623908 -9.5743e-07 | 4.9996e-01 5.7119e+02
12 -1.9997812050 -2.3935e-07 | 4.9998e-01 1.14256+03
13 -1.9998906049 -5.9835e-08 | 4.9999e-01 2.2852e+03
14 -1.9999453030 -1.4959¢-08 | 4.9999e-01 4.57056+03
15 -1.9999726517 ~-3.7396e-09 | 5.0000e-01 9.1412e+03
16 -1.9999863259 -9.3491e-10 | 5.0000e-01 1.8283e+04
17 -1.9999931629 -2.3373e-10 | 5.0000e-01 3.6565e+04

2.11. tablazat. Newton-médszer, f(z) = 2% + 2% — 8z — 12

lpe — pl/IPK—1 — P|*
k Dk f(pk) a=1 a=2
0 2.0000000000 -1.6000e+01
1 4.0000000000 3.6000e+01 | 1.0000e+00 1.0000e+00
2 3.2500000000 6.8906e+00 | 2.5000e-01 2.5000e-01
3 3.0217391304 5.4821e-01 | 8.6957e-02 3.4783e-01
4 3.0001866020 4.6654e-03 | 8.5837e-03 3.9485e-01
5 3.0000000139 3.4816e-07 | 7.4632e-05 3.9996e-01
6 3.0000000000 1.9400e-15 | 5.5721e-09 4.0011e-01

2.36. tétel. Ha f-nek p egyszeres gyéke, akkor a szelémddszer a = (14-+/5)/2 ~ 1.618 rendben
lokdlisan konvergdl p-hez.

Bizonyitas. Hasznaljuk a tétel bizonyitdsaban bevezetett jeloléseket és az ott kapott
eredményeket. A (2.13)) egyenlStlenség szerint

1Pk+1 — p| < Mpi — pllpr—1 — pl.

Ebbdl kiindulva, és a |pr — p| < ﬁe% becslést hasznalva kapjuk

p—pes1] < |pk— [ M|pr — p|* " pr_1 — D

1 1—7g 1
lpw — p|"°M (ngk> M&«Qk—l

‘pk _ p‘TOMTO*llSQk‘HZkfl*TOQk
= |pr — p|"O MO g1 T0dK

k
= [pp—p|O ML

IN

Megjegyezziik, hogy az utolsé 1épés a (2.15)) egyenléségbdl kovetkezik (kis szdmoldssal). Mivel
r]fH — 0 ha k — oo, kapjuk, hogy létezik olyan ¢ konstans, hogy |p — px+1| < c|pr — p|™, azaz

a konvergencia rendje rg = % a
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Lattuk, hogy a Newton-méddszer tobbszoros gyokokre alkalmazva csak linearisan konvergél.
Belathato, hogy ez a szelémddszerre is érvényes. Most azzal foglalkozunk, hogy lehet ezekben
az esetekben felgyorsitani a konvergenciat.

Legyen f € C3[a,b], és tegyiik fel, hogy p € (a,b) tobbszords gydke f-nek, pontosabban
feltessziik, hogy f(z) = (z — p)™q(x) alaki, ahol m > 1 és ¢ € C®[a, b]. Definidljuk a

f(x)
n(z) = { 7y AT Ep,
0, T=7p
fiiggvényt. Konnyen ellenérizhetd, hogy
(z — p)g(=)

u(w) =

9

mq(z) + (z — p)¢' ()
ezért 1 € C?[a,b], tovdbba u'(p) = %, igy p csak egyszeres gyoke u-nek. Ezért ha f helyett
a u fiiggvényre alkalmazzuk a Newton-moddszert, kvadratikus konvergencidt kapunk. Ennek a
modszernek a definicidja tehat

Pt =Pk = o) P T (P on))? = Flpo) £ (o)

w(pk) J (o) f' () (2.23)

Feladatok

1. Mutassa meg, hogy az intervallumfelezés médszere linearisan konvergens!

2. Léssa be a (2.19) egyenlétlenséget!
3. Legyen a > 0. Mutassa meg, hogy a
T (0} + 3a)
k+1 3pi Ta
egy harmadrend{i lokdlisan konvergens iterdciés médszer /a kiszdmoldsara!

4. Adja meg a py = % sorozat konvergencia rendjét! Mi a konvergencia rendje a p = k% sorozatnak?

5. Mutassa meg, hogy a p, = 10~2" sorozat mésodrendben konvergal 0-hoz! Adjon meg egy olyan
sorozatot, amely a-ad rendben konvergens!

6. Mutassa meg, hogy a sin® z fiiggvénynek = = 0 kétszeres gyoke!

7. Igazolja a[2:33] tételt!

8. Tekintsiik a kovetkezo iterdciés modszereket:

oy P 1)
(a) (Halley-moédszer:) prr1 = pr — o’ ahol a = 7(pr) 5 o)’
venmédaer. o fe) 1 (k) (f(pk))2

(b) (Olver-mddszer:) pri1 = px o) 2 Floe) \Flpw) )

Hatarozza meg az egyes modszerek konvergencia rendjét! Alkalmazza ezeket a mddszereket a
szakasz |1l feladatdban felsorolt egyenletekre!

9. Keresse meg az f(z) = (22 — 2)3 fiiggvény egy gyokét a Newton-iterdciéval, a szelémddszerrel, a
(2.23)) iterdciéval és a

f(pr)

f'(pk)

iteraciéval, ahol m a gyok multiplicitdsa! Hasonlitsa 0ssze a modszerek konvergencidjanak sebes-
ségét! Mi ez utébbi mddszer konvergenciajanak rendje?

Pk+1 =Pk — MM
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10. Tegyiik fel, hogy egy f fiiggvénynek mar meghatdroztuk az x; kozelité gyokét. Ha ezutan a
g(x) = f(x)/(z — x) figgvényre alkalmazunk egy gyokkeresd eljardst, akkor azzal f egy mésik
gyokét is (vagy xi-et Ujra, ha x; tObbszoros gyok volt) megkaphatjuk. Ezzel az un. defldcids
eljarassal hatarozza meg az

(a) f(z) =% —32% 44, (b)  f(z) =2 — 52 + 92 — 7w +2

polinomok Gsszes gyckét az egyes gyokok multiplicitasaval egytitt, tetszoleges gyokkeresé algorit-
must hasznalval

2.8. Iteracios moédszerek megallasi feltételei

Az eddigi médszerek mindegyike az f fliggvény egy gyokének meghatdrozdsara egy py sorozatot
generalt, amely (adott feltételek teljesiilése esetén) konvergdlt az f fiiggvény egy p gyokéhez. A
gyok, azaz a sorozat hatarértékének kozelitésére a sorozat egy pi tagjat hasznaljuk, ahol k  elég
nagy”. Azt, hogy , meddig kell elmenni” a sorozat generalasdban, tobbféle stratégiat hasznalva
donthetjiik el. Itt a harom leggyakrabban hasznalttal foglalkozunk. Elére megadunk 1 > 0,
g9 > 0 és e3 > 0 tolerancia értékeket. A sorozat k-adik tagjat, pr-t tekintjik p kozelitésének, ha

[Pk = pi—1|

[P |

Az 1. feltétel a kozelités hibdjanak, |py — p|-nek numerikus megfeleldje. Azt mondja, hogy ha
a sorozat 1j tagja az el6z6t0l egy adott tolerancia értéknél kevesebbel tér el, akkor gy gondoljuk,
hogy azért valtozik csak kicsit az 1j érték a régihez képest, mert mindketté mar kozel van a
hatarértékhez, és ezért megszakitjuk a sorozat generaldsat.

A 2. feltétellel a kozelités relativ hibajat, |pr—p|/|p|-et kozelitjiik numerikusan. Mint az el6z6
feltételnél, itt is azt vizsgaljuk, hogy mennyit valtozik a sorozat kovetkezd tagja az el6z6hoz
képest, de a kiilonbség képzésénél figyelembe vessziik a tagok nagysagrendjét.

A 3. feltétel szerint ha a fiiggvényérték kicsi, akkor feltessziik, hogy kozel vagyunk a gyokhoz,
és megallunk.

FEzenkiviil minden iteraciés algoritmusba érdemes beépiteni az iterdcié lépésszaméanak koveté-
sét, és egy adott 1épésszamot tullépve megallitani a program futasit. Ezzel megakaddlyozhatjuk
a program végtelen ciklusba keriilését, és kisziirjik a tul lassi konvergenciat.

Az els6 két feltétel minden iterdcidos moédszerre alkalmazhaté, a harmadik természetesen az
ebben a fejezetben vizsgdlt feladatra, az f fliggvény gyokének meghatarozasara vonatkozik.
Mas feladatokndl tobbnyire meg lehet adni hasonlé feltételt arra vonatkozdlag, hogy egy adott
kozelité megoldas ,mennyire” elégiti ki az adott problémét (lasd pl. a szakaszt késébb).

Mindegyik feltételhez lehet példdt megadni, ahol a feltétel teljesiilése nem vonja maga utan
azt, hogy a gyoknek jé kozelitését kapjuk. Ezért a gyakorlatban, hogy az egyes feltételekkel
kapcsolatos lehetséges problémakat kisziirjiik, ezeknek a megallasi kritériumoknak kombindaciéit
szoktak hasznélni.

1. |pk — pe—1] < &1, 2. <eq9, vagy 3. |f(pr)| < es.

Feladatok

1. Tegytk fel, hogy egy iteraciés modszer a py = Zle% sorozatot generalja, és tegyiik fel, hogy

az ebben a szakaszban leirt 1. feltételt hasznaljuk csak megallasi feltételként. Mit tapasztalunk?
Konvergens-e a sorozat? Mit tapasztalunk ha csak a 2. megallasi feltételt hasznaljuk?

2. Legyen f(x) = 28, és tegyiik fel, hogy egy mdédszer a p, = 1/k sorozatot generalja f gyokének
kozelitésére. Tegyiik fel, hogy csak az 1. feltételt haszndljuk megallasi feltételként az e = 1078
tolerancia értékkel. Mi lesz az algoritmussal megadott kozelité gyok értéke? Mi lesz a gyok, ha
csak a 2. és mi, ha csak a 3. feltételt hasznaljuk az e; = 1078 ill. £5 = 10~® tolerancia értékekkel?

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem



2.9. Tobbvaltozos analizis elGismeretek 41

2.9. Tobbvaltozds analizis eldismeretek

Ebben a szakaszban 6sszefoglaljuk azokat a tobbvaltozds analizis ismereteket, jeloléseket, ame-
lyekre sziikségiink lesz a fejezet hatralevo részében a nemlinedris egyenletrendszerek targyalasa-
kor.

2.37. tétel. Legyen E C R™ korldtos zdrt halmaz, f: E — R folytonos fiigguény. Ekkor f
felveszi mazimumdt és minimumdt E-n, azaz létezik olyan c,d € E, hogy

f(c) = max f(x) és f(d) = min f(x).

xXEER xelE

Legyen E C R"™ és tekintsik az f: E — R n-véltozés figgvényt. Az f = f(x) =
f(z1,...,x,) figgvény x; valtozdja szerinti parciélis derivaltjat % jeloli. Ha az f figgvény
Osszes m-edrendil parcidlis derivaltja létezik és folytonos, akkor a fiiggvényt m-szer folytonosan
parcidlisan differencidlhaténak nevezziik. Ezt a tulajdonsdgot az f € C™ jeldléssel roviditjiik.

Ha f € C', akkor f’ az f fiiggvény gradiensvektordt jeldli, azaz

f(x) = <8§§:),..., 6;5;))71.

Ha f € C?, akkor f”(x) jeloli az tin. Hesse-mdtrizot:

Pl P P
8:5% 0x1 Ox9 Oz Oxyp,
L I O T
f'(x) = | Oz20x; Ox3 Oxg Oxy,
, : ) : , :
Oxy, 01 Oy, Oxo da2

Sziikségiink lesz a Taylor-tétel tobbvaltozds fliggvényekre vonatkozo alakjéra.

2.38. tétel (Taylor-formula). Legyen E C R" nyilt halmaz, f: E — R, f € C™TL és legyen
a € E. FEkkor minden x € E-hez létezik olyan & = £(x) € E, hogy £ = x + t(a — x) valamely
t € (0,1)-re (azaz & az a és x vektorokat dsszekitd szakasz valamely pontja), és

flxy,. .. xn)
" of(a1,...,an)
= f(av )an)+ (xl al)
1 = = azf(ah aan) ) )
+ 2;; 8$Zax] (xl_a'b)(x] _a'])

1 " 9" f(ar,. .., an
+ +fzz Oxi(l-l--axim )(:Eil—ail)“'(xim—aim)

m—+1
+1Z 3 G, +f(él""’gn)(xil—ail)"'(xim-u_ai,n+1)-

8xil e al‘im+1
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A tobbvéltozds Taylor-formulat tobbnyire m = 1-re vagy m = 2-re fogjuk hasznalni, azaz
egy fliggvényt elsérendli vagy maésodrendii Taylor-polinommal fogunk kozeliteni. Az elébbi
formulabdl kénnyen ellendrizhetd, hogy a gradiensvektor és a Hesse-matrix jelolést alkalmazva
az f € C3 fiiggvény masodrendii Taylor-kozelitése az

ﬂ@%fﬁfhﬂﬂnxfﬁ+%@*aﬁﬂ®ﬂxfﬁ

alakban irhat6 fel. Ez indokolja az f’ és f” jelolést a gradiensvektorra és a Hesse-méatrixra.
A masik indok persze az, hogy egyszer illetve kétszer folytonosan parcidlisan differencialhatd
fiiggvényekre [’ és f” az f ill. f’ fiiggvény tobbvaltozds analizisbdl ismert tin. totélis vagy
Fréchet-derivaltja. Erre a fogalomra nem lesz sziikségiink a tovabbiakban, igy f’-t és f”-t mi
jelolésnek tekinthetjiik a gradiensvektorra ill. a Hesse-matrixra.

Legyen I C R, g: I — R™ ¢ komponensfiiggvényeit jeldlje g;, azaz legyen g¢(t) =
(g1(t),...,gn(t))T. Ekkor g-t differencidlhaténak nevezziik, ha minden komponensfiiggvénye
differencialhato, és a derivaltjan a

g I=R" g )= (dh(t), . 9n()"
fliggvényt értjiik. g-t folytonosan differencidlhaténak nevezziik, ha minden komponensfiiggvénye

folytonosan differencialhato.
Ervényes a kovetkezo tétel.

2.39. tétel (ldncszabaly). Legyen f: R® = R, f € C! és g: R — R™ folytonosan differen-
citdlhato. Ekkor az f og: R — R édsszetett fiiggvény is folytonosan differencidlhato, és

< 1a0) = F/(a() g ().

A lancszabaly kovetkezményeként belathatjuk a Lagrange-tétel kovetkezd altalanositdsat
tobbvaltozds valds fiiggvényekre.

2.40. tétel (Lagrange-féle k6zépértéktétel). Legyen E C R"™ nyilt, konvex halmaz, f: E —
R folytonosan parcidlisan differencidlhato. Ekkor minden x,y € E-hez létezik olyan & € (0,1),

hogy
fx) —fly)=fly+&x—y) (x—y).

Bizonyitas. Definidljuk a g(t) = f(y + t(x — y)) egyvaltozos valés fiiggvényt [0, 1]-en. Az
egyvaltozds valos fiiggvényekre vonatkozo Lagrange-féle kozépértéktétel és a lancszabdly szerint

f) = fy)=9(1)—g(0) =¢'(&) = fl(x+ &y —x) (x—y).
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Legyen E C R" és f: E — R". Az f fiiggvény komponensfiiggvényeit jelolje f;, azaz
f(x) = (fi(x), ..., fu(x)".

Az f fliggvényt m-szer folytonosan parcidlisan differencidlhaténak nevezziik, ha minden kom-
ponensfiiggvényének minden m-edrendli parcialis derivéltja létezik és folytonos. f € C™ jeloli
roviden azt, hogy f m-szer folytonosan parcidlisan differencidlhaté. Az f € C fiiggvény Jacobi-
mdtrizanak vagy derivalt matrixanak az

Shix) - Sh(x)
f(x) := : :
Un(x) - YUn(x)

n X n-es matrixot hivjuk.
Legyen a rogzitett. Ha az f fliggvény komponensfiiggvényeit az a-koriili elsérendi Taylor-
polinomjaival kozelitjiik, akkor kapjuk, hogy

fi(x) fi(a) + fi(@)T(x —a)
f(x) = : : =f(a) + f'(a)(x — a).

fn(¥) fn(a) + fr(@)" (x — a)

Az f(a) + f'(a)(x — a) kifejezést az f fiiggvény a-korilli linedris kozelitésének hivjuk.

Q

2.10. Vektor- és matrixnormak, vektor- és matrixsorozatok kon-
vergenciaja

Az x € R" vektor komponenseit x = (21, xa, ..., z,)"-tal jeloljiik. Az |- ||: R” — R fiiggvényt
vektornormdnak nevezziik, ha

1. ||x]| > 0 minden x € R"-re, és ||x|| = 0 akkor és csak akkor, ha x = 0,

2. |lex|| = |¢/||x|| minden ¢ € R és x € R™-re,

3. (haromszog-egyenlStlenség:) ||x + y|| < ||x[| + ||y| minden x,y € R"-re.
2.41. tétel. Egy tetszdleges || - || vektornormdra

|l = Dl < lix = 1,

2. ||| folytonos fiiggvény R™-en.
Bizonyitds. A héromszog-egyenlStlenség alapjan ||x|| = ||x —y +y|| < [|[x — y|| + ||y, amibsl
IIx|| = llyll < ||x—y| kovetkezik. Ugyanigy |ly|| — ||x|| < ||x—y|| is teljesill, igy az 1. 4llitas igaz.

A || - || norma fliggvény folytonossdga kovetkezik az 1. pontban bizonyitott egyenl6tlenséghol.
O

Legyen p > 1, és definidljuk az Un. p-normdt:

n 1/17
x|l := (Z Iwzlp> -
i=1
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Belathato, hogy || - ||, teljesiti a vektornorma definiciéjat minden p > 1-re. A p = 2-héz tartozd
| - |l2 normat euklideszi normdnak is szokds nevezni. Egy gyakran haszndlt specidlis eset az

1-norma:
n
el == Jail.
i=1

Egy mésik gyakran hasznalt vektornorma az Un. végtelen norma

Ix||oo := max |x;|.
1= n

e

Az olvaséra bizzuk annak igazoldsat, hogy || - [[1 és || - [[o teljesitik a norma tulajdonsdgait
feladat). Az euklideszi norma is nyilvdnvaléan teljesiti a norma definicijanak 1. és 2.
tulajdonsagat. A haromszog-egyenlStlenség igazolasdhoz viszont sziikség van a kovetkezd, 6n-
magaban is igen fontos egyenlGtlenségre.

2.42. tétel (Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz egyenl6tlenség). Minden z1,...,T,,
Y, - .-, Yn € R-re teljesiil a

egyenlotlenség, ahol akkor és csak akkor dll fenn eqyenldség, ha létezik olyan A € R, hogy y; = Ax;
minden ¢ = 1,2,...,n-re.

Bizonyitds. Tekintsiik a p(t) := 2> 0 2 — 2t >0 xiy; + Y ony y? mésodfokd polinomot.
Ekkor p(t) = S°1, (tx; —y;)?* > 0 teljesiil minden t-re, igy p-nek nem lehet két valds gyoke, azaz
p diszkriminansa nem lehet pozitiv:

n 2 n n
1=1 1=1 i=1

Ebbdl kapjuk a tétel allitdsaban szerepld egyenlOtlenséget. p-nek akkor és csak akkor lehet
pontosan egy valés gyoke, ha a diszkrimindnsa egyenld nulldval, azaz a tétel allitdsdban egyen-
16ség szerepel. Mdsrészt p(t) = 0 akkor és csak akkor teljesiil valamely ¢ = A-ra, ha minden
1=1,2,...,n-re y; = Az;. d

A Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz egyenlétlenség mindkét oldalabdl gyckot vonva és vekto-
ridlis jelolést alkalmazva kapjuk:

2.43. kovetkezmény. Tetszbleges x,y € R™-re

x"y| < llx[l2llyl2

teljestl, ahol eqyenloség akkor és csak akkor van, ha 'y = Ax valamely X € R-re.
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A Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz egyenl6tlenség alapjan

n

Ix+ylls = > (wi+v)?
=1

; n n
= fo +2Z:ciyi + ny
=1 =1 =1
n n n n
a2, > a2 (> v+ > v
=1 =1 =1 =1

2

IN

n n
= |\ 2oeF 2w
i=1 =1

(IIllz + NIy ll2)?,

ami igazolja, hogy az euklideszi norma teljesiti a haromszog-egyenlélenséget.

A normaék segitségével értelmezhetjiik vektorok hosszét, tavolsagat, valamint vektorsorozatok
hatarértékét. A ||x||-t az x vektor hosszdnak, azaz a 0-t6l valé tavolsdgdnak nevezziik. Az x
és y wvektorok tdvolsdgdn az ||x — y|| szamot értjiikk. Legyen p*) n-dimenziés vektoroknak egy
sorozata, és || - || egy vektornorma R"-en. Azt mondjuk, hogy a p*) sorozat a p vektorhoz
konvergal, ha

lim [[p®* — pl|| = 0.
k—o0

Belathato, hogy a konvergencia fogalma fliggetlen a definiciéban hasznalt vektornorma valaszta-
satol, azaz ha egy sorozat egy vektornormaban konvergens, akkor egy tetszéleges mésik vektor-
normaban is az, és ugyanahhoz a vektorhoz konvergal. (Ezt a tulajdonsdgot hivjdk az analizisben
ugy, hogy R"-en a vektornormak ekvivalensek.)

2.44. tétel. Legyen | - | és || - || két vektornorma, és p*) egy vektorsorozat R™-en. Ekkor
limy o0 [P*) — p| = 0 akkor és csak akkor, ha limy_ [|[p™ — p|| = 0.

Bizonyitas. Elegend megmutatni, hogy ||[p*) —p|| — 0 akkor és csak akkor, ha ||[p®) —p||; —

0, ahol || - || egy tetszOleges norma R™-en. Ez teljesiil, ha belatjuk, hogy léteznek olyan m és M
konstansok, hogy

m[[p®) —pl1 < Ip® —p| < M|Ip*) — p|;. (2.24)

Legyen E := {||x € R": ||x|l1 = 1}. E korldtos és zért részhalmaza R"-nek, ezért a és
tételek szerint a || - || folytonos fliggvény felveszi maximumét és minimumat E-n. Legyenek
ezek M és m. Legyen x = (p®) — p)/|lp®®) — p||;. Ekkor x € E, ezért m < ||x|| < M, amit
beszorozva ||p*) — p||;-val kapjuk a egyenlGtlenséget. O

2.45. tétel. Legyen a p*) és a p vektor i-edik komponense pgk) ill. p;. Ekkor a p®) vektor-
(k)

sorozat akkor és csak akkor konvergdl a p vektorhoz, ha p;”’ — p; minden © = 1,2,...,n-re, ha
k — oo.

Bizonyitas. A tétel szerint ||p*®) — p|| — 0 akkor és csak akkor, ha ||p*) — p||; =
Yoy ]pz(-k) — pi| = 0, ami pontosan akkor teljesiil, ha pz(k) — p; minden i = 1,2,...,n-re. O

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem



46 2. Nemlinearis egyenletek, egyenletrendszerek

Az n x n-es valés matrixok halmazat R™*"-nel jeloljiik. Legyen || - || egy vektornorma R"-en.
e |Ax]|
X
[A[] := sup
x#£0 ||XH
képlettel definialt || - ||: R™"™ — R fiiggvényt az || - || vektornorma &altal generalt mdtriznormd-

nak mnevezzik. (A jelolésben nem tesziink kiilonbséget a vektornorma és az &ltala generdlt

matrixnorma kozott.) Megmutathatd, hogy a matrixnorma definiciéban szerepldé sup (azaz
I Ax]|
lIxIl -

legkisebb fels6 korldt) max-ra cserélhetd, azaz létezik olyan x vektor, amelyre ||A| =
Koénnyen belathaték a matrixnorma koévetkezo tulajdonsagai:

2.46. tétel. Minden A,B € R"*"_re

~

. ||A| >0, és |A]| =0 akkor és csak akkor, ha A =0,
. |lcAl| = |¢|||A|| minden ¢ € R-re,

. (hdromszdg-egyenldtlenség:) | A + B|| < ||A| + ||B]],
A < Al x], minden x € R"-re,

IAB| < |A[[B],

- Al = sup{llAy]: [lyll =1}

S T SN

Bizonyitas. Az 1., 2. és 3. allitdsok bizonyitdsat az olvaséra hagyjuk. A 4. éllitas kdvetkezik

X Yy
A g 1A 4
y#0 HYH

egyenltlenségbdl. A 4. allitast felhasznalva
|ABx||

]

[Bx]]

< [|A] < [[A]IBI,
1] x|
ezért |ABx]
X
IAB]| = sup < [|A[l[BI-
x#£0 ||XH
Végiil a 6. allitas kovetkezik az
lAx] HAX’
x| x|
egyenl6ségbol. O

Megjegyezziik, hogy a matrixnormat altalanosabban is lehet definialni a vektornorma defi-
niciéjdhoz hasonléan: egy olyan || - || : R™*™ — R fiiggvény, amely teljesiti a tétel els6
1.-3. és 5. tulajdonsigait. Vannak olyan matrixnormdak, amelyek nem vektornormak altal
generalt matrixnormak. Nekiink a tovabbiakban elegendd csak a vektornormdk altal generdlt
matrixnormakat hasznalni, ezért fogalmaztuk igy a definiciét.

A kovetkezo tétel szerint barmely két matrixnorma ekvivalens.

2.47. tétel.  Jeldljon | - | és || - || két vektornormdt ill. az dltala generdlt mdtriznormdt.
Legyen A%®) egy vektorsorozat R"*"-en. Ekkor limy_,o |A®) — A| = 0 akkor és csak akkor,
ha limy_,o |A®) — A = 0.
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Bizonyitas. Most is, mint a tétel bizonyitasadban, elegenddé megmutatni, hogy léteznek
olyan [, L nemnegativ konstansok, hogy

[|B| < |B| < L|B|, B e R™".

A tétel bizonyitdsabodl kovetkezik, hogy 1étezik olyan m, M > 0, hogy

mix| < x| < Mx|,  zeR".
pider Bx] [Bxl __ MBxl M
m m|Bx x X
—|B| =sup < [|B|| = sup < = —[B],
M x40 M|x| x#0 [ 7 xz0 mlx] m
amibdl kovetkezik a tétel allitdsa. O

A gyakorlatban az 1-es és a végtelen vektornormék altal generdlt matrixnormékat hasznéaljuk
leggyakrabban. Ezek kiszamolasara vonatkozik a kovetkez6 tétel:

2.48. tétel. Legyen A = (a;;) € R™ ™. Ekkor az || - |1 és | - ||eo vektornormdk dltal generdlt
mdtriznorma

n
IAllL = max Y lagl,
Jj=1,...,n =1

illetve

n
Ao = ijlllaXnZ\aijl-
Ly le

Bizonyitas. Csak az els6 képletet indokoljuk, a mésodik bizonyitasat az olvaséra hagyjuk. Az
| - |1 vektornorma definicidja és a hdromszog-egyenlStlenség alapjan

n n
IAxlL = YD aiz;

i=1 | j=1

n n
< DY laia]

i=1 j=1

n n
= Dl layl
j=1 i=1
n n
(.max Z\%\) > |l
]:1,...,774 . .
=1 7j=1
n
= <.maX Zl%‘l) [[%]l1,
]:1,...771 .
i=1

ezért ||All1 < maxj—i__n > ;g |aij|. Tegyik fel, hogy maxj—1 _n > i qlaij] = >y |ax|- Az
egyenléséget abbdl kapjuk, hogy ha az elk) = 0,...,0,1,0,... ,O)T vektorra alkalmazzuk A-t,
ahol el(k) =0hai#kés e,(gk) = 1, akkor Ae®) = (ayy, agp, ..., an)7, fgy |Ae®|]; = S0 |am].

O

IN

A valés szdmsorozatok tulajdonsdgainak egyszerli altalanositdasabdl kapjuk:
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2.49. tétel.
1. Ha a p®) vektorsorozat konvergens, akkor a hatdrérték egyértelmd.
2. Hop® — p ésq'® — q, a, 8 € R, akkor ap® + Bq¥) konvergens, és ap® + g% —
ap + fq.
3. Ha ¢, — ¢ valds szdmsorozat és p*) — p, akkor ¢ p® — cp.

4. Hap® — p, akkor Ap*®) — Ap minden A € R™"re.

5. (Cauchy-féle konvergenciakritérium) p¥) akkor és csak akkor konvergens, ha Cauchy-
sorozat, azaz barmely e > 0-hoz létezik olyan ko > 0 kiiszobszdm, hogy ||[p®*) — p™|| < e
minden k,m > kg-ra.

Matrixokra értelemszertien kiterjesztheté a hosszisag, tavolsag és a konvergencia fogalma,
és érvényes a [2.44], a[2.45] és[2.49] tételek megfelel$ kiterjesztése.

A vektor- és matrixnorma alkalmazdsdval dltalanosithaté a Lagrange-féle kozépértéktétel
tobbvaltozds vektor értéki fliiggvényekre.

2.50. tétel (Lagrange-féle kozépértéktétel). Jeloljon || - || egy tetszdleges vektornormdt
R™-en illetve az dltala generdlt matriznormdt. Legyen E C R™ nyilt konvex halmaz, £: E — R"
folytonosan parcidlisan differencidlhato, x,y € E. Ekkor

1£(x) — £(y)[| < max |[f'(y +t(x—y))|l - [Ix =yl
te(0,1]

Bizonyitas. Az allitdst csak a || - || = || - ||2 specidlis esetben bizonyitjuk. Nyilvan feltehetd,
hogy f(x) # f(y). Legyen
L) ()

G — £yl
Ekkor ||h||2 = 1. Legyen f(x) = (f1(x),..., fa(x)T, h = (hq,...,h,)T. Definidljuk a

n

g(t) :=hTf(y +t(x—y)) =Y _hifily +t(x —y))
i=1

valés fliggvényt. Ekkor az egyvaltozos figgvényekre vonatkozo Lagrange-féle kozépértéktétel és
a lancszabdly szerint

h'(f(x) - f(y)) = g(1)—g(0)
= 4'(¢)

= Y hifily +&x-y) (x-y)
=1

— WTE(y+£x—y)x—y)

valamely £ € (0, 1)-re. Igy h definicigja, a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenl8tlenség vekto-
ridlis alakja, ||h|l2 = 1 és a matrixnorma tétel 5. tulajdonsaga alapjan

I£(x) — f(y)ll. = h'(f(x)—£(y))

= W'f(y+&(x—y)x—y)

< hll2llf'(y +Ex = y)(x = y)ll2
< Ny +E(x = y)ll2llx = yll2,

amibdl kovetkezik a tétel allitasa. O
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Feladatok

1. Mutassa meg, hogy || - ||1 és || - |l teljesitik a vektornorma tulajdonsigait!
2. Szédmitsa ki az ||x[]1, [|x]|2 és ||X]|ec, ill. az ||A]1 és ||A]|c normékat, ha

(a) X= (37713();5)717 (b) X= (737 7277174371)717

-1 3 -2 -1 24
(c) A:( 2 —4 0), (d) A:( 2 -3 5).
0 3 2 7 -2 3

(a) {xeR%: [jx|. =1}, (b) {xeR*: [x[lo =1}
sikbeli halmazokat!
4. Léssa be a P46l tétel 1.-3. allitasait!
5. Igazolja a[2.48] tétel 2. allitasat!
6. Bizonyitsa be a[2.49] tételt!

illetve

3. Rajzolja fel az

2.11. Fixpont tétel n-dimenziéban

Az egyvaltozos fiiggvényekre definialt fixpont és a fixpont iteracié fogalmat és annak tulajdon-
sdgait konnyen dltaldnosithatjuk tobbvaltozos fliggvényekre.

2.51. példa. Tekintsiik a
4rq —e*1%2 — 3 0

xl—xg—?):cg—l 0.

egyenletrendszert. Ennek megolddsa xqy = 1 és o = 0. Alakitsuk 4t a (2.25)) rendszert a kovetkezd
modon. Fejezziik ki az els6 egyenletbdl x1-et, a masodikbdl pedig zo-t:

(2.25)

1

Ty = z(e™*2+3)
i (2.26)
3

T2

A (2.26]) egyenletrendszert réviden az x = g(x) alakban irhatjuk fel a vektoridlis jelolést alkalmazva, ahol

X = ($1,$2)T és
g(x) = g(x1,22) = ( 11(6 ) ) (2.27)

5(901 - $§ -1)

Az egyvaltozoés fixpont iterdcidhoz hasonléan (2.26) megolddsara definidljuk a kovetkezd iterdciot k =
0,1,2,...-re:

pFth = Lenn 43 (228
k+1 k k .
W = (0 1),
APl = 2265 pl? = 2 kezdbértékekbs] kiindulva kiszamoltuk a p{® és p) tok els6 néha
1 Dy zd6értékekbdl kiindulva kiszdmoltuk a p;’ és py ' sorozatok els6 néhdny

tagjat a tablazatban. Lathato, hogy a sorozatok konvergalnak 1-hez ill. 0-hoz.

Definidlva a p(¥) = (pgk),pék))T vektorsorozatot, a 1) egyenletrendszert roviden a p(F+1) = g(p(k))

alakban irhatjuk fel. 0

Legyen EE C R"™, és tekintsiink egy g: F — R™ fliggvényt. Az egyvaltozds esethez hasonldan,
a p € E vektort a g fiiggvény fixpontjdnak nevezziik, ha p = g(p).

Egy g: E — R" fiiggvény kontrakcio az E halmazon a || - || vektornorméban, ha létezik egy
0 < ¢ < 1 szém, hogy ||g(x) — g(y)| < ¢||x — y|| minden x,y € E-re.
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2.12. tablazat. Fixpont iteracio

o 7
0 -2.000000000 -2.000000000
1 14.399537510 -2.333333333
2 0.750000000 2.651697690
3 2.576641266 -2.427166879
4 0.750480717 -1.438165931
5 0.834956989 -0.772613509
6 0.881152644 -0.253991549
7 0.949867689 -0.061119687
8 0.9856899367 -0.017955976
9 0.995613247 -0.004807684

10 0.998806211 -0.001469956

11 0.999633219 -0.000398650

12 0.999900394 -0.000122313

2.52. tétel (fixpont tétel). Legyen E C R™ zart, g: E — E, és legyen g kontrakcid
az E halmazon valamely || - | normdban. FEkkor g-nek létezik egyértelmi p € E fizpontja,
és a ptl) = g(p(k)) fizpont iterdcid p-hez konvergdl minden p\®) € E kezdeti értékre. A
konvergencia rendje legaldbb linedris.

Bizonyitas. Belitjuk, hogy a p®) sorozat Cauchy-sorozat. Legyen ¢ a g fiiggvény Lipschitz-
konstansa, és legyen k > m. Az egyvaltozds esethez hasonldéan a fixpont sorozat definicidja és a
kontrakciés tulajdonsédgbdl kapjuk

Ip® — p™|
< Jp® —p® V[ + [p* = p*2| 4o 4 p D — ptm)|
= lge® ) —g@* )|+ lg®®?) - g@* )]
+ -+ [ge™) — g™ )|
c([p* D = p* D 4 |p*2) — p*F| ... 4 | pt™) — plm D)
(2 e pY — p @
Mt 2 ) p - p )

¢y p™ - p.
1=0

IA A

Ebbél adédik hogy |[p®*) — p™|| — 0, ha m — oo, tehat p*) Cauchy-sorozat. A tétel
5. pontja szerint p*) konvergsl egy p vektorhoz. A g fiiggvény folytonossiga alapjan ekkor
ptD) = g(p®)) = g(p), ezért p = g(p), azaz p fixpontja g-nek.

A konvergencia rendje legalabb linearis, hiszen

Ip* ) —p| = |g(®) - gp)|| < c[p® - p|.

Tegyiik fel, hogy p és p fixpontjai g-nek. A g fiiggvény kontrakciés tulajdonsdga alapjan
Ilp — Pl = llg(p) — g(@)|| < c|lp — P||, amibél p = p kovetkezik. O

2.53. tétel. Legyen E C R™ nyit halmaz, g: E — R", g € C', és legyen p fizpontja
g-nek. Ha ||g' (p)|| < 1 valamilyen || - || vektornorma dltal generdlt mdtriznormdban, akkor a
pEtD) = g(p®) fizpont iterdcid lokdlisan konvergdl p-hez.

Bizonyitds. Mivel E nyilt halmaz, ezért 1étezik olyan & > 0, hogy {x: ||x — p|| < §} C E.
Vélasszunk egy ¢ szdmot, amelyre ||g'(p)|| < ¢ < 1. A g’ fliiggvény folytonos p-ben, igy létezik
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olyan 0 < § < 4, hogy ||g/(x)|| < ¢ minden x € V := {x: |x — p|| < d}-ra. A Lagrange-féle
kozépértéktétel (2.50] tétel) alapjan

lg(x) —g(y)] < max, lg'(x+tly —x)| - [[x—y| < cllx -yl

azaz g kontrakcid.

Megmutatjuk, hogy a g fiiggvény a V halmazt énmagdba képezi. Legyen x € V. A g
fliggvény kontrakcids tulajdonsdga alapjan ||g(x) — p|| = |lg(x) — g(p)| < c||lx — p|| < 4,
tehdt g(x) € V. Ha a g fiiggvényt megszoritjuk a V halmazra, akkor erre a fliggvényre
teljesiilnek a tétel feltételei, ezért a V halmazbdl inditott fixpont iteracié konvergens,
és p-hez konvergal. d

2.54. példa. Szamitsuk ki a feladatban szerepld, a (2.27) képlettel definialt g fiiggvény derivélt
matrixat: . .
ES 12 £ T1x2
g’(X)( iy N )
2

3 3
Ennek a g fiiggvény (1,0)7 fixpontjaban felvett értéke

g'(1,0) = ( ) :

aminek 1-norméja ||g’(1,0)[l1 = 3 < 1, ezért a tétel szerint a fixpont sorozat lokdlisan konvergens.
O

W= O
Okl

2.55. tétel. Legyen E CR", g: E — R", g € C?, g(p) = p, és g'(p) = 0. Ekkor létezik
olyan § > 0 hogy a p*tY = g(p®) fizpont iterdcié konvergdl p-hez, ha |p© — plloe < &
Tovdbbd létezik olyan ¢ konstans, hogy minden k-ra |p*+tY) —p|lo < c||p™® —p||2, teljesiil, azaz
az iterdcio mdsodrendben lokdlisan konvergdl p-hez.

Bizonyitas. A feltétel szerint 0 = ||g’'(p)|| < 1, igy a tételbdl kovetkezik, hogy a fixpont
iteracié lokélisan konvergens.

Most belatjuk, hogy a konvergencia kvadratikus. Vegyiik a g fliggvény i-edik komponensfiigg-
vényének a p = (p1,...,pn)’ pont koriili masodrendii Taylor-kizelitését:

n
99i(p1,---,p
6@ ) = il pe)+ > CEEL )

= 81’j
1 = agz£17--'7€n)
+ 5 ]zz:z:: ax] oz (x] pj)(xl pl)
Ezt az (x1,...,2,)7 = (pgk)a“' ,p%k))T vektorra alkalmazva, és haszndlva a p; = g¢;(p) és
pEkH) = gi(p™)) Gsszefiiggéseket, kapjuk
(k+1) 1 %gi(&, ..., &) (k) (k)
p; ZZ ou;om i PP R

]lll

o 91 T1ysTn)

Legyen M olyan, hogy ‘ Dz, Oz, < M minden 4,5, = 1,...,n-re a p pont egy olyan

kérnyezetében, melyben minden p®) benne van. M definiciéjdt hasznélva

k+1 k)
|p£ ) —pil < = 5 ZZM|}JJ _p]le —pf < 7M||p( pHgo
j=11=1
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Mivel ez a becslés minden ¢ = 1,...,n-re teljesiil, ezért
(k+1) n? (k) 2
™™ = plloc < 5 MIp™ — pll5,
azaz a konvergencia méasodrendii. d
Feladatok

1. Alakitsa 4t a kovetkezd egyenleteket fixpont feladattd, majd keresse meg az egyenlet kozelitd
megoldasat fixpont iterdcioval a (0,0)7 kezdeti értékbél kiindulva:

—222 + 6z —y? = 4 8z +cosz—y> = —7
(a) 2 +y3—5y = 3 (b) 2 4+4y = 8
(© 2+Tr+y? -4y = 3 (@) cosx—by = 3
¢ 2r+y3+4y = -5 22 —6x+y? -2y = 4

2. Szamitsa ki az el6z6 feladatban haszndlt fixpont fiiggvény derivaltjat és annak norméjat a nume-
rikusan kapott fixpontban!

3. Mutassa meg, hogy am tétel feltételei mellett a p®) fixpont itercié tetszéleges vektornormaban
lokalisan kvadratikusan konvergdl!

2.12. Newton-moddszer n-dimenziéban
Legyen U C R" nyilt halmaz, f: U — R", és tekintsiik az
f(x)=0

egyenletrendszert. Rogzitsiink egy p*) € U vektort. Az egyvaltozés esethez hasonléan kozelit-
siik az f fiiggvényt a linedris részével, az f(p*)) + £ (p*)) (x — p*) fiiggvénnyel. Ennek gyoke az
x =p®) — (' (p™))~1f(p*)) vektor. Ezt a képletet hasznaljuk a Newton-médszer definiciéjéras

-1
plht1) — pk) _ (f/(p(k))> f(p®). (2.29)

2.56. tétel. Legyen f € C?, f(p) = 0 és f'(p) invertdlhats. Ekkor a Newton-iterdcid
lokdlisan kvadratikusan konvergdl p-hez.

Bizonyitas. A Newton-mddszer egy fixpont iteracié a
g(x) = x — (f'(x)) (%)

iteracids fiiggvénnyel. Legyen (f/(x)) ™! = (b;j(X))nxn. Ekkor

>y 5o _su={ 4 131 (2:30)
]:

Tekintsiik g i-edik komponensét:

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem



2.13. Kvazi-Newton mddszerek, Broyden-modszer 53

Ezt derivélva x; szerint

gi(x ~ (Obij(x Ohx
?)x(z) _5z‘l—2< 8:5(1 )fj(x)+bij(x) géz >)

J=1

Az x = p pontban az f;(p) = 0 és a (2.30) reldciékat hasznalva tehat

dgip) _ . ~~, \Ofip) _
8.2131 = 04l j;blj(p) 8.2?1 =0.

Azt kaptuk, hogy g’(p) = 0, és gy a tétel szerint a fixpont sorozat lokalisan kvadratikusan
konvergens. O

A (2.29) képlet alkalmazdsakor métrixot kell invertalni. Ehelyett a gyakorlatban a kévet-
kez8képpen jarunk el: Vezessitk be az s¥) = p*+D) — p(k) jelolést, és rendezzik 4t a 1)
egyenletet az

f'(p*)s™ = —f(p")
alakba. Ezt megoldjuk s(*)-ra, majd legyen p:+1) = p*) 4 gk,

2.57. példa. Tekintsiik a példdban vizsgdlt (2.25)) egyenletrendszert! A Newton-mddszert alkal-
maztuk az egyenletre a (—1.5, —1.5)T kezdeti értéktél indulva. A kapott eredményt a tablazatban
foglaltuk Ossze. O

2.13. tablédzat. Newton-mddszer

p®) IP*) — plloo
(-1.50000000000,-1.50000000000)7 _ 2.500000e+00
(-1.25000000000,-0.52120413480)7  2.250000e+00
( 0.53188386800,-0.10035922100)7 4.681161e-01
(o.
(o0.

98873605300,-0.00042581408) 7 1.126395e-02
99999868610,-0.00000037764) T 1.313900e-06

NNV SR N

Feladatok

1. Alkalmazza a Newton-mdédszert a [2.11] szakasz [I] feladatdban szerepld egyenletek megolddsaral

2.13. Kvazi-Newton mddszerek, Broyden-mddszer

A Newton-médszert gyors (lokdlis) konvergencidja miatt szeretjiik alkalmazni. Hatrénya viszont,
hogy az f derivalt matrixat kell kiszamolni hozza, aminek &altaldban nagy a miveletigénye.
Ezenkiviil matrixot kell invertalni vagy linedris egyenletrendszert megoldani minden egyes itera-
ciéban, ami szintén miiveletigényes. Ezen nehézségek kikiiszobolésére szolgdlnak a kvdzi-Newton
modszerek, amelynek altalanos definicidja:

-1
pU+D) — p(k) _ ( A(k)) f(p®)). (2.31)
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A kvézi-Newton médszereknél tehét az f/ (p(k)) métrixot kozelitjikk egy A®) matrixszal. Attél
fliggben, hogy milyen kozelitést hasznalunk, mas és méds médszereket tudunk definidlni. Az egyik
gyakran hasznélt médszer a derivaltat numerikusan kozeliti: legyen el) = (0,...,0,1,0,...,0)T
a j-edik egységvektor, h > 0 egy megadott kis lépéskoz, és definidljuk az A*) métrix kompo-

nenseit az " ") "
) D _ £
agc) — fz(p +heh ) fz(p )’ i,j:1,...,n (2‘32)

képlettel.

A tovdbbiakban az A®*) métrix megvalasztdsdnak egy mésik, a gyakorlatban igen népszerii
modszerét, a Broyden-modszert vizsgdljuk. Ez a mddszer is, mint az el6z0, a szelémoddszer
altaldnositasanak tekintheto.

Skaldris egyenletekre a szelémddszer az f(x) = 0 egyenletet az

f(pr) + ax(z —p) =0

linedris egyenlettel helyettesiti, ahol a = (f(px) — f(pr—-1))/(Pk — Pk—1). Ezt k helyett k + 1-re
felirva és atrendezve, kapjuk, hogy axy1 megoldasa az

a1 (Per1 — i) = f(Prs1) — f(p) (2.33)

egyenletnek. Ez utébbi alakot lehet konnyen altalanositani tobbvaltozos fliggvényekre.
Valasszunk egy p©) kezdeti vektort és egy A(©) kezdeti métrixot. A0 vélasztdsira tobbféle
médszer haszndlatos: hasznilhatjuk az A©) = £/ (p(o)) pontos értéket, vagy a képlettel
kozelithetjiik a derivalt métrixot a p(®) pontban, vagy vesziink egy tetszéleges invertalhaté A (9)
matrixot.
Tegyiik fel, hogy p®*) és A®) mar definialt. Ekkor a képlettel értelmezziik p*+1)-et.
A egyenlet analégidjara megkoveteljiik, hogy A*+1) teljesitse az

AR (D) — M) — £(p*+1) — £(p™*), (2.34)
az un. szeld egyenletet. Vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket:
y) = f(p(k+1)) _ f(p(k)) és sth) .= plk+1) _ pk),
Ezzel a jeloléssel a iteraciés formula az
AR gk) — _f(p(/’f))7 (2.35)
a egyenlet pedig az
A KD gHR) — 3 (k) (2.36)

alakban frhaté fel. A egyenlet megoldhaté s®)-ra (feltéve hogy A®) invertalhatd), igy
a probléma redukalédott arra, hogy olyan A1 m4trixot keresiink, amely a egyenletet
teljesiti. Ez az egyenlet viszont nem hatdrozza meg az A* 1) mdtrixot egyértelm(i médon,
hiszen a vektor alakban irt egyenlet n db skaldris egyenlettel ekvivalens, A +1_et viszont n? db
komponense hatdrozza meg. (2.36) csak annyit jelent, hogy az A+ mAtrixszal meghatérozott
linearis leképezés az s(*) irdnydban meghatarozott, de az erre meréleges (n—1)-dimenziés altéren
nem meghatarozott. Mivel a k+ 1-edik 1épésben errdl nincs 4j informaciénk, ezért igy definialjuk
A+ et hogy a maétrixhoz tartozé linedris leképezésnek ugyanaz legyen a hatdsa ezen az
altéren, mint az A(*) leképezésnek. Azaz a egyenleten kiviil azt is megkoveteljiik, hogy

Az — ARy, minden z 1 s%)-ra. (2.37)
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1} és l egyiitt egyértelmiien meghatdrozza az AT matrixot. Konnyen beldthatd
feladat), hogy az

(y(k) — A(k)s(k))(s(k))T

AR+ — A(R)
* BOIE

(2.38)

matrix teljesiti a (2.36]) és (2.37)) egyenleteket.
i

A (2.31)) rekurziv képletben igazabdl (A(k))*l—re van sziikséglink. Ennek kiszdmitasat teszi
egyszeriibbé a kovetkezo tétel.

2.58. tétel (Sherman—Morrison—-Woodbury). Legyen u,v € R", u,v # 0 és A € R™*"
invertdlhatd. Ekkor az A +uv’! mdtriz akkor és csak akkor invertdlhatd, ha 1 +vIA~tu # 0,
és ekkor

A luvT AL

A Ty\—1 :Afl .
(A+uv) 1+vTA-1u

teljesil.

Bizonyitas. Legyen v € R, és tekintsiik a kovetkez6 szorzatot:
(A+uvD) (A —yAtavTA ) =T+ uwvTA ™ —quvlT A7 — quvT A~ tuvT AL
Mivel vI' A~ u skaldris szam, ezért az eléz6 egyenlet atalakithaté az
(A+uv) (A —7yATavTA ) =T+ (1 -y —yvTA lu)uvi A

alakba, amibdl kovetkezik az allitas. d

A tételt hasznalva a ([2.38)) Gsszefliggésre, rovid szamoléassal kapjuk:

OENCORONZON A
(A1 _ (AR)~1 (W) ((Sk()k))T(A(k))_1
1+ (S(’“)T(A(k))—l%;"és“ﬁ
— (A1 (AW)"ly® —s®) (W) T (AW) "1 (2.39)

(s T (A®))~Ty(®)

Ismerve (A())~1_t, csak métrixszorzésokat alkalmazva kiszamithaté (A*+1))=1 {gy ehhez csak
n? nagysigrendii miivelet kell, szemben azzal, hogy a matrix invertdldshoz, mint azt majd a
kivetkezd fejezetben megmutatjuk, n® nagysigrendii miiveletre van sziikség.

Megmutathatd, hogy a Broyden-mddszer lokdlisan konvergal az f fliggvény egy p gyokéhez,

és ha A0 elegendden kozel van f’'(p)-hez, akkor a konvergencia rendje szuperlinearis, azaz
k+1)

-pl

(
lim [P —0.

k=oo |Ip®) —p|

Ezek bizonyitasaval itt nem foglalkozunk. A Broyden-médszer egy lehetséges valtozatat a
kovetkez6 algoritmusban kozoljiik.
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2.59. algoritmus. Broyden-mddszer

INPUT:  f - fiiggvény,

p@ - kezdeti érték,

h - 1épéskoz A szamitdsshoz,

| - || - vektornorma

TOL - tolerancia,

MAXIT - maximalis iteraciészam,
OUTPUT: p - kozelité gyok.

(A = (a;j) = AO) kiszdmitdsa)
fort=1,...,ndo
for j=1,...,ndo
aij < (fi(P® + heW) — fi(p))/h
end do
end do
A A1
q < p
k1 (lépésszdm,)
while £k < MAXIT do
s < —Af(q)
pPp<q+s
if ||s|| < TOL do
output(p)
stop
end do
y%ﬂm?ﬂm v
Ay —s)s' A
ACA- T Tay
q<p
k< Fk+1
end do
output(Maximaélis iterdcidszam tullépve)

2.60. példa. Tekintsiik djra a és példdkban vizsgalt (2.25)) egyenletrendszert! A
2.14]

algoritmus eredménye erre az egyenletre a tablazatban lathaté. Az utolsé oszlop mutatja, hogy a
moédszer szuperlinearisan konvergalt. O

Feladatok

1. Alkalmazza a Broyden-mddszert a szakasz (1] feladataban szerepl6 egyenletek megoldasara!
2. Mutassa meg, hogy a 1) képlettel definialt A*+1) matrix teljesiti a 1) és D egyenleteket!
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2.14. tablazat. Broyden-mddszer

(k)

(k) (k) _ P —p|loo
k P ™ = plo PR
0 (-1.5000000000, -1.5000000000)T  2.5000000000

1 (-1.2490215360, -0.5215363883)7 2.2490215360 0.8996086144
2 (-0.4968297655, -0.9366983828)7 1.4968297660 0.6655471022
3 (-0.3045368940, -0.3621731989)7 1.3045368940 0.8715332389
4 ( 0.5414891937, -0.0587408442)T 0.4585108063 0.3514740046
5 ( 0.9527177435, -0.0515250779)T  0.0515250779 0.1123748387
6 ( 1.0003263340, 0.0319681269)7 0.0319681269 0.6204382061
7 ( 1.0000051000, -0.0040567750)T  0.0040567750 0.1269006155
8 ( 1.0000069210, -0.0000347010)T  0.0000347010 0.0085538489
9 ( 1.0000001100, 0.0000012682)T  0.0000012682 0.0365458110
10 ( 1.0000000050, 0.0000000576)7 0.0000000576 0.0453865979
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3. fejezet

Linearis egyenletrendszerek

Ebben a fejezetben linearis egyenletrendszerek direkt médszerekkel tortén6é numerikus megol-
dasait és vele kapcsolatos linedris algebrai feladatokat vizsgalunk. Megismerjiik a Gauss- és
Gauss—Jordan-elimindciot és variansait, valamint azok alkalmazasat a matrix inverzié feladatéra.

3.1. Linearis algebrai el6ismeretek

Ebben a szakaszban néhany, a kés6bbiekben hasznalt linedris algebrai jelolést, fogalmat, allitast
elevenitiink fel. A tovabbiakban, ha masképp nem mondjuk, A = (a;;) egy n X n-es matrixot, x
pedig egy n-dimenziés oszlopvektort jelol. Az A métrix determindnsat det(A)-val, az n x n-es
egységmatrixot I-vel jeloljiik. Az A métrix ill. az x oszlopvektor transzponaltjat A7 ill. x” jeldli.
Azt a diagondlis matrixot, amelynek f6atléjdban rendre ai,aq,...,a, all, diag(ai,as,...,an)
jeloli.

A determindnsok néhany ismert tulajdonsagat foglaltuk Ossze a kovetkezd tételben:

3.1. tétel. Legyen A,B n x n-es mdtrizok. Ekkor
1. det(A) =0, ha A egy sora (vagy oszlopa) azonosan nulla;
2. det(A) =0, ha A két sora (oszlopa) azonos;
3. det(AB) = det(A) det(B);
4. det(A~1) =1/det(A);
5. det(AT) = det(A);
6

. Ha B-t 1gy kapjuk az A mdrtizbdl, hogy annak valamely sordt (oszlopdat) megszorozzuk egy
¢ konstanssal, akkor det(B) = cdet(A).

7. Ha B-t gy kapjuk az A mdrtizbol, hogy annak két sordt (oszlopdt) feleseréljik, akkor
det(B) = —det(A).

8. Ha B-t 1gy kapjuk az A mdrtizbdl, hogy annak egyik sordhoz (oszlopdhoz) egy mdsik sor
(0szlop) c-szeresét (c € R tetszéleges) hozzdadjuk, akkor det(B) = det(A).

9. Jeldlje Ayj azt az (n— 1) x (n — 1)-es mdtrizot, amelyet az A mdtrizbdl annak i-edik sora

és j-edik oszlopa elhagydsdval kapunk. Ekkor a determindns i-edik sora szerinti sorfejtése

n

det(A) = (—1)"aj; det(Ay)),
j=1
a j-edik oszlop szerinti sorfejtése pedig

n

det(A) =Y (=1)"a;; det(Ay).
=1



60 3. Linearis egyenletrendszerek

Az A7! n x n-es métrixot az A n X n-es matrix inverzének nevezzitk, ha AA™! = L
Egy négyzetes matrixot invertdlhatonak neveziink, ha létezik az inverze. Egy A négyzetes
méatrixot szinguldrisnak neveziink, ha nem létezik az inverze. Az invertdlhaté métrixokat szokas
nemszinguldris vagy reguldris matrixoknak is hivni.

3.2. tétel. Legyen A € R™*" b € R™. A kévetkezd dllitasok ekvivalensek:
1. det(A) #0,
2. az A madtrixz invertdlhato,

3. az Ax = b egyenletnek létezik egyértelmi; megolddsa minden b vektorra.

3.3. tétel. Az Ax = 0 egyenletnek akkor és csak akkor van nemtrividlis (azaz nemnulla)
megolddsa, ha A szinguldris, azaz det(A) = 0.

3.4. tétel. Ha A, B € R™" invertdlhatd, akkor AB is invertdlhatd, és (AB)"'=B~1A~L

Az A négyzetes matrixot felilrdl (alulrdl) trianguldrisnak vagy mas széval felsé (also)
hdromszog mdtriznak nevezziink, ha a;; = 0 minden i > j-re (i < j-re), azaz a matrix féatléja
alatti (feletti) minden elem 0.

3.5. tétel. Egy A trianguldris mdtriz detemindnsa det(A) = a11a22 - - - Qpp.

3.6. tétel. Felilrdl (alulrdl) trianguldris mdtrizok szorzata felilrdl (alulrdl) trianguldris madtriz.
Feliilrdl (alulrdl) trianguldris invertdlhaté mdtriz inverze felilrél (alulrél) trianguldris mdtriz.

Egy olyan P négyzetes méatrixot, amelyet az egységmatrixbdl sorok (vagy oszlopok) felcse-
rélésével (permutécidjaval) kapunk, permutdcics mdtriznak métrixnak neveziink. A koévetkezd
tétel szerint matrixok sorainak (oszlopainak) felcserélése egy megfeleld permutéciés matrixszal
vald szorzassal ekvivalens.

3.7. tétel. Legyen ky,...,k, az1,...,n szamok egy permutdcidja (dtrendezése), és legyen P €
R™™ az a permutdcids mdiriz, amelyet az eqységmdtrizbdl gy kapunk, hogy annak elsé sordt
a ki-edik sorba, ..., az n-edik sordt pedig a k,-edik sorba helyezziik el. Legyen A € R"*™
tetszdleges. Ekkor a PA mdtriz (AP mdtriz) megkaphatd az A mdtrizbdl igy, hogy annak elsé
sordt (oszlopdt) a ki-edik sorba (oszlopba), ..., az n-edik sordt (oszlopdt) pedig a ky-edik sorba
(0szlopba) helyezziik el.

Az A négyzetes matrixot soronként diagondlisan domindnsnak vagy réviden diagondlisan
domindnsnak nevezzik, ha
n
jail > > lasj]
=1

i
teljestil minden ¢ = 1,...,n-re. Ehhez hasonléan az A maétrixot oszloponként diagondlisan
domindnsnak nevezziik, ha AT diagonalisan domindns, azaz

n
lagil > > laij]
i=1

i#]
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teljesiil minden j =1,..., n-re.

3.8. tétel. Ha A diagondlisan domindns, akkor A invertdlhato.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy A nem invertdlhaté. Ekkor az Ax = 0 egyenletnek 1étezik x # 0
nemtrividlis megolddsa. Legyen k olyan, hogy |zx| = max{|x;|: ¢ = 1,...,n}. Ekkor z; # 0.
Mivel >°%_; ajjzj = 0 minden i = 1,...,n-re, kapjuk, hogy aprwr = — > 7_, ;4 axjr;. Ekkor a
haromszog-egyenlotlenség alapjan |agpzi| < Z?:L#k lagjz;|, és igy

gl

|axk| < Z |ag;| == < Z |ag;],
j=1 |xk| Jj=1
j#k J#k

ami ellentmondas. d

Egy A maétrixot pozitiv definitnek (negativ definitnek) neveziink, ha A szimmetrikus és
xTAx > 0 (ill. x¥’ Ax < 0) minden x # O-ra. A-t pozitiv szemidefinitnek (negativ szemidefinit-
nek) nevezziik, ha A szimmetrikus és x7 Ax > 0 (ill. xZ Ax < 0) minden x-re.

3.9. tétel. Ha A pozitiv definit, akkor
1. A invertdlhato,

2. a; >0 mindeni=1,...,n-re.

3.10. tétel. Az A négyzetes szimmetrikus mdtrixz akkor és csak akkor pozitiv definit, ha az
osszes bal felsé fominorjai pozitivak, azaz

air -0 Qi
det : ] >0, 1=1,2,...,n.
@ix o Qi

Az A négyzetes métrixot ortogonalisnak nevezziik, ha AAT = AT A =1, azaz A invertalhaté
6s A== AT,
3.11. tétel. Ortogondlis mdtrizok szorzata ortogondlis.
A )\ € C komplex szamot az A matrix sajdtértékének nevezzik, ha az
Ax = Ax

egyenletnek létezik nemtrividlis (x # 0) megolddsa. Az egyenlet egy x # 0 megolddsat az A
matrix A sajatértékéhez tartozéd sajdtvektordanak nevezzik.

3.12. tétel. Az A n X n-es mdtriznak n db sajdtértéke van, amelyek a
det(A — AI) =0

n-edfoki algebrai egyenlet, az un. karakterisztikus egyenlet gyokei.

3.13. tétel. Legyen A1, Ao, ..., A\n az A mdtrix sajdtértékei. Ekkor
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1. det(A) = )\1)\2 ce )\n;
2. A akkor és csak akkor invertdlhatd, ha A; # 0 minden i =1,2,...,n-re;
3. ha A invertdlhato, akkor A= sajdtértékei az 1/A1,1/Xa, ..., 1/\, szamok;

4. az A mdtriz sajdtértékei a )\’f, PV )\fi szamok.

3.14. tétel. Egy trianguldris A mdtriz sajdatértékei a fédtloban dllo a1, ase, ..., any Szdmok.

Legyen A és B két azonos dimenzidji négyzetes matrix. Azt mondjuk, hogy A és B hasonld,
ha létezik olyan P invertalhaté matrix, hogy A = P~!BP. Megjegyezziik, hogy ekkor nyilvan
B = PAP !, azaz a hasonldsig szimmetrikus relaci6. A P~!AP métrixhoz tartozé linearis
transzforméciot hasonlosdgi transzformdcionak nevezzik.

3.15. tétel. Hasonlo mdtrizok sajdtértékei megegyeznek.

Bizonyitds. Legyen A = P 'BP. Ekkor a determindnsok tulajdonsigait felhasznilva A
karakterisztikus polinomjéra

det(A — XI) = det(P7!BP — AI) = det(P 1) det(B — ) det(P) = det(B — A)

teljesiil, amibol kovetkezik a tétel. d

A p(A) := max{|\|: A sajatértéke A-nak} szdmot az A métrix spektrdlsugardnak nevezzik.

3.16. tétel. Legyen k pozitiv egész, és || - || egy tetszéleges matriznorma. Ekkor

1. p(A*) = (p(A))",

2. p(A) < [|Al.
3.17. tétel. Minden A mdtrizhoz és € > 0 szamhoz létezik olyan || - || mdtriznorma, amelyre
Al < p(A) +e.

3.18. tétel. Egy tetszéleges négyzetes A mdtrizra ||All2 = /p(ATA). Ha A szimmetrikus,
akkor ||All2 = p(A).

Legyenek a, ..., a, komplex szamok. A
1 a a ap!
qet | Lo G (3.1)
1 ap a% an—!

determinanst Vandermonde-féle determindnsnak nevezziik.

3.19. tétel. A Vandermonde-féle determindns akkor és csak akkor nem nulla, ha az a;
szamok pdronként kiulonbozok.
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Feladatok

1. Hatarozza meg az « és (8 paraméterek lehetséges értékeit, hogy az

a 1 0
A= 38 2 1
0 1 2

matrix
(a) szinguldris,
(b) diagondlisan domindns,
(¢) szimmetrikus,
(d) porzitiv definit legyen.
2. Igazolja, hogy ha A és B pozitiv definit n X n-es matrixok, akkor
(a) AT,
(b) A + B,
(c) A?
is pozitiv definit.
Bizonyitsa be a tételt!
Bizonyitsa be a[3.7] tételt!
Bizonyfitsa be a tételt!
Bizonyitsa be a tételt!
Bizonyitsa be a tételt!
Bizonyitsa be a[3.14] tételt!

© 2N oe W

Bizonyitsa be a tételt! (Utmutatds: A determinans képletében helyettesitsiik a1-et z-szel.

Mutassa meg, hogy a kapott determindns egy n — l-edfokd polinom z-ben! Soroljon fel n — 1 db

kiilénboz8 gydkét a kapott polinomnak!)
10. Mutassa meg, hogy a[3.1] Vandermonde-determindns értéke

H(ai —aj).

i>j

(Utmutatés: Tekintse az el6zé feladat megoldésat!)

3.2. Triangularis egyenletrendszerek

3.20. példa. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert:

2r1 — xo + 3xr3 + Ty = 3
3re — r3 + 2x4 = 13

2$3 — Ty = —2

3.234 = 12

A negyedik egyenletet x4-re megoldhatjuk: x4 = 4. Ezt visszahelyettesitve a harmadik egyenletbe kapjuk
x3 = (—2+4x4)/2 = 1, majd a mésodik egyenletb8l x5 = (13 +x3 —2x4)/3 = 2. Végiil az els6 egyenletbdl
d

T = (3+l’2*31’3*1’4)/2: —1.

Az el6z6 példat altalanositva, egy n-dimenzids feliilrél triangularis egyenletrendszer, Ax = b,

AZAZ
a11x1 + aiery + + a1y =
a22ry + + aognx, =
Qpnln =

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe
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megoldasanak mddszerét, az Un. visszahelyettesités modszerét a kévetkez6 algoritmussal adhat-
juk meg;:

3.21. algoritmus. Triangularis egyenletrendszer megoldasa visszahelyettesitéssel

INPUT:  ay, (i=1,...,n, j=1,...,n), b, (i=1,...,n)
OUTPUT: zy, ..., z,

Ty, < by /ann

fori=n—-1,...,1do
n
T; < (bz — Z aijxj)/aii
j=i+1
end do
output(zy,za,...,x,)

A visszahelyettesités mddszere akkor és csak akkor hajthaté végre, ha a;; # 0 minden
i =1,...,nre. Mivel det(A) = aj1a92---ann, igy ez akkor és csak akkor teljesiil, ha a ({3.2))
egyenletnek 1étezik egyértelmii megoldasa, azaz det(A) # 0.

A moédszer miveletigénye:

0sztds/szorzas Osszeadas/kivonds
1. 1épés: 1 0
2. 1épés: 2 1
n. lépés: n n—1

Azaz a médszer végrehajtdsdhoz Osszesen 1 4+ 2+ -+ +n = n(n + 1)/2 osztés ill. szorzés,
valamint 1 +2+---+n —1 = (n — 1)n/2 sszeadés ill. kivonds sziikséges. Ezt szokds gy is
frni, hogy n2/2 + O(n) nagysagrendii osztds/szorzés, és hasonléan n?/2 + O(n) nagysigrendii
Osszeadds/kivonds kell a médszerhez. Itt és a tovabbiakban O(n¥) egy legfeljebb k-adrendii
polinomot jelol.

Feladatok

1. Oldja meg a kovetkezo triangularis egyenletrendszereket:

(a)
3r1 + To — r3 + 2x4 = —4
dry — 2x3 + Ty = )
6.’11‘3 — 2%‘4 = -7
23}4 = 4
(b)
122y 4+ 21z — 32x3 + 2.0xy + 1l4dzy = 81.5
259 — 1l.lzg3 + 6.1z4 — 3.0z5 = 159.7
26x3 — 1l.lxy = 12.8
22x4 + 4.1z = 46.9
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3.3. Gauss-eliminacio, féelemkivalasztasi stratégiak

3.22. példa. Tekintsiik az

T, — 2x9 — 2x3 — 224 = -—11
201 —  x9 + 223 + 4z, = -8 3.3
Ze 4+ 21y + 3ws — 41, = 27 (3-3)
201 + x9 + 4dx3 — 2x4 = 28

egyenletrendszert. Az els6 egyenlet segitségével a masodik, harmadik és negyedik egyenletbdl az x
valtozé kiejthet6 a kovetkez6 moédon: az elsé egyenlet 2-szeresét, —1-szeresét, ill. 2-szeresét kivonjuk a
masodik, harmadik, ill. a negyedik egyenletbdl:

T, — 2x9 — 23 — 224 = -—11
3ra + 6x3 + 8xgy = 14 (3.4)
r3 — 6bxy = 16 :
— 3‘752 — 6.’E4 = 6

Ekkor az eredetivel ekvivalens egyenletrendszert kapunk. Ezt matrixok segitségével a kovetkezOképpen
irhatjuk le réviden: A (3.3) egyenletrendszer egyiitthatéit egy 4 x 4-es matrixban lefrjuk, majd azt
kib6vitjik egy 6todik oszloppal, ahol az egyenletrendszer jobb oldalat irjuk le. Ekkor kapjuk az
1 -2 -2 -2 -11
2 -1 2 4 -8
1 2 3 -4 of (3:5)
2 1 4 -2 28

un. kibdvitett matrizot. A (3.4]) egyenletrendszert leir6 kib6vitett métrixot tehét igy kapjuk, hogy a (3.5))
matrix els6 sorat megszorozzuk 2, —1 és 2-vel, és a kapott sorokat kivonjuk rendre a masodik, harmadik
és a negyedik sorbdl:

1 -2 -2 =2 -11

0 3 6 8 14

0 0 1 -6 16 |- (3.6)

0 -3 0 -6 6.
Az 9 valtozé hidnyzik a harmadik sorbol, és a méasodik egyenlet segitségével kikiiszoboljilk a a negyedik
sorbdl zo-t, azaz a (3.6 méatrixban a masodik oszlopban a f64tlé alatti elemeket , kinulldzzuk” a méasodik
sor segitségével: a masodik sor —1-szeresét kivonjuk a negyedik sorbdl:

1 -2 -2 -2 -1
0 3 6 8 14
0 0 1 -6 16 |- (3.7)
0O 0 6 2 20

Végiil beszorozzuk a harmadik sort 6-tal, és kivonjuk a negyedikbdl:
1 -2 -2 -2 -11

0 3 6 8 14
0 0 1 -6 16 | (3.8)
0 0 0 38 -—76
Ez az
r, — 2$2 — 2],‘3 — 21‘4 = —11
3rs + 6x3 + 8ry = 14
r3 — 6$4 = 16
38xry = -—76
triangularis egyenletrendszerrel ekvivalens. Ezt megoldva a visszahelyettesités modszerével kapjuk, hogy
a megoldds 1 = —3, xo = 2, x3 = 4 és x4 = —2. A kibdvitett matrixokkal a szdmolast réviden a
kovetkezd alakban szoktuk leirni:
1 -2 -2 -2 -11 1 -2 -2 -2 -11

2 -1 2 4 -8 0 3 6 8 14
-1 2 3 —4 21 |71 0 0 1 -6 16 |~
-2 1 4 -2 28 0 -3 0 —6 6.

1 -2 -2 -2 -11 1 -2 -2 -2 -11
0 3 6 8 14 0o 3 6 8 14
0 0 1 -6 6 )71 0 o0 1 —6 16
0O 0 6 2 20 0 0 0 38 —76
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Az el6z6 példa modszerét alkalmazva az

ailry -+ a12x9 + e + A1y — b1
a21x1 + axry + o + agmrTn, = b

. . . . (3.9)
ap1x1i + Gapozy + . + annTn = by

altaldnos n-dimenzids linedris egyenletrendszerre kapjuk a Gauss-elimindcié médszerét: Az
egyutthatokat és az egyenlet bal oldalat az an. kibdvitett mdtrizban taroljuk:

ailp ai2 ... Qin QA1np+l
~ a21 a2 ... Qa2 a2 n+1
A —Aab) =] .7 . " :
anl1 An2 ... 04nn Qpnitl
ahol a;pt1 :=0;, (i =1,...,n). Az A mgtrixbél képezziik az egymadssal ekvivalens egyenle-
teket leiré AW, A@ . A1 mitrixokat a kovetkezd médon:
all a%g) “e CL%n) a%;,)H_l
1 1 i
|0l )
: » R
0 agﬂ) ... agwa ai}b“
ahol ag]l) = a;jj — lpnay, lip = gill, i=2,...,n, j=2,....,n+ 1, (feltéve, hogy a;; # 0).

Ha mér AD ...  A*~D definidlt, ahol k < n — 1, akkor legyen

S O I 1 | RN/
1 1 1 1
0 Qoy 7+ Qo gkt T O g a9 n+1
_ k=) (k=1) (k—=1) (k1)
AR | 0 0 gy alg;;?“ . a,(%L a,(%Hl ,
0 o 0 Opr1k+1 " Qr1pn Yt1p+l
I T N R
hol a® = a® ™V a1y = W = ka1 = k41 1. Ezek
ahol a;;" = a;; — likQy; ik—w,z— +1,...,n, 79=Kk+1,...,n+ 1. Bzeket az
un. elimindcios lépéseket k = 1,...,n— 1-re hajtjuk végre. Ezutan az A=) mgtrixhoz tartozé

triangularis egyenletrendszert a visszahelyettesités médszerével megoldjuk.

A Gauss-eliminacié végrehajtasa utan az egyiitthatomatrix féatléjaban szerepld aiq, a%),

n—1 ‘ ” . 1z ‘ s e g g .
e aq(m ) szémokat féelemeknek nevezziik. Nyilvanvaldan, a Gauss-elimindcié akkor és csak

akkor hajthaté végre, ha az Gsszes féelem nem nulla.
Ha a Gauss-elimindcié 1épéseit csak az egyiitthatomatrixon végezziik, akkor az iterdcios
1épésekben kapott matrixokat A(® := A, AD . A—D_gyel jelsljiik.
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3.23. algoritmus. Gauss-eliminaci6
INPUT: i, (i=1,...,n, j=1,...,n+1)- kib6vitett egyiitthatomatrix
OUTPUT: x4, ..., z,

(elimindcio:)
for k=1,...,n—1do
fori=k+1,...,ndo
Lik, <= @ik/ akk
for j=k+1,...,n+1do
ij = @ij — ligag;
end do
end do
end do
(visszahelyettesités:)
Ty an,n—l—l/ann
fori=n—-1,...,1do

n
T; < (amﬂ — Z aijxj)/aii
j=it+1
end do
output(zy,za,...,x,)

A fenti algoritmust tgy fogalmaztuk meg, hogy minden egyes elimindcios 1épésben az 1j
egyltthatomatrix elemeivel feliilirjuk az el6zé 1épés egyiitthatématrixat. Megjegyezziik, hogy
a|3.23l algoritmus a , kinullazott” elemeket se nem szdmitja, se nem tarolja. Azaz az algoritmus
végén a f64t16 alatti elemek tartalma nem hasznalhatd, ott el6z6 1épésekbdl megmaradt tartalom
van csak. Ha sziikséges, ezeket az elemeket nullazzuk ki direkt moédon.

A Gauss-eliminacié miiveletigénye:

osztés/szorzés Osszeadds/kivonds
1. 1épés: (n—1)(n+1) (n—1)n
2. lépés: (n—2)n (n—2)(n—1)
n — l-edik 16pés: 1-3 1.2
n—1 n—1
Osszesen: i(i+2) Z i(i+1)
i=1 i=1

Az 12422+ .-+ n? = in(n+1)(2n + 1) azonossdgot alkalmazva kénnyen kiszdmithato,
hogy &sszesen n3/3 +n?/2 — 5n/6 szorzés ill. osztds, valamint (n® — n)/3 Ssszeadas ill. kivonds
sziikséges az egyiitthatomatrix trianguldris alakra hozasdhoz. A visszahelyettesitéssel egyiitt
pedig dsszesen n®/3 +n%/2 — 5n/6 +n?/2 +n/2 =n3/3 +n? —n/3 = n3/3 + O(n?) osztas ill.
szorzds, valamint (n® —n)/3 + n?/2 —n/2 = n3/3 + n?/2 — 5n/6 = n3/3 + O(n?) Osszeadds
ill. kivonds sziikséges a Gauss-elimindcié végrehajtdsdhoz. Réviden azt mondjuk, hogy n3/3
nagysagrendli muveletigénye van a mddszernek.

3.24. példa. Oldjuk meg az

2131 — i) — 31‘4 = 8
2:E1 — r9 + X3 + 51‘4 = 2
73£E1 + To + I3 - 21’4 = =5
2%1 + 41‘2 — rg4 = 21
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egyenletrendszert Gauss-elimindciéval! Egy Gauss-eliminacids 1épést elvégezve kapjuk

2 -1 0 -3 8 2 -1 0 -3 8
2 -1 1 ) 2 0 0 1 8 —6
-3 11 -2 =5 |70 —-1/2 1 -13/2 7
2 4 0 -1 21 0 5 0 2 13

A maésodik sor masodik oszlopaban lev elem 0, ezért nem tudjuk tovabb folyatatni a algoritmust.
Konnyen lathaté, hogy az egyenletrendszernek viszont létezik egyértelmii megoldésa: z1 = 4, o = 3,
r3 = 2 és x4 = —1. Ha felcseréljiik az utolsé 1épésben kapott kibovitett matrix mésodik és harmadik
sorat, akkor ezzel természetesen a hozza tartozé egyenletrendszer nem valtozik, viszont folytathatdk az
eliminacids 1épések:

2 -1 0 -3 8 2 -1 0 -3 8
0 0 1 g =6\ (0 —-1/2 1 -13/2 7| _
0 -1/2 1 -13/2 7 0 0 1 8 —6
0 5 0 2 13 0 5 0 2 13
2 -1 0 -3 8 2 -1 0 -3 8
0 —-1/2 1 -13/2 7)) _( 0 —-1/2 1 -13/2 7
0 0 1 8 —6 0 0 1 8 —6 |
0 0 10 —63 83 0 0 0 —143 143
amelybdl kovetkezik az egyenletrendszer megoldéasa. O
3.25. példa. Oldjuk meg a
0.0002z; — 30.5z2 = —60.99
5.060z; — 1.05z2 =  250.9

egyenletrendszert a Gauss-elimindciéval 4-jegy(i aritmetikdt haszndlva a szamoldsokhoz! A [3:23] algo-
ritmust kovetve, eldszor kiszémoljuk az la; = 5.060/0.0002 = 25300 szorzdtényezdt (4 értékes jegyre
kerekitve), ezzel beszorozzuk az elsd egyenletet, és a kapott sort kivonjuk a masodikbdl:

0.0002 —-30.5 —60.99 0.0002 —-30.5 —60.99
5.06 —1.05 2509 )~ 0 771700 1543000 ) -

(Megjegyezzik, hogy a algoritmussal a 2. sorban levé 0-t nem numerikusan szdmoljuk.) Ezt
megoldva kapjuk az 2; = —100.0 és T2 = 1.999 numerikus megoldast. Konnyen ellenorizhetjiik, hogy
az egyenletrendszer pontos megolddsa 1 = 50 és o = 2. A szdmolt megolddsokban tehat 300% ill.
0.05%-o0s relativ hiba van! Kiilonosen hatalmas a hiba az elsé véltozo6 értékében.

Végezzilk most el ugyanezt a szamoldst az egyenletrendszeren ugy, hogy elOszor felcseréljiik a két
egyenletet. Kapjuk:

5.06 —1.05 250.9 5.06 —1.05 250.9
0.0002 -30.5 —-60.99 )~ 0 -30.5 —-61.0 /-

amibdl kovetkezik, hogy x1 = 50.00 és zo = 2.000, amelyek pontosan megegyeznek a tényleges megoldés
értékekkel!

Mi a kiilonbség a két szdmoldsban? Az elsd esetben lp; kiszdmoldsakor egy kis szédmmal (0.0002)
kellett osztani, ami a kerekitési hiba jelentés novekedéséhez vezetett. A mésodik esetben viszont 5.06-
gyel osztottunk lo; kiszamitasakor, és a végsé eredményben nem kaptunk kerekitési hibat. O

Részleges foelemkivalasztas

Az el6z6 két példa mutatja, hogy néha kell, és sok esetben célszerti médositani a[3.23] algoritmust.
Erre az egyik legegyszeriibb stratégia a kovetkezo, részleges féelemkivdalasztasnak (vagy egyszerti-
en csak fdelemkivdlasztdsnak) nevezett médszer: a Gauss-eliminécié k-adik 1épése el6tt keressiik
meg a k-adik oszlopban a féatloban és az alatta allo elemek koziil a legnagyobb abszolit értékiit,
azaz legyen

|aji| = max{|aix|: i =k,...,n}.
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(A maximalis elem az l-edik sorban van.) Cseréljiik fel a k-adik és l-edik sort, és folytassuk
az eliminaciot. Ezzel a és példakban vizsgalt problémakat ki tudjuk kiiszobdlni:

k—1 . .. ;s p
ha aék ) = 0, akkor a sorcsere utdn nemnulla elem keriil erre a poziciéra (feltéve ha van

(k—

nemnulla elem a 2 alatt), valamint folytatva a Gauss-eliminéciot a sorcserékkel elérheté leheté
legnagyobb abszolit értékil szammal fogunk osztani, ami a kerekitési hibakat csokkenti.

3.26. tétel. A kévetkezd dllitdsok ekvivalensek:

1. az Ax = b egyenlet egyértelmien megoldhato Gauss-elimindcioval részleges foelemkivd-
lasztdst haszndlva,

2. det(A) #0,
3. az A mdtriz invertdlhatd,

4. az Ax = b egyenletnek létezik megolddsa minden b vektorra.

Bizonyitas. Linedris algebrabdl ismert, hogy a 2., 3. és 4. allitdsok ekvivalensek (ldsd a
tételt). fgy most azt latjuk be, hogy 1. és 2. ekvivalens.

Tegyiik fel elészor, hogy 1. teljesiil. Legyen A = A és jelsljiik A*)-val a Gauss-eliminacié
k-adik lépésekor kapott egylitthatomatrixot. A determindnsok tulajdonsdgabdl kovetkezik,
hogy det(A(k)) = det(A*~1), ha nem tortént sorcsere a k-adik lépesben, ill. det(A*)) =
—det(A*=1) ha volt sorcsere. Mivel a feltétel szerint a Gauss-eliminécié elvegezheto ezért
az A mitrixhoz tartozé trianguldris egyenletrendszer megoldhaté, azaz det(A ) # 0.
Ebbél viszont kovetkezik, hogy det(A) = +det(A"~D) #£ 0.

Belatjuk, hogy ha a részleges fGelemkivalasztassal végzett Gauss-eliminacié k-adik 1épése
nem hajthaté végre, akkor det(A) = 0. A k-adik 1épés akkor és csak akkor nem hajthaté végre,

ha a(llj D = 0 minden i = k,...,n-re, azaz:
S R R | N 1 A
i 1 1
0 Qog  ~+° Qop g Aok g k11 T Qop
_ (k—2) (k=2) (k—2) (k—2)
AG-D =1 0 0 Gy g Ok al(sflil)wrl al(q};llv)z
0 0 O k+1 T Gy
0O 0 - 0 0 aflk];i)l aé’% 1)
Ezért
(k—1) (k—1)
0 apprr = Gy,
det(AF1)) = auaég) e a,(€1:2,1_1 det | : : =0,
0 al ol
és igy det(A) = £ det(A*-1D) = 0. |
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3.27. példa. Tekintstik Ujra a [3.22] példa egyenletrendszerét, és oldjuk meg a feladatot Gauss-
elmimingciéval részleges féelemkivalasztast hasznalva!l A kibdvitett métrixok sorozata a kovetkezo:
2 -1 0 -3 8 -3 1 1 -2 -5
2 -1 1 5 2 2 -1 1 5 2
-3 11 -2 -5 |~ 2 -1 0 -3 8 |~
2 4 0 -1 21 2 4 0 -1 21
-3 1 1 -2 —5 -3 1 1 -2 -5
0 —-1/3 5/3 11/3 —4/3 0 14/3 2/3 -7/3 53/3
0 —-1/3 2/3 -13/3 14/3 |~ 0 —-1/3 2/3 —-13/3 14/3 |~
0 14/3 2/3 -7/3 53/3 0 —-1/3 5/3 11/3 —4/3
-3 1 1 -2 -5 -3 1 1 -2 -5
0 14/3 2/3 -7/3  53/3 0 14/3 2/3 -7/3  53/3
0 0 5/7 —-9/2 83/14 |~ 0 0 12/7 7/2 —-1/14 |~
0 0 12/7 7/2 —-1/14 0 0 5/7 —-9/2 83/14
-3 1 1 -2 -5
0 14/3 2/3 —7/3 53/3
0 0 12/7 7/2 —1/14
0

0 0 —143/24 143/24

Lathatd, hogy az els6 és a harmadik eliminacids 1épés el6tt volt sorcsere. A trianguldris egyenletet
megoldva kapjuk: x1 =4, z0 =3, x3 =2 és x4y = —1. O

Tegyiik fel, hogy egy A egyilitthatématrixon részleges féelemkivalasztassal elvégzett Gauss-
elimindcié kozben sziikséges sorcseréket Osszegytijtjiik. Végezziik el ezeket a sorcseréket egyszerre
elore, az els6 eliminacids 1épés el6tt. Ezutan a kapott matrixon sorcsere nélkiil végrehajthato lesz
a Gauss-elimindcié (és az eredménye ugyanaz, mint az A métrixon részleges féelemkivalasztassal
elvégzett Gauss-elimindciéé). A tétel szerint a sorcserék hatdsa egy megfelelé permutacios
P matrixszal (balrdl) torténd szorzéssal ekvivalens. A tételbdl tehat rogton kovetkezik az
alabbi eredmény:

3.28. tétel. Hadet(A) # 0, akkor létezik olyan P permutdcids mdtriz, hogy a PAx = Pb egyen-
letrendszer egyértelmien megoldhatd Gauss-elimindcioval (sorcserék nélkil) minden b vektorra.

Teljes foelemkivalasztas

A kerekitési hibak tovabbi kikiiszobolésére haszndlhatjuk a részleges féelemkivéalasztas kovetkezd
modositasat, az un. teljes féelemkivalasztds modszerét: a Gauss-elimindcié k-adik 1épése elott
keressiik meg az els6 olyan [ és m sor- és oszlopindexet, amelyre

lapm| = max{|a;j|: i=Fk,...,n, j=Fk,...,n}.

(A maximélis elem az [-edik sorban és m-edik oszlopban van.) Cseréljiik fel a k-adik és [-edik
sort és a k-adik és m-edik oszlopot. Jegyezziik meg, hogy az oszlopcserével melyik oszlop melyik
ismeretlen egyiitthatéit tartalmazza, és folytassuk az eliminaciét.

Ennek a médszernek a hatranya a részleges foelemkivalasztashoz képest az, hogy sokkal tobb
osszehasonlitasra van sziikség, ami lassitja a mddszert.

3.29. példa. Tekintsiik ujra a[3.22] és|3.27] példa egyenletrendszerét, és oldjuk meg a feladatot most
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Gauss-elmiminacioval teljes féelemkivalasztast hasznalva:

1 -2 -2 -2 -11 2 -1 2 4 —8
2 -1 2 4 -8 1 -2 -2 -2 -11
—1 2 3 —4 27 ~ -1 2 3 —4 27 ~
-2 1 4 -2 28 -2 1 4 -2 28
X1 X2 X3 X4 X1 X2 X3 X4
4 -1 2 2 -8 4 -1 2 2 -8
-2 -2 =2 1 —11 0 —-5/2 -1 2 —15
—4 2 3 -1 27 ~ 0 1 5 1 19 ~
-2 1 4 -2 28 0 1/2 5 -1 24
X4 X2 X3 X1 X4 X9 X3 X1
4 -1 2 2 =8 4 2 -1 2 =8
0 1 5 1 19 0 5 1 1 19
0 -5/2 -1 2 —15 [~] 0 -1 -5/2 2 —15 |~
0 1/2 5 —1 24 0 5 1/2 —1 24
X4 X2 X3 X1 X4 X3 X2 X1
4 2 -1 2 -8 4 2 -1 2 -8
0 5 1 1 19 0 5 1 1 19
0 0 -23/10 11/5 -56/5 ~ 0 0 -23/10 11/5 —56/5
0o 0 —1/2 -2 5 0 0 0 —57/23 171/23
X4 X3 X2 X1 X4 X3 X2 X1

Azért, hogy az oszlopcseréket kovetni tudjuk, kibovitettiik a métrixot egy plusz sorral, ahol azt jeloljik,
hogy az adott oszlop melyik véltozé egylitthatéit tartalmazza. Az els6 elimindciés 1épés el6tt feleseréltitk
az els6 és masodik sort és az elsé és negyedik oszlopot, mivel 4 volt a maximélis elem az egyiitthatok
abszolut értékei koziil. (Lehetett volna az els6 és a harmadik sor és az elsé és negyedik oszlop felcserélésével
—4-et behozni a féelem pozicidjaba; vagy pedig az els6 és negyedik sor és az els6 és harmadik oszlop
cseréjével is 4-et behozni az els f8elem pozicidjaba.) A mésodik elimindciés 1épés el6tt felcseréltiik a
masodik és harmadik sort és a mésodik és harmadik oszlopot. A harmadik elimindcios 1épés el6tt pedig
nem volt sor vagy oszlop csere. A megoldast most is a triangularis egyenletrendszert megoldva kapjuk,
de példaul a 4. egyenletbél most az x; értékét kapjuk meg. A végeredmény: xy = —3, 9 = 2, x3 = 4 és
Ty = —2.

Természetesen a részleges ill. a teljes féelemkivédlasztds modszerének elénye csak akkor jelentkezik, ha
numerikusan szamoljuk végig az egyenletrendszert. O

Sorkiegyenlités

Numerikus tapasztalat az, hogy ha az egyilitthatématrix elemei kozott jelentGs nagysagrendi
eltérés van, akkor a kerekitési hiba megnéhet a szdmolas soran (lasd a példat). Ezért
szokas az egyes egyenleteket beszorozni valamely nemnulla szamokkal gy, hogy a kapott egyen-
letrendszer egyiitthatoi kozel azonos nagysagrendiiek legyenek. Ezt a beszorzast nevezziik
sorkiegyenlitésnek. Hasonléan, ha az egyenletrendszer megoldéasai eltéré nagysagrendiiek, akkor
azokat is célszerti kiegyenliteni, azaz az egytitthatématrix oszlopait beszorozni valamely nemnulla
szamokkal. Erre jelenleg nem ismert jé stratégia (az A matrix és a b vektor ismeretében), ezért
itt csak a sorkiegyenlitéssel foglalkozunk.

Keresiink tehat olyan dy, ..., d, # 0 szdmokat, hogy a B := DA matrix elemei kozel azonos
nagysagrendiiek legyenek, ahol D = diag(dy, . ..,d,). Ekkor az Ax = b egyenletrendszer helyett
a DAx = Db egyenletrendszert oldjuk meg numerikusan. Az egyik egyszerli startégia szerint
ugy valasztjuk D-t, hogy max{|bj;| : 1 < j < n} =~ 1 legyen minden ¢ = 1,...,n-re. Ezt
elérhetjiik a d; := 1/s;, s; := max{|a;;|: 1 < j < n} vélasztassal. Ezzel az a probléma, hogy az
osztasok tovabbi kerekitési hibat vezetnek be a szdmolasba. Ezt kikiiszobolend6 csindlhatjuk a
kovetkezot: legyen [ a szamébrazolas alapja a szamitogépen, és legyen r; a legkisebb egész, hogy
B > s;, és definidljuk b;; := a;;/™ (4,5 = 1,...,n). Ekkor az osztdsndl nem lesz kerekitési
hiba, és 1/8 < maxi<j<p |bij| <1 teljesiil minden ¢ =1,...,n-re.

Konnyen igazolhaté a kovetkezo allitas:
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3.30. tétel. Tegyiik fel, hogy eqy A egyiitthatomdtrizon sorkiegyenlitést végeztink olyan D =
diag(dy, ..., d,) szorzdtényezdkkel (pl. [ hatvdnyokkal), amelyek nem eredményeztek kerekitési
hibdt. Ekkor ha a DA madtrizon végzett (részleges vagy teljes) féelemkivdlasztds ugyanazokat a
sorcseréket (és oszlopcseréket) eredményezi, mint az A madtrizon, akkor az Ax = b és DAx =
Db egyenletek numerikus megolddsai pontosan ugyanazok lesznek.

Ebbdl kovetkezik, hogy a kiegyenlitésnek csak a féelemkivalasztasra van hatdsa. A Gauss-
eliminacionak a kovetkez0 mdédositasaban a sulyozas helyett csak un. implicit sorkiegyenlitést
végziink, a féelemek kivilasztiasahoz hasznaljuk csak a stlyokat. Ez a mddszer a gyakorlatban
az egyik leggyakrabban hasznalt algoritmus linearis egyenletrendszerek megoldasara.

3.31. algoritmus. Gauss-eliminacié részleges féelemkivalasztassal és implicit sorki-
egyenlitéssel

INPUT: @i, (i=1,...,n, j=1,...,n+1)- kibévitett egylitthatématrix
OUTPUT: x4, ..., z,

(stlyok kiszamitdsa:)
fori=1,...,ndo
8 < max |a;l
1<j<n
end do
(elimindcio:)
for k=1,...,n—1do
legyen [ a legkisebb olyan index, amelyre M = max M
S k<i<n §;
cseréljiik fel az A matrix k-adik és [-edik sorat
fori=k+1,...,ndo
lik < air/ark
for j=k+1,....n+1do
aij < aij — likag;
end do
end do
end do
(visszahelyettesités:)
Ty an,n—i—l/ann
fori=n-1,...,1do

n
Ti < (az‘,n+1 - Z aijxj)/aii
j=i+1
end do
output(zy,za,...,x,)

Megjegyezziik, hogy az eddigi moédszereknél gyakran kellett egy A = (a;;) matrix két
sorat felcserélni. Ez sok mivelettel jar, ezért az algoritmusok programozasakor csindlhatjuk
a kovetkez6t: Az A matrixot taroljuk egy ali, j] tombben. Definidlunk egy mli] vektort, amely-
nek kezdeti értéke m[i| =4, (i = 1,...,n). A k-adik és l-edik sor cseréjekor csak az m[-] vektor
k-adik és [-edik elemeit cseréljiik fel. Amikor az algoritmusban az A matrix egy a;; elemére kell
hivatkozni, akkor hasznaljuk az a[m/[i], j] elemet.
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3.32. tétel. Ha az A mdtriz diagondlisan domindns, akkor a Gauss-elimindcid féelem-
kivdlasztds nélkil végrehajthato az Ax = b egyenletrendszeren, és a mdodszer stabil a kerekitési
hibdkra nézve.

Bizonyitas. Megjegyezziik, hogy ha az A matrix diagondlisan dominans, akkor a tétel
szerint az Ax = b egyenletrendszernek 1étezik egyértelmi megoldésa.

Megmutatjuk, hogy a Gauss-elimindciéval kapott A, A® . A=Y mitrixok mind-
egyike képezhetd és diagondlisan domindns. Mivel A(® = A diagondlisan domindns, ezért
la11] > Z;L:Q |a;], gy a11 # 0. Ebbél kovetkezik, hogy az A(D) matrix képezhets. Megmutatjuk,
hogy A() diagonalisan dominéns. Mivel A(}) els§ sora megegyezik A elsé soréval ezért az elsd

L (7=2,...,n),

sor diagondlisan dominans. Legyen 1 < ¢ < n. Hasznélva, hogy a;;’ = Gij—

all
valamint ag) = 0, kapjuk

1 |a1\ ]a1|
Zra“\—Zm o aur<2\am+ - jlas er o] 2 il
J#l ];EL

J#z J#L J#L

Mivel az A matrix i-edik és az els6 sora is diagonalisan dominans, ezért

1 1
Zra” < ol faal+ 22 (o] o)

J#z
|ai1l
= o] —
|la11]
< aii_%ali

= 1oV,

Ezzel belattuk, hogy A minden sora diagonélisan domindns, azaz a métrix diagondlisan
dominans.

Ehhez hasonléan belathaté, hogy A®@ ... A1) mindegyike definialt és diagondlisan domi-
nans.

A modszer stabilitasat itt nem bizonyitjuk be. O

Belathato a kovetkezo tétel:

3.33. tétel. Legyen A szimmetrikus n X n-es mdtriz. Ekkor A akkor és csak akkor pozitiv
definit, ha a Gauss-elimindcio foelemkivdlasztas nélkil végrehajthato az Ax = b egyenletrend-
szeren, €s a féelemek pozitivak. Tovdbbd ebben az esetben a mddszer stabil a kerekitési hibdkra
nézve.

Feladatok

1. Oldja meg a kovetkez& egyenletrendszereket Gauss-eliminaciéval:

(i) féelemkivalasztds nélkiil,

(i) részleges féelemkivalasztdssal,
(iii) teljes féelemkivalasztédssal,
)

(iv) részleges f6elemkivdlasztassal és implicit sorkiegyenlitéssel:
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2.’E1 + 2%2 — 21’3 = —4
-7 + 3!E2 = -11
4%1 + 2!172 - 3£C3 = -1
(b)
—I7 - 3562 + 2584 = 10
—2r1 4+ 3o + T4 = 8
4ry + x9 — x3 — 3x4 = 21
21’1 + To — T3 + 31‘4 = 7

2. Hasznaljon 4-jegyli aritmetikat a szdmoldsokhoz, és az el6zé feladat kérdését alkalmazza a kovet-
kez6 egyenletekre:

(a)

1.03z;y — 1.1z, + 8zxz = —9.06
211zy — 4.2z + 1223 = —40.22
(pontos megoldés: (-2,10,0.5)),
(b)
xr1y + %1‘2 + %.1‘3 = 20
%1’1 —+ %ZL’Q + %1133 = 14
%,’El + %.’L‘Q + %1‘3 = 11

(pontos megoldds: (6,-12,60))

3. Léssa be aB.30l tételt!
4. Léssa be a tételt (a stabilitdsra vonatkozé allitds nélkiil)!

3.4. Gauss—Jordan-eliminacio

A Gauss-eliminécié egyik médositasa a Gauss—Jordan-elimindcio (vagy egyszeriien Jordan-eli-
mindcid), ahol a Gauss-elimindci6 lépéseivel egységmatrixra alakitjuk at az egytitthatématrixot,
azaz az (A,b) kibévitett métrixot az (I, b(®~1) alakra hozzuk. Ekkor az egyenletrendszer
megolddsa x = b1 lesz.

3.34. algoritmus. Gauss—Jordan-eliminacio

INPUT: @i, (i=1,...,n, j=1,...,n+1) - kibSvitett egylitthatématrix
OUTPUT: zy, ..., z,

(egytitthatomdtriz diagondlis alakra hozdsa:)
for k=1,...,ndo
fori=1,...,n do
if i #k do
lik, < i/ arg,
for j=k+1,....n+1do
aij < aij — lipag;

end do
end do
end do
end do
fori=1,...,ndo

Ti < ai,n+1/aiz‘
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end do
output(zy,za,...,x,)

Ellenérizhetd, hogy a Gauss—Jordan-eliminécié miiveletigénye: n3/2+ O(n?) osztas/szorzés.

3.35. példa. Alkalmazzuk a Gauss—Jordan-eliminaciét a feladatban vizsgalt egyenletrendszer
megoldasara:
1 -2 -2 -2 -11 1 -2 -2 -2 -11
2 -1 2 4 -8 0 3 6 8 14
-1 2 -3 —4 3 ]~710 0 -5 -6 -8~
-2 1 4 -2 28 0 -3 0 —6 6
1 0 2 10/3 -5/3 1 0 0 14/15 -73/15
0 3 6 8 41 (03 0 4/5 22/5 | _
0 0 -5 —6 -8 0 0 -5 —6 -8
0 0 6 2 20 00 0 —-26/5 52/5
10 0 0o -3 1 00 -3
0 3 0 0 6 010 2
0 0 =5 0 —20 |]~10 0 1 4
0 0 0 -26/5 52/5 0 0 0 -2
A megoldas leolvashaté a matrix utolsé oszlopardl: 1 = —3, 9 =2, 3 =4 és xqy = —2. O

A Gauss-eliminaciénal megfogalmazott részleges ill. teljes féelemkivalasztas alkalmazhato a

Gauss—Jordan-eliminécié esetében is.

3.36. példa. Alkalmazzuk a Gauss—Jordan-eliminéciot részleges féelemkivalasztassal a feladatban
vizsgalt egyenletrendszer megoldasara:

1 -2 -2 -2 -11 2 -1 2 4 -8
2 -1 2 4 -8 1 -2 -2 -2 -11
-1 2 3 —4 27 -1 2 3 —4 21 |~
-2 1 4 -2 28 —2 1 4 -2 28
2 -1 2 4 -8 2 0 4 20/3 -10/3
0 -3/2 -3 -4 -7\ [0 -3/2 -3 —4 =71 -
0 3/2 4 -2 23 0 0 1 —6 16
0 0 6 2 20 0 0 6 2 20
2 0 4 20/3 -10/3 2 0 0 16/3 —50/3
0 -3/2 -3 -4 -7 1[0 =3/2 0 -3 3] .
0 0 6 2 20 0 0 6 2 20
0 0 1 —6 16 0 0 0 -19/3 38/3
2 0 0 0 -6 10 0 0 =3
0 -3/2 0 0o -3 01 00 2
0 0 6 0 24 |~1 0 0 1 0 4
0 0 0 —-19/3 38/3 0 00 1 =2
A megoldés tehat x1 = =3, x0 =2, x3 =4 és x4 = —2. O

Feladatok

1. Oldja meg a[3.3] szakasz 1. és 2. feladataban szerepld egyenletrendszereket Gauss—Jordan-elimind-

ci6val!

2. Léssa be, hogy a Gauss—Jordan-eliminacié miiveletigénye n3/2 + n? — n/2 osztas ill. szorzas!
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3.5. Tridiagonalis egyenletrendszerek

Egy négyzetes (a;j) matrixot tridiagondlisnak neveziink, ha a;; = 0 minden |i — j| > 1-re,
azaz nemnulla elemek csak a matrix féatléjaban, ill. kozvetlen alatta vagy felette lehetnek.
Tridiagondlis linedris egyenletrendszerek (azaz ahol az egytitthatomatrix tridiagonalis) gyakran
eléfordulnak alkalmazasokban, igy ezek fontos specidlis esetei a linearis egyenletrendszereknek.
A kovetkezd jelolést hasznéljuk:

d1 C1 0 0 cee 0 I bl
ap do co 0 e 0 T9 by
0 as d3 C3 cee 0 T3 b3
. =1 . . (3.10)
0 0 - ap2 dn1 cpa ITn—1 bn—1
o o0 - 0 Gn—1 dn Tn bn

Egy tridiagondlis matrix elemeit célszerii a jel6lés szerinti harom vektorban tarolni: (a;), (d;)
és (¢;), igy Osszesen 3n — 2 taroldhely kell az egytitthatéknak.

Konnyen lathaté, hogy a Gauss-eliminaciét alkalmazva a egyenletrendszerre az a;
szamok kinulldzdédnak az elimindcié végére, a ¢; szamok viszont nem fognak megvéltozni. A d;
és b; értékek megvéltoznak az eliminécio soran. A koévetkezd algoritmust ugy fogalmaztuk meg,
hogy az elimindcié soran feliilirja a (d;) és (b;) vektorokat.

3.37. algoritmus. Gauss-eliminacio tridiagonalis egyenletrendszerre

INPUT:  aj,¢ (i=1,....,n—1), d;, b; (i=1,...,n)
OUTPUT: z1,...,.z,

(elimindcio:)
fori=2,...,ndo

temp < a;—1/d;i—1

di — di —temp - cj—1

bi — bl — temp . bi—l
end do
(visszahelyettesités:)
Ty by /dy,
fori=n—-1,...,1do

T; < (bl — Ci$i+1)/dz’
end do
output(zy,za,...,x,)

A moédszer miiveletigénye meglepden kicsi: 5n — 4 szorzéas/osztds. Ha ezt Gsszehasonlitjuk
a algoritmus n3/3 nagysdgrendjével, akkor ldtjuk, hogy tridiagondlis rendszerek megold4-
séra feltétleniil ezt a specidlis algoritmust kell hasznalni.

A tételbdl kovetkezik, hogy ha az A tridiagondlis métrix diagondlisan dominéns, akkor
a[3.37 algoritmus végrehajthatd, azaz nincs sziikség sorcserékre a Gauss-elimindcié kozben.
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Feladatok

1. Oldja meg a kovetkez6 tridiagonélis egyenletrendszert:

ry — 05.’£2 = 1.5
0.5y —+ 4xs — 0.523 = —4.0
0.5z + 203 — 0.524 = 2.0

0.5x3 + 4xy — 0.5zj = —4.0

0.5z4 + 205 — 0.5z = 2.0

0.5z5 + g = —0.5

2. Laéssa be, hogy a algoritmus miiveletigénye 5n — 4 osztds/szorzas!

3. Fogalmazzon meg a[3.37} algoritmushoz hasonlé algoritmust olyan szalagmétrixokra, ahol nemnulla
elemek csak a féatldban és az az alatti és feletti 2-2 atléban lehetnek.

3.6. Szimultan egyenletrendszerek

Gyakran el6fordul, hogy un. szimultdn egyenletrendszereket, azaz olyan Ax = b(®) alaki egyen-
letrendszereket kell megoldanunk ¢ = 1, ..., m-re, ahol az egyiitthatématrix azonos, de az egyen-
letek jobb oldala kiilénb6z6. Ezt roviden az AX = B egyenlettel irhatjuk le, ahol az n x m-es
B = (b(l),b(Q), .. .,b(m)) métrix i-edik oszlopa b(®), és az n x m-es X = (x(V,x( ... ,x(m))
métrix i-edik oszlopa x(), az Ax(® = b() egyenlet megolddsa. Mivel a Gauss ill. a Gauss-
Jordan-eliminacié végrehajthatosdga ill. féelemkivalasztdsnal a cserék eldontése csak az egytitt-
hatématrixon mulik, alkalmazhatjuk ezeket a mddszereket az n x (n 4+ m)-es (A, B) kib&vitett
matrixon. Pl. ha Gauss—Jordan-elimindciét végziink, akkor az (A, B) kib&vitett matrixot az
(I, X) alakra hozzuk, és ekkor X lesz a szimultan egyenletrendszer megoldésa.

Feladatok

1. Igazolja, hogy az (A, b(M) . . ,b(m)) kibévitett matrixon végzett Gauss-eliminacié miiveletigénye
n3/3 + mn? — n/3 osztas/szorzas!

2. Igazolja, hogy az (A,b(l)7 e ,b(m)) kib&vitett matrixon végzett Gauss—Jordan-elimindcié miive-
letigénye n®/2 + mn? — n/2 osztds/szorzas!

3. Fogalmazza at a algoritmust szimultan tridiagondlis egyiitthatéju egyenletrendszerek megol-
désaral

4. Léssa be, hogy az Ax() = b() i = 1,2,...,m egyenletrendszer ekvivalens az AX = B matrix
egyenlettel, ahol X = (x(1), ... x(™) és B = (b, ... bl™)!

3.7. Matrix invertalas és determinans szamitas

Az A nemszingularis négyzetes métrix inverze teljesiti az AA~! = I matrix egyenletet, ezért
A~! megolddsa az AX = I métrix egyenletnek (azaz szimultdn egyenletrendszernek). Ennek
megoldasara hasznalhatjuk a Gauss—Jordan-eliminaciét. Ellendrizheto, hogy ennek miiveletigé-

nye 3n3 + O(n?) osztés ill. szorzés.

3.38. példa. Invertaljuk az
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matrixot! A Gauss—Jordan-mddszert haszndalva:

10 2100 102100
11 001 0]~[012110]|~
2 0 -1 0 0 1 003201
02100 100 -1/3 0 —2/3
001211 0])~(010 -1/31 -2/3 |~
003201 00 3 2 0 1
100 —1/3 0 —2/3

01 0 —1/3 1 —2/3

001 2/30 1/3

Tehat

O

Természetesen a matrix invertalds Gauss—Jordan-eliminaciés mddszerénél is hasznalhatjuk a
Gauss-elimindciénal megfogalmazott részleges féelemkivalasztas mddszerét is a numerikus hiba
csokkentése, illetve a nullaval valé osztas elkeriilése érdekében.

A tétel szerint az A matrixon a Gauss-eliminacié részleges féelemkivalasztassal pon-
tosan akkor hajthaté végre, ha det(A) # 0. A tétel bizonyitasabdl kovetkezik, hogy det(A) =
(—=1)* det(A™1), ahol s a médszer kbzben végrehajtott sorcserék szdma. Azaz a determindns

egyenld a féelemek megfelels eléjellel vett szorzataval: det(A) = (—1)Sa11a§12) gl

3.39. példa. Tekintsiik a példa egyiitthatématrixat, azaz legyen

1 -2 —2 -2
29 -1 2 1
A= 1 92 3 4
2 1 4 -2

Szamitsuk ki a métrix determindnsdt! A [3:22] példdban végigszdmoltuk, hogy az A métrixon végrehajtva
a Gauss-eliminaciét a végeredmény

1 -2 -2 =2
3 0 3 6 8
A® 0 0 1 -6
0 0 0 38

Tehét det(A) = det(A®)) =1-3-1-38 =114, O

Feladatok

1. Invertélja a kovetkezé matrixokat:

S o3
) <_01 —1> ) (-2 -1 1> (C)

2. Igazolja, hogy az 4ltalanos Gauss—Jordan-elimindciét hasznalva 3n®/2 —n/2 osztés ill. szorzés kell
a matrix invertaldshoz!

=N
ND—=OO
—OFN

-1
1
0 —
2

3. Fogalmazza meg a Gauss—Jordan-eljaras algoritmusat a matrix invertalds feladatara alkalmazva,
figyelembe véve, hogy az AX = I matrix egyenletben I specialis alaki, azaz azt, hogy a nulldval vald
szorzasokat nem kell végrehajtani! Lassa be, hogy az igy kapott specidlis Gauss—Jordan-eliminacion
alapulé métrix invertalas miiveletigénye n? osztds/szorzés!
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4. Tesztelje az el6z06 feladatban megfogalmazott algoritmust a

91
1 -2 1
1 -2 1
1 -2 1
1 -2

10 x 10-es métrixon (ahol a hidnyzé elemek nulldk)! Lassa be, hogy a pontos inverz A~! = (¢ij),
ahol Cij = Cji, és Cij = —i(ll — j)/ll, ) < j
5. Szamitsa ki az 1. feladatban megadott métrixok determindnsat Gauss-eliminéciét hasznalval
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4. fejezet

Linearis egyenletrendszerek megoldasa iteraciéos moédszerekkel

Ebben a fejezetben el6szor a linearis fixpont iterdcié altaldnos elméletét vizsgdljuk, majd
ennek segitségével a linearis egyenletrendszerek megolddsidnak néhany iterdciés moédszerét tar-
gyaljuk (Jacobi-, Gauss—Seidel-, relaxdciés mddszerek). A fejezet végén bevezetjilk a matrix
kondiciészaménak fogalmat, és a linedris egyenletrendszerek perturbacidjaval foglalkozunk.

4.1. Linearis fixpont iteracio

Ebben a szakaszban az
xFHD) = x®) L ¢ k=0,1,2,... (4.1)

linearis n-dimenzids fixpont iteraciéval foglalkozunk. El6szor tekintsiik a ¢ = 0 specialis esetet.
Ekkor konnyen lathaté, hogy x®) = TFx() minden k = 1,2,.. -re.

4.1. tétel. A kovetkezd dllitasok ekvivalensek:

1. lim T® = 0 (2éré mdtriz), azaz lim | TF|| = 0 minden || - || mdtriznormdra;
k—ro00 —00

2. lim T*x = 0 (2éré vektor) minden x € R"-re, azaz lim | T*x|| = 0 minden x € R"-re és
—00 k—ro0
minden | - || vektornormdra;

3. p(T) < 1.

Bizonyitas. Az 1. allitasbdl kévetkezik 2, mivel a matrixnorma tulajdonsdga alapjan
k k
[T < (1T 1]l

minden z € R"-re és minden || - || normdra.

Tegyiik fel most, hogy 2. teljesiil. Legyen \ egy tetszOleges sajatértéke T-nek, és legyen v
egy A-hoz tartozé sajatérték. Ekkor TFv = My, ezért a TFv — 0 (ha k& — o) feltételbdl
kovetkezik, hogy |A| < 1, hiszen v # 0. Mivel \ tetszileges sajatérték volt, ezért p(T) < 1 is
teljesiil.

Most tegyiik fel, hogy 3. teljesiill. A tétel szerint létezik olyan || - || matrixnorma és
olyan € > 0 szam, hogy ||T|| < p(T) + ¢ < 1. Ekkor

IT*| < IT|* < (p(T) + )" — 0,
ha k — oo. De ekkor a tétel szerint | T*|| — O minden | - | matrixnormaban, azaz 1.

teljestil. O

A kovetkezd tétel szerint | T| < 1 elegendd feltétele annak, hogy ||T¥|| — 0 teljesiiljon.
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4.2. tétel. Ha ||T| < 1 valamely || - || mdtriznormdban, akkor | T*|| — 0, ha k — oo.
Bizonyitas. Az llitds kovetkezik a || T*|| < ||T||* egyenlStlenségbél. O

Sziikségiink lesz az I+ A + A%+ A%+ ... n. geometriai sor vagy Neumann-sor konvergen-
cidjanak vizsgalatara.
4.3. tétel. Ha p(A) < 1, akkor az 1+ A + A% + A3 + ... wvégtelen mdtriz sor konvergens, az
I — A matriz invertalhato, és
I-A)1=TI+A+A2+A3+....
Forditva, ha az 1+ A + A% + A3 + ... geometriai sor konvergens, akkor p(A) < 1.

Bizonyitas. Legyen p(A) < 1. Tegyiik fel, hogy I — A nem invertalhaté. Ekkor a tétel
szerint létezik olyan x # 0 vektor, hogy (I — A)x = 0. Ezt dtrendezve kapjuk, hogy Ax = x,
azaz 1 sajatértéke A-nak, ami ellentmond a feltevésnek, hogy p(A) < 1. Tehat az I — A métrix
invertalhato.

Konnyt belatni az

I-A)I+A+A* + A+ A" =T A" (4.2)
azonossagot. Ebbdl
T+A+A?+ A+ A" =(T-A) 1T A",
és igy, hasznalva, hogy a tétel szerint A™+! — 0, kapjuk, hogy
T+A+A? LA+ A" (I-A)

ha m — oo.

Tegyiik fel most, hogy az I+ A + A% + A3 + ... geometriai sor konvergens. Ekkor konnyen
igazolhatd, hogy A™ — 0, ezért a[4.1] tétel szerint p(A) < 1. O
4.4. kovetkezmény. Ha ||A|| < 1 valamely || -|| mdtriznormdban, akkor I — A invertdlhato, az
I+A+A%2+ A3+ geometriai sor konvergens, I+ A+ A2+ A3 +... = (I—- A)~!, valamint

[CR N ep——
1—[lA]]

Bizonyitds.  Csak az utolsé allitdst kell beldtnunk, a tobbi rogton kovetkezik a és
tételekbol. A matrixnorma folytonossagat, a haromszog-egyenlGtlenséget és a norma
tulajdonsagait hasznalva:

I(I-A)7Y = T+A+A>+ A3+ A

| lim
m—r0o0

= lim [T+ A+A2+A3+... 4+ A"
m—0o0

< lim (JTf + A+ A2+ JAZ] + -+ A7)
< lim (L4 [JA] -+ [JAJ + [JAJP + -+ A™)
_

1Al
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Az el6z6 eredménynek van egy fontos kovetkezménye: ha A nemszinguldris matrix, akkor az
oz kizel; rivok i i risak.
A-hoz ,kozeli” matrixok is nemszingularisak

4.5. tétel. Legyenek A és B n X n-es mdtrizok. Legyen A nemszingularis, és

IA =B <

[lA=T]"
Ekkor B is nemszinguldris, tovibbd
- A~
B~ < - (4.3)
1—[[A~H][|A - B
" |A1]2)A — B
A~ =B7| < : (4.4)
1—[|A-Y[[A - B

szerint [[A1(A —B)|| < ||[A7||A -BJ < 1, ezért a kovetkezmény szerint I — A~'(A —B)
invertalhaté. De ekkor B~! = (I — A=!(A — B))"'A~! létezik. Ebbdl és az A~! — B~ =
A~1(B — A)B~! azonossiagbdl, valamint a kovetkezménybdl kapjuk a (4.3) és (4.4]) becslé-
seket. O

Bizonyitas. InduljunkkiaB=A - (A—-B) = Ai A~'(A — B)) azonossagbdl. A feltétel

Térjiink most vissza a (4.1)) fixpont feladathoz. Vizsgaljuk most az dltalanos esetet. Kénnyen
lathatd, hogy a fixpont sorozat k-adik tagjanak altalanos képlete

xB) = Thx©@ L (ThL LR 2 T e, k=1,2,....
A [A1] és[A3] tételekbd] kapjuk:

4.6. tétel. Legyen c # 0. Ekkor az x = Tx + ¢ egyenletnek létezik egyértelmi megolddsa, és
a iterdcids sorozat akkor és csak akkor konvergdl az egyenlet megolddsdhoz minden x\©)
kezdeti értékre, ha p(T) < 1.

Bizonyitas. Legyen p(T) < 1. Ekkor afd.3] tétel Szermt I—T invertalhatd, ezért az x = Tx+c
egyenletnek létezik egyértelmii megolddsa: x = (I—T) tc. A.1} ésl4.3 tetelekbol kovetkezik,
hogy T*x(®) — 0 minden x(©) € R"-re, és (T*~1 4Tk~ 2+ +T+I)c — (I-T) e, hak — oo.

Forditva, legyen x az x = Tx + ¢ egyenlet megoldasa, és tegyiik fel, hogy x(k) — X, ha
k — co. Ekkor az x = Tx+c és x#+1) = Tx(*) 4 ¢ egyenleteket egyméshdl kivonva x —x(k+1) =
T(x — x)), és igy

x — x*D) = p(x — x®) = ... = Th(x — x(©), (4.5)

Legyen z egy tetszbleges vektor, és x(9) = x — z. Ekkor

lim TF 'z = lim T (x —x@) = lim (x —x**Y)=x —x=0.

k—o0 k—o0 k—o0
Alkalmazva a [4.1] tételt, kapjuk, hogy p(T) < 1. O
4.7. kovetkezmény. Ha ||T| < 1 wvalamely || - || mdtriznormdban, akkor a iterdcios

sorozat konvergens minden x\9) kezdeti értékre, és

e = x| < T - x©

. (4.6)
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A (4.6) egyenlbséghdl kovetkezik, hogy x*) annal gyorsabban konvergél, minél kisebb [T
A [3.17 tétel alapjén ebbdl kovetkezik, hogy x(*) annél gyorsabban konvergél (egy bizonyos
norméban), minél kisebb p(T).

A tovébbiakban vizsgaljuk a kerekitési hibdk hatasat a linedris fixpont sorozat tagjaira.
Tegyiik fel, hogy a (4.1]) sorozat helyett a

y(k—i-l) _ Ty(k) +c+ W(k+1), k=0,1,..., (4.7)
y©@ = xO 4 w© (4.8)

sorozatot generdljuk, ahol w(**1) reprezentdlja a k-adik lépésben elkovetett kerekitési hibat,
w(® pedig a kezdeti érték térolasakor fellépé kerekitési hiba. Feltessziik, hogy a

Iw®||<e,  k=0,1,...
becslés teljesiil valamilyen vektornormaban. Képezziik a (4.7) és (4.1]) egyenletek kiillonbségét:

(BT (1) — p(y ) (R)y o gy (k1)

Ekkor
Hy(k+1)_x(k+1)|| < HT(y(k)_X(/c))HJr”W(kH)”
< Ty® —x®| + e
< Ty = xO) + (JT)F + - T + 1)e
< (ITIFHITE 4 T+ e

Ha ||T|| < 1, akkor a legutolsé kifejezés tovabb becsiilheté a végtelen mértani sor Gsszegével:

Hy(k+1) - X(k+1)H < 1;5‘

1T

Ebbdl 1lathaté, hogy a szdmolds stabil a kerekitési hibara nézve, és a szamolas kozben fellépd
kerekitési hiba annél kisebb, minél kozelebb van ||T|| nulldhoz.

Feladatok
1. Szémitsa ki az I+ A + A% + A3 + ... geometriai sor értékét, ha
01 2 3 1/2 0 0 0
. 0 0 1 2 . 0 1/3 0 0
() A—(0001)a b)) A=1 o "0 14 0
0000 0 0 0 1/5

2. Tgazolja a (4.2]) azonossdgot!
Dolgozza ki a (4.3)) és (4.4) egyenlétlenségek bizonyitdsanak részleteit!
4. Adja meg az Osszes « paraméterértéket, amelyre az

(a8)

@

maétrixsorozat a 0 matrixhoz konvergal!
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4.2. Jacobi-iteracié

4.8. példa. Oldjuk meg a

51 + 3z — T3 = —4
201 — 10zo + r3 = 25 (49)
—3r1 4+ 4dxy — 12z3 = —A47.

egyenletrendszert! Fejezzik ki az els6 egyenletbdl x1-et, a mésodikbdl zo-t, a harmadikbdl pedig x3-at:

(=4 — 3x2 +x3)/5
To = (—25+2£L‘1 +$3)/10 (410)
Tr3 = (47 - 31‘1 + 4172)/12

Z1

A (4.10) egyenletrendszer egy linedris hdromdimenziés fixpont egyenlet, ezért definidljuk a kovetkezd
iteracidos médszert kK =0,1,2,.. .-re:

xng) =(—4- 3xék) + xgk))/5
2 = (=25 + 227 + 2y /10 (4.11)
2 = (a7 = 32(F) + 42y /12

A @ tablazat az :c(lo) = xéo) = Igo) = 0 kezdeti értékekbdl szdmolt numerikus értékeket tartalmazza.
Megfigyelhetjiik, hogy erre a kezdeti értékre az iteracidés sorozat konvergens, és a hatarértéke x; = 1,
x9 = —2, x3 =3, ami a (4.9) egyenletrendszer megoldésa. A (4.11]) iterdcié réviden az
xFHD) — x(*®) 4 ¢ (4.12)
alakban irhaté fel, ahol
0 -3/5 1/5 —4/5
T = 2/10 0 1/10 and c¢=| —25/10 |.
—3/12  4/12 0 47/12
A kovetkezmény szerint a (4.12) iterdcié konvergens, ha a T métrix valamely métrixnorméja kisebb
mint 1. Mivel || T||e = max{4/5,3/10,7/12} =4/5 < 1, ezért a (4.11) iterdcié valéban konvergens. O

4.1. tablazat. Jacobi-iteracié

k ajgk) chk) :cgk)
0 0.000000 0.000000 0.000000
1 -0.800000 -2.500000 3.916667
2 1.483333 -2.268333 3.283333
3 1.217667 -1.875000 2.789722
4 0.882944 -1.977494 2.987250
14 0.999999 -1.999992 2.999990
15 0.999993 -2.000001 3.000003
16 1.000001 -2.000001 3.000001
17 1.000001 -2.000000 2.999999
18 1.000000 -2.000000 3.000000
Tekintsiik az altaldnos
ajlxy + appry + + apx, = b1
a1x1 + agery + + agmrn, = by
; . : (4.13)
an11 + ap2T2 + < + apnTn = by
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egyenletet. Ha a;; # 0 minden i = 1,...,n-re, akkor a (4.13)) egyenletet atirhatjuk az

n
aij b; .
T = — —x; + —, 1=1,...,n 4.14
' ; ai 7 ag ( )
i
alakba, és definidlhatjuk az un. Jacobi-iterdciot k =0,1,2,.. .-re:
(k1) _ N~ () b
k+1 ij (k i .
T, = — —x: 4+ —, 1=1,...,n. 4.15
‘ ; ai 7 ai (4.15)
i
Ha a;; = 0 valamely i-re, akkor megprébaljuk sorcserékkel elérni, hogy a;; # Olegyeni =1,...,n-
re. Vezessiik be a kévetkezd jelolést: A =L 4+ D + U, ahol
0 0 O e 0 0 a2 aiz -+ an
a1 0 0 0 0 0 a3 -+ A9n
L= as1 ase 0 0 : U= 0 S asgy,
a,.ﬂ a;zg cee amn‘_l 0 0 0 cee 0. 0
és D = diag(ai1,a22,...,an,). L és U alulrdl ill. feliilr6l triangularis matrixok (amelyeknek a

fédiagonalisa is zérd). Ezzel a jeloléssel az Ax = b egyenletrendszert a Dx = —(L 4+ U)x+ b
alakra frjuk, majd beszorozzuk az egyenletet balrél D~ !-zel. Ennélfogva a Jacobi-iteracié a
képlettel definidlhat6, ahol T = T; = —D~ (L 4 U), és ¢ = D~ 'b.

A tétel és a [47] kovetkezménybdl rogton kapjuk a Jacobi-iterdcié konvergencidjira
vonatkozé sziikséges és elegendo, ill. elegendd feltételeket:

4.9. tétel. A Jacobi-iterdcid akkor és csak akkor konvergens, ha p(T ;) < 1.

4.10. kévetkezmény. Ha ||T ;|| < 1 valamely || - || mdtriznormdban, akkor a Jacobi-iterdcid
konvergens barmely x\©) kezdeti értékre.

A gyakorlatban sokszor egyszertien alkalmazhat6 a kdvetkezo tétel.

4.11. tétel. Ha A diagondlisan domindns, akkor a Jacobi-iterdcid konvergens barmely x(©)
kezdeti értékre.

Bizonyitas. Mivel

0 —aiz/ain  —azfann - —aip/an

—ag1/a 0 —ag3fage -+ —agn/a

T, = | —asi/asz —asz/ass 0 - —azn/ass
_anl/ann _an2/ann _anS/ann T 0

ezért az A matrix diagondalis dominancidjat hasznélva

n
|aij|
T = <1,
ITlloo = max ; 2]
i
amibdl, a kovetkezmény szerint kapjuk az allitast. ]

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem



4.3. Gauss—Seidel-iteracio 87

Feladatok

1. A Jacobi-iteraciét hasznalva oldja meg a kovetkezd egyenletrendszereket:

6.2x1 + 1llxs — 34x3 = 5.1
(a) —0.6z1 + 29z, + 0323 = -7.2
1.1zy, — 0.6z + 44dx3 = 3.1
—8r1 4+ 3xs — 213 = 6
b 2r1 + 6x9 + T3 — 2r4 = 3
( ) 3r1 — 3x2 + 10z3 + €Ty = 5
To — 3rs + Txy = —17

2. Mutassa meg, hogy a Jacobi-iteracié konvergens tetszoleges kezdeti értékre, ha A oszloponként
diagonalisan dominans!

4.3. Gauss—Seidel-iteracio

4.12. példa. Tekintsiik djra a (4.9) egyenletet és annak (4.10) alakjat! Definidljuk az

x(lkH) =(—4- 3x§k) + xgk))/5
2 = (—25 4 220D 4 20y /10 (4.16)
xng) = (47 — 3m§k+1) + 4xék+1))/12.

iterdciét! Az a kilonbség a (4.11)) és (4.16]) definicidk kozott, hogy ennél a mddszernél amikor egy x;
valtozonak mar kiszamoltuk az 0] értékét a k+1-edik iteraciéban, akkor ezt az 4j értéket méar felhasznaljuk
a kovetkez6 valtozd szamitdsdhoz: xq1 k + 1-edik értékét az elsé egyenlettel szamoljuk, az x5 1j értékének

(k)

szadmitasdhoz mér az x1 1j értékét (ami varhatéan jobb kozelitése a megolddsnak mint x-) hasznéljuk

a masodik egyenletben xék)—val egyiitt, mivel annak még nem szamoltunk 14j értéket. A tablazatban
taldlhaté a moddszernek az x§0> = xéo) = xéo) = 0 kezdeti értékekhez tartozé numerikus eredménye.

Lathatjuk, hogy ez az iterdcidés médszer gyorsabban konvergal ezen a feladaton mint a Jacobi-iteracio.
O

4.2. tdblazat. Gauss—Seidel-iteracio

k xgk) xgk) xgk)

0 0.000000 0.000000 0.000000
1 -0.800000 -2.660000 3.230000
2 1.442000 -1.888600 2.926633
3 0.918487 -2.023639 3.012499
4 1.016683 -1.995413 2.997358
5 0.996720 -2.000920 3.000513
6 1.000655 -1.999818 2.999897
7 0.999870 -2.000036 3.000020
8 1.000026 -1.999993 2.999996
9 0.999995 -2.000001 3.000001
10 1.000001 -2.000000 3.000000
11 1.000000 -2.000000 3.000000

A (4.13)) altalanos linearis egyenletrendszer megoldasara definidljuk a Gauss—Seidel-iterdciot
k=0,1,2,...-re (ha a;; # 0 minden i = 1,...,n-re):

i—1 n
I = L S S A (4.17)
= Qi =it Q5 A4
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A (4.17) egyenletet atrendezhetjiik a kovetkezd alakba:

Zal] (k1) Z ai;T k)—i—bl, 1=1,...,n,

Jj=i+1
azaz matrix jeloléssel

(D + L)x*+) = —ux® 4 p,

ahol L, D, U ugyanaz, mint az el6z6 szakaszban. Innen lathatd, hogy a Gauss—Seidel-iteracié
is felirhat6 a (4.12) alakban a T = Tg = —(D + L)~!U és ¢ = (D + L)~ 'b vélasztéssal.
Alkalmazva a [4.0] tételt és annak kovetkezményét rogton kapjuk:

4.13. tétel. A Gauss—Seidel-iterdcio akkor és csak akkor konvergens, ha p(T¢q)<1.

4.14. kévetkezmény. Ha ||Tq|| < 1 valamely || - || mdtriznormdban, akkor a Gauss—Seidel-
iterdcid konvergens barmely x(©) kezdeti értékre.

Megmutathat6, hogy a Jacobi-iterdaciéhoz hasonléan diagonalisan domindns matrixokra a
Gauss—Seidel-mdédszer is konvergens.

4.15. tétel. Ha A diagondlisan domindns, akkor a Gauss—Seidel-iterdcio konvergens bdrmely
xO) kezdeti értékre.

Bizonyitas. Jelolie x = (z1,...,2,)7 a (4.13) egyenlet pontos megoldésat. Ekkor a (4.13)
egyenletrendszer i-edik egyenletébdl x;-t kifejezve és a kapott egyenletel kivonva a (4.17]) egyen-

letbdl, kapjuk, hogy

i—1 n
k+1 Qij , (k+1 Qij , (k
o ==Y T ) = 37 B ).
— Q4 = Qg4
j=1 J=i+1
Ebbdl kovetkezik, hogy
a; " la (k)
(k+1) lc+1 ij k
Y l|<z ij Szl + Y g — (4.18)
j=it1 i
Legyen
o = Y és Bi = Z =
X Qg = Qg
j=1 J=i+1

Ezzel a jeloléssel a (4.18]) egyenlétlenségbél kapjuk, hogy

k
2 — i) < | x D = xlog + Billx® — x|

+1) (k-+1)

teljestil minden ¢ = 1,...,n-re. Legyen [ egy olyan index, amelyre |acl(k —x| = ||x —X||oo

Ekkor
I — xlo < allx* = xloo + Billx*) — x| oo

A diagindlisan dominans, ezért o5 < 1, és igy

I 1x®) — x]loo

(k+1) _ g < P
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Kapjuk tehat, hogy

8 \"
%) — x||o < ( max ) 1% = x||so.
I=1,..n 1 — (07]

Ebbdl kovetkezik, hogy a Gauss-Seidel mddszer konvergens, hiszen a diagonalis dominancia
alapjan konnyen ellenérizhetd, hogy

By

—— <oq+B<1
11—
teljesiil minden [ =1, ..., n-re, és ebbdl
max bi < max {y+ 8} =[Tsllee <1 (4.19)
I=1,..n1—qa; ~ I=1,..,n
is kovetkezik. 0

A egyenlotlenségbdl kovetkezik az is, hogy diagondlisan dominans matrixok esetében
a Gauss—Seidel-mddszerre jobb hibabecslést tudunk adni, mint a Jacobi-iteraciora, tehat varha-
téan legaldbb olyan gyorsan konvergdl, mint a Jacobi-iterdcié. Az dltaldnos esetben az, hogy a
Jacobi- vagy a Gauss—Seidel-iterdcié konvergél-e gyorsabban, attdl fiigg, hogy p(Ts) vagy p(T¢)
kisebb-e. Ennek eldontésére, az A matrix egylitthatdi ismeretében, nem ismert egyszeri feltétel.
Egy specialis esetre vonatkozik a kovetkezo tétel, amelyet bizonyitas nélkiil kozliink.

4.16. tétel (Stein—Rosenberg). Tegyiik fel, hogy a;; < 0 ha i # j és a; > 0 minden
1=1,...,n-re. Ekkor a kévetkezd dllitdsok kézul pontosan eqy teljesiil:

1. 0<p(Tg) < p(Ty) <1,

2. 1< p(Ty) <p(Te),

3. p(Ty) = p(Tg) =0,

4. p(Ts) = p(T) = 1.

A tételbdl kovetkezik, hogy a feltételeknek eleget tevd egyiitthatémétrixu egyenletrendsze-
rek esetében a Jacobi-iterdcié pontosan akkor konvergens, amikor a Gauss—Seidel-iteracid, és

a Gauss—Seidel-iterdcié mindig gyorsabban konvergal. Altaldban viszont nem igaz, hogy ha a
Gauss—Seidel-iteracié konvergens, akkor a Jacobi is az, vagy forditva.

Feladatok

1. A Gauss—Seidel-iteraciét hasznélva oldja meg az el6z0 szakasz 1. feladatdban megadott egyenlet-
rendszereket!

2. Mutassa meg, hogy a Jacobi- és a Gauss—Seidel-iteracié is véges sok 1épésben megadja az egyenlet
pontos gyokét, feltéve, hogy A felilrél trianguléris és a; 01 =1,...,n-re!
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4.4. Hibabecslés, iterativ finomitas

Az eléz6 szakaszokban megismert iterdcidés modszerek megdllasi feltételei hasonldéak egy alta-
ldnos iterdciGs sorozat megdllasi feltételeihez. A [2.8] szakaszban tdrgyalt feltételek mintdjdra
harom altalanos megallasi feltétel valamelyikét, ill. ezek kombinacidit hasznéalhatjuk:

) — x4
EGR

Lo xEH) — x| <, 2. <e, ¢ 3. |b—AxP| <e.

Ez utobbi feltétellel foglalkozunk ebben a szakaszban.

Az r = b — Ax vektort az x kozelité megolddshoz tartozé rezidudlis vektornak nevezzik. A
3. feltétel azon a hipotézisen alapszik, hogy ha r normaéja kicsi, akkor x jé kozelitése a pontos
megoldasnak. Azt, hogy ez a hipotézis nem minden esetben igaz, az alabbi példa mutatja.

4.17. példa. A
( ill~03 % ) ( P ) - ( 2.03 ) (4.20)

egyenletrendszer pontos megolddsa x = (1, 1)7. Tekintsiik X = (2, —3)7-t egy , kozelité” megolddsnak.
A hozzd tartozé rezidudlis vektor: r = b — Ax = (0, 0.03)7. Ennek végtelen norméja |r| - = 0.03, ami
kicsi, annak ellenére, hogy % nyilvan nem tekintheté a pontos megoldas jo kozelitésének.

A kovetkezd eredmény azt vizsgédlja, hogy ||r|| kicsinységébdl milyen esetekben kdvetkeztet-
hetiink arra, hogy a kozelités hibaja kicsi.

4.18. tétel. Legyen A egy nemszinguldris négyzetes mdtriz, x az Ax = b egyenlet pontos
megolddsa, X eqy kozelitd megolddsa, és legyen r = b — Ax. Ekkor

e — x| < A []Ixl, (4.21)

Ix —x|| _ 1 el
< [|AIA™ == (4.22)
x|l I

Bizonyl'tas Az Ax = b és Ax = b — r 0Osszefiiggésbol kapjuk, hogy A(x — X) = r, és igy
X—X= A 'y. Ebbdl az ||A~tr|| < [|A7Y|||r| egyenlStlenséget felhasznalva kovetkezik -
A és a ||b]] < ||AJl]|x| egyenl6tlenségekbdl

]

bl

I — x| _ JIAIA il _

< < [l ATIAT
[l [[AHl]

Az el6bbi tétel ad vélaszt a [£.17} példédban is vizsgdlt kérdésre. Abbdl, hogy a kozelitd
megoldas rezidualis vektora kicsi, akkor kovetkezik csak, hogy a kozelités relativ hibaja kicsi, ha
az ||A||[| A~L|| szorzat nem ,,t1il nagy”. Vezessiik be a kovetkezd elnevezést: az || A||[|A~!|| szdmot
az A matrix (|| - || normara vonatkozd) kondicidszamdnak nevezzik és cond(A)-val jeloljik.
Megjegyezziik, hogy a kondiciészam a hasznélt matrixnormatdl fiigg. A | - ||, matrixnorméhoz
tartozé kondicidészdmot cond,(A)-val jeloljiik. Ha egy A mdtrix kondicidészama ,nagy”, akkor a
matrixot rosszul kondiciondlt, vagy gyengén meghatdrozott métrixnak nevezziik. Arra, hogy
mekkora kell legyen a kondiciészém ahhoz, hogy rosszul kondiciondlt matrixr6l beszéljink,
nem adunk pontos definiciét. Altaldban 100-1000 feletti kondiciészam esetén szokds rosszul
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kondicionalt matrixrél beszélni. Rosszul kondicionalt matrixokra tehat nem megbizhaté a 3.
megallasi feltétel.

4.19. példa. Tekintsiik a példa A egyiitthatomatrixat! Konnyen ellenérizhetd, hogy

1 _( —33.33 3333
A —( 134.3 —133.3)»

és igy ||Alloe = 5.03, [|[A7||o = 267.6. Ebbdl kapjuk, hogy conds, (A) = 1346. A tétel szerint ez
magyarazza azt, hogy (2, —3)7 nem jé kozelitése az egyenlet megolddsanak, bar a rezidudlis vektor kicsi.
O

Tegyiik fel, hogy az Ax = b egyenletet Gauss-eliminacioval oldjuk meg, t-jegyi aritmetikat
hasznalva. Legyen x a kapott kozelité megoldds, amely kerekitési hibaval terhelt. Szamitsuk
ki az r = b — AX rezidudlis vektort, de az értékes szamjegyek megorzése érdekében most
hasznéljunk 2¢-jegyii aritmetikat (dupla pontossigot) r szamoldsdhoz. Megmutathatd, hogy

Ief| = 107" || A 1.

Ezt az Osszefliggést felhasznalhatjuk A kondicidszaméanak becslésére a kovetkezéképpen: Tekint-
siik az Ay = r egyenletet, és legyen y ennek numerikus megoldasa t-jegy(i aritmetikat hasznélva.
Megjegyezzilk, hogy az Ay = r egyenletet hatékonyan meg tudjuk oldani, ha az els6 Gauss-
elimindcié sordn a sorcseréket és az [;; faktorokat, és a Gauss-elimindcié végén kapott egyiittha-
tématrixot megjegyezzik. fgy csak az r vektoron kell tjra elimindciét végezni, az egyiitthato-
matrixon nem. (Az szakaszban egy hasonléan hatékony mddszert fogunk bemutatni olyan
linearis egyenletrendszerek megoldasira LU-faktorizdcié segitségével, ahol az egyiitthatomatrix
azonos.) Ekkor

y~Alr=A1t'b-Ax)=A'b-x=x-%,
tehdt ||y| becslése az ||x — x| hibdnak, és
191 ~ |A™ x]| < [ATH[|e]l = AT [[[A]107Y%]| = 10~ cond(A) %]

Ebbdl kapjuk, hogy a

Il
1]

cond(A) ~ 10

(4.23)

képletet hasznalhatjuk a kondicioszam becslésére. Legyen I = r— Ay az y-hoz tartozo rezidualis
vektor. Altaldban ||¥|| sokkal kisebb, mint [[r[|, ezért ha X helyett X = x + y-t tekintjiik x
kozelitésének, akkor az X-hez tartozd rezidudlis vektorra

b —Ax| =[b—-AX+y)|=lr—Ay[ = |F| < |b— Ax],
azaz X sokkal pontosabb kozelitése x-nek, mint X. Ha ezt az eljarast iterdcids eljardasként
ismételjik, akkor az Un. iterativ finomitds vagy mas néven rezidudlis korrekcio modszerét kapjuk.

Ez a médszer rosszul kondicionalt métrixok esetén is az egyenlet megoldasanak jé kozelitését
adja néhany lépésben.
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4.20. algoritmus. Iterativ finomitas

INPUT: A, b
N - maximalis iterdcidészam
TOL - tolerancia
t - a szdmabrazolds pontossiga
OUTPUT: z - az egyenlet megoldasanak kozelitése
COND - condy(A) kozelitése

Az Ax = b egyenletet megoldjuk Gauss-eliminédcioval
for k=1,2,...,N do
Az r = b — Ax rezidudlis vektort kétszeres pontossaggal kiszamoljuk.
Az Ay = r egyenletet megoldjuk y-ra
Z4—X+Yy
if k=1do
COND + 10! {4=
output(COND)
end do
if ||y||co < TOL do
output(z)
stop
end do
Xz
end do

output(A maximalis iterdciészamot tulléptiik)

4.21. példa. Tekintsiik a egyenletet. Ennek pontos megolddsa x = (1, 1)7. Gauss-eliminaciéval
négyjegyti aritmetikat haszndlva az x = (0.9375, 1.2500)7 kozelité megolddst kapjuk. Az ehhez tartozéd
rezidualis vektor (dupla pontossdggal szamolva): r = b — Ax = (0, 0.001875)7, igy ||r||s = 0.001875.

Az Ay = r egyenletet Gauss-elimindciéval megoldva (négyjegytl aritmetikét haszndlva) kapjuk y =
(0.0586, —0.2344)T. Ezért a (4.23)) becslés szerint

% 0.2344
Ao (A) ~ 100 ¥l _ 4 — 1875. 4.24
condoo(A) E™ 1.25 (424)

A példdban lattuk, hogy a kondicidszdm pontos értéke: conds(A) = 1346, tehdt (4.24) valéban
kozelitése a pontos kondicidszamnak. Az x koxelité megoldds relativ hibaja

[[x = X[l

%l

= 0.25,

ami elég nagy (A rosszul kondicionélt). A tétel szerint a

[[7[loo

(L[S

1% = X[l

1%l

< condy (A) = 0.5017

hibakorlatot kapjuk az elkovetett relativ hibara. Az iterativ finomitds egy 1épését alkalmazva az x(2) =
x +y = (0.9961,1.016)7 kozelité megoldast kapjuk, ami kozel van az egyenlet pontos megolddsdhoz. [
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Feladatok

1. Szamitsa ki az

— N0 =
——o

@ (1 7). (b) (

matrixok cond,, és cond; kondiciészamat!

—OoN
N——

2. Becstilje meg a cond, (A) kondiciészamot, ha

A=

WIFEN- =
NS
(SN

3. Négyjegyli aritmetikat hasznalva oldja meg az
0.009z; — 0.52z2 = —5.191
9211z + 21.1zo = 9422

egyenletrendszert az iterat{v finomitds mdédszerének két 1épését haszndlva! (A pontos megoldés:
(1, 10).)

4.5. Linearis egyenletrendszerek perturbacidja

Tekintsiik az
Ax=Db (4.25)

linedris egyenletrendszert. Tegytik fel, hogy a (4.25)) egyenlet jobb oldala helyett annak egy kis
perturbéacidja, b = b + Ab adott, és a hozza tartozd

Ax=b (4.26)

egyenletet oldjuk meg, aminek a megoldasat x-mal jeloltiik.

4.22. tétel. Legyen A nemszinguldris, x és X megolddsa a ill. a egyenletnek.
Ekkor

Ib—b|

llx = X < cond(A) bl

Bizonyitas. A - és - egyenleteket kivonva egymasbol Ax—x)=b-— b adédik,
amib8l x — % = A~1(b — b), azaz ||x — %|| < |[A7!||[|b — b]||. Ezt és az ||b| = ||Ax| < ||A]|x]|

egyenlotlenséget felhaszndlva

_ 1
Ix —x[| _ [lAfIA™[[[b — b||

o ay =Bl
B = AT S

bl

ond(A)
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A tétel szerint egy nagysdgrendi névekedés cond(A)-ban eredményezheti a megoldas relativ
hibajanak egy nagysdgrenddel valé novekedését, azaz egy értékes szamjegy elvesztését.

Tekintstiik most az &altaldnos esetet, az egyiitthatématrixot és az egyenlet jobb oldalat is
perturbaljuk:

Ax =b, (4.27)
ahol |[b — b és ||A — A ,kicsi”.
4.23. tétel. Legyen A nemszinguldris, A olyan hogy ||A—A|| < 1/|A~Y||. Legyen x megolddsa

—nek és X megolddsa —nek. Ekkor

lx x| _  cond(A) (WA—AW+Hb—Mg.

X T |[A—A] A b
ST =1 cona(a) A2\ TAT ]

Bizonyitas. Induljunk ki az A=A — (A —A)=A(I— A~'(A — A)) azonossigbél. Mivel a
feltétel szerint ||[A~L(A — A)|| < |A7Y|[|A — Al < 1, ezért a allitas szerint A invertalhato,
és
1A < IT- AT A= A)H|a™
_ Aty
1At (A - A)
At
1= JATlA - A

A (4.26) és (4.25)) egyenletekbdl kapjuk
x—%x=x—(A)"'b=(A) "' (Ax—b)=(A) ' (b—b— (A - A)x).

Ebbdl
. lA~ : A
I~ x| < (b =Bl +[|A — Al|x])
L A-1A - A
lAlA~ Cm—muwA—AMﬂo
- A-A '
1 - [ A-1|]ALAL [A] [A]

Leosztva az egyenlStlenséget ||x||-val és a ||b|| < ||A||||x|| egyenlStlenséget alkalmazva

[x x| _ cond(A) Ib - bj| n lA —A|
=l = 1 IA—AL | Al [A]
1 — cond(A) TA]
. cond(A) (m»4m+|A—An
T Ia-Aj | |[b]| [N
1 —cond(A) TA]
O
Konnyen igazolhatok a kondiciészéam koévetkezo tulajdonsagai:
4.24. tétel. Legyen || - || egy tetszbleges mdtriznorma és cond(:) a hozzd tartozd kondicidszam

figguény. Ekkor

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem



4.5. Linearis egyenletrendszerek perturbacidja 95

1. cond(A) > 1,

2. p(A)p(A~1) < cond(A)
teljesil minden invertdlhato A-ra.

A cond.(A) = p(A)p(A™1) szdmot az A métrix spektrdl kondicidszdmdnak nevezziik. Az
el6z6 tétel szerint a matrix spektral kondiciészama kisebb, mint barmely normahoz tartozo

kondiciészama. Hatranya, hogy nehéz kiszamolni, mivel a matrix sajatértékeit kell hozzd meg-
hatarozni.

Bizonyitas nélkiil kozoljiik a kdvetkezd eredményt:

4.25. tétel (Gastinel). Legyen | -|| egy tetszdleges mdtriznorma, A invertdlhatd mdtriz. Ekkor
1 . H H - q
—_— = ——F: B ld .
cond(A) { N szinguldris

A tételbdl kovetkezik, hogy ha az A matrix kondiciészama nagy, akkor A-hoz ,kozel” van
egy szingularis matrix.

Rosszul kondicionalt matrixok klasszikus példéja az tin. Hilbert-mdtrix:

1 1 1
L3 3 0
1 1 1 _1
2 3 4 n+1
_ 1 1 1 _1
Hn - 3 4 5 n+2
1 1 1 ... 1
n n+l n42 2n—1

A tablazatban feltiintettiik a Hilbert-matrix spektrdl kondiciészamat néhany n-re. Lathato,
hogy milyen gyorsan novekszik a spektral kondiciészam n névekedésével.

4.3. tablazat. A Hilbert-métrix spektral kondiciészama

n | cond,(H,) || n | cond.(H,)
3 5.24 - 102 7| 7.45-108

4 1.55-10* 8 | 1.53- 1010
5 4.77 - 10? 9 | 4.93-10%
6 1.50-10% || 10 | 1.60 - 103

Feladatok

1. Szamitsa ki az

matrix spektral kondiciészamat!
2. Bizonyitsa be a tételt!

3. Igazolja, hogy {IAal, - 1A}
max 1.y [Mn

min{[A1],..., [ A}’

p(A)p(A) =

ahol Aq,..., A, az A métrix sajatértékei!
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5. fejezet

Matrix faktorizacio

A kovetkezo linearis algebrai feladatot vizsgaljuk: alakitsuk az A matrixot A = BC alaku
szorzattd, ahol B és C specialis matrixok. El6szor az LU-faktorizaciét, majd annak specialis
esetét, a Cholesky-faktorizdciét tanulmanyozzuk, ahol alulrdl és feliilrdl triangularis matrixok
szorzatara szeretnénk felbontani az adott matrixot, majd a QR-faktorizaciot tekintjiik, ahol
ortogondlis és feliilr6l triangularis faktorokat keresiink. Ez utébbi mddszer lesz az alapja a
sajatérték keresés egyik modszerének, amelyet a kovetkezé fejezetben fogunk definialni.

5.1. LU-faktorizacio

Legyen A egy n x n-es matrix. Az A = LU szorzatot, ahol L alulrdl triangularis matrix, amely-
nek féatlgjaban csupa egyes all, az U matrix pedig feliilrél triangularis, az A matrix trianguldris
felbontdsdnak vagy LU-faktorizdcidjanak vagy Doolittle-faktorizicidjanak nevezzik.

5.1. tétel. Legyen A egy nemszinguldris mdtriz. Ha az A mdatriz LU-faktorizdcidja létezik,
akkor az egyértelm.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy A = LiU; = LUy az A maétrix két LU-felbontdsa. Mivel
det(A) = det(L;)det(U;) = det(Lz)det(Usz) # 0, ezért Ly, L2, U; és Uy nemszingularis
matrixok. Igy L, L, = UQUI_I. A tétel szerint a L 'L, szorzat alulrdl triangularis, a
UQU;l pedig feliilrol triangularis matrix. Mivel a két matrix megegyezik, ezért ennek diagona-
lisnak kell lennie. Konnyen lathaté, hogy az L 'L, métrix f84tléjaban csupa egyes 4all, tehét
Ly'L; = UyU! =1, amibél kapjuk, hogy L; = Ly és Uy = Us. O

Térjiink vissza a [3.3] szakaszban bevezetett Gauss-elimindcié definicigjahoz. Legyen [;; =
ai1/ai1, 1 =2,3,...,n, mint a szakaszban, és definialjuk az
1

—121 1
L1 = _131 1

—ln1 1
alulrdl trianguldris métrixot, amelynek az els6 oszlopa és a f6atldja kivételével minden eleme 0.
Konnyen ellendrizhetd, hogy az Li A maétrixszorzat pontosan a Gauss-eliminécié els6 1épésekor

kapott A métrixot adja vissza: A1) = L; A. Hasonléan, legyen l;o = ag)/a%), 1=3,4,...,n,

és legyen
1
1

LQ = _132 1

. 1
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amelynél a foatloban csupa egyes, a méasodik oszlopban a f6atl6 alatt a —lso, —l49, ..., —lno
szdmok allnak, a tbbi elem pedig 0. Ekkor A®) = LyA®) teljesiil. Hasonléan definidljuk az
Ls, ..., L,_1 alulrdl triangularis matrixokat. Egyszer( szamoldassal kapjuk, hogy
1
| “lan =l 1
Ly, 1Ly 2---Ly = ' ‘ , (5.1)
_lnl _ln2 co _ln,n—l 1

és

L = (Lp_1iLpo---Ly)7!
-1 -1 7-1
Ll e Ln—2Ln—l

1 1
lop 1 0 1
I I 00 1
0 o : .
by 0 - 01 00 « lypoy 1
1
lo1 1
_ 31 32 1 ' (5.2)
A N

Legyen U = AV azaz a Gauss-elimindciéval kapott feliilr6l trianguldris métrix. Ekkor
U=L,_1---Li{A, amibél A = LU. Belattuk tehat a kovetkezo tételt:

5.2. tétel. Ha a Gauss-elimindcio végrehajthato eqy A mdtrizon, akkor az A = LU faktorizdcio
létezik. FEkkor U a Gauss-elimindcioval kapott felilrél trianguldris mdatriz, L pedig az
képlettel definidlt alulrdl trianguldris mdtriz, ahol l;; jeloli a Gauss-elimindcioban haszndlt fak-
torokat.

5.3. példa. Vegyiik a példaban szerepl6 egytitthatématrixot:

1 -2 -2 -2
2 -1 2 1
A= 1 92 3 _4
2 1 4 -2

A példaban mar 1attuk, hogy a Gauss-eliminécié végrehajthaté A-n, ésly; = 2,137 = —1, Iy = —2,

l3o = 0, lyos = —1 és ly3 = 6. Az LU faktorizacié céljabdl végzett Gauss-eliminaciot igy szokas leirni,
hogy az l;; elemeket a kinullazott elemek helyére irjuk le:
1 -2 -2 =2 1 -2 -2 =2
2 -1 2 4 2 3 6 8
-1 2 3 -4 |~ -1 0 1 -6 |~
-2 1 4 -2 -2 =3 0 —6
1 -2 -2 =2 1 -2 -2 =2
2 3 6 8 2 3 6 8
-1 0 1 -6 |71 -1 0 1 -6
-2 -1 6 2 -2 -1 6 38
Az utolsé métrixban ekkor a féatléban és folotte U elemei, alatta pedig L elemei dllnak. Azaz
1 -2 -2 =2 1 0 0 O 1 -2 -2 =2
2 -1 2 4 | 2 1 00 0 3 6 8
-1 2 3 -4~ -1 0 1 0 0 0 1 -6 |
-2 1 4 -2 -2 -1 6 1 0 0 0 38
amit beszorzassal ellenérizhetiink. O
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Konnyen belathatok a kovetkezé tételek (4l feladat):

5.4. tétel. Ha az A mdtriz 6sszes bal felsé féminorjai 0-tol kilonboznek, akkor a Gauss-
elimindcio sorcsere nélkul végrehajthato, és igy az A = LU faktorizdcio létezik.

5.5. tétel. Tetszdleges n x n-es invertdlhato A mdtrizhoz létezik olyan P permutdciés mdtriz,
hogy a PA = LU faktorizdcio létezik.

Ha ismerjiik egy A matrix A = LU felbontédsat, akkor annak segitségével hatékonyan tudunk
linearis egyenletrendszereket megoldani. Tekintsiik az Ax = b egyenletet. Vezessiik be az
y = Ux 1j valtozot. Ekkor az eredeti egyenletrendszer ekvivalens az

Ly = b
Ux =y

triangularis egytitthatoju egyenletekkel. ElGszor az elsét oldjuk meg a visszahelyettesités algorit-
muséaval analég mddszerrel, majd y ismeretében a masodikat a visszahelyettesités mddszerével.
Kénnyen ellendrizhetd, hogy a két egyenlet megoldasdhoz n? + O(n), az LU-faktorizaciohoz
pedig n3/3 4+ O(n?) szami osztasra ill. szorzédsra van sziikség. Kiilondsen elényds ezt a modszert
hasznalni abban az esetben, amikor kiilonb6z6 jobb oldalra de azonos egyiitthatéomatrixra kell
megoldani tobb linearis linedris egyenletrendszert.

Feladatok

1. Szamitsa ki a kovetkez6 métrixok LU-felbontésat:

2 3 -1 4 -1 2
(a) 1 -2 -1 (b) 12 0 -1
0 2 4 8§ —17 26

1 3 -1 2 2 -1 3 -2

2 4 5 -5 -8 5 -7 7

(c) 0 6 6 —2 (d) 2 4 —14 0

2 4 —14 16 4 7 23 4

2. Mutassa meg, hogy a

2 2
1 1
1 0

3

4

1
matrixnak nem létezik az LU-faktorizacidjal

1 1 -1
2 2 2
3 3 —4

matrixnak végtelen sok LU-felbontdsa van! Nem mond ez ellent az tételnek?

4. Bizonyitsa be az tételt! (ﬁtmutatés: hasznalja, hogy az eliminécié sordn az AF—1 & Ak
métrixok megfeleld féminorjai megegyeznek. Miért?)
5. Bizonyitsa be az tételt!

6. Oldja meg a [3.3] szakasz [} feladatdban szerepld linedris egyenletrendszereket LU-faktorizéciot
hasznélval

3. Mutassa meg, hogy az
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5.2. Cholesky-faktorizacio

Legyen A egy szimmetrikus métrix. Az A = LL” szorzatot, ahol L egy alulrdl triangularis
matrix, az A métrix Cholesky-faktorizicicjinak nevezzik.

Megjegyezziik, hogy a Cholesky-faktorizacid, ha létezik, nem egyértelmii. A koévetkez6 tétel
elégséges feltételt biztosit a Cholesky-faktorizacio 1étezésére.

5.6. tétel. Ha A pozitiv definit, akkor az A = LLT Cholesky-faktorizicid létezik, az L mdtriz
valds, és a fodtlogjdban pozitiv elemeket vdlaszthatunk.

Bizonyitas. Az A maétrix dimenzidja szerinti teljes indukcidval 1atjuk be az éallitast. 1 x 1-es
méatrixokra az allitds nyilvdnvals. Tegyiik fel, hogy (n — 1) x (n — 1)-es métrixokra teljesiil az
allitas, és legyen A n X n-es matrix. Az A matrixot particionaljuk a kovetkezd alakba:

_ y
A_(yT ann>’

ahol X egy (n — 1) x (n — 1)-es métrix, y egy n — 1-dimenziés oszlopvektor. A tételbol
kovetkezik, hogy X pozitiv definit. Keressiik az A métrix Cholesky-felbontasat az

A= (3 )& D ) 63

alakban. Itt L egy (n — 1) x (n — 1)-es alulrdl trianguldris matrix, ¢ egy n — l-dimenzi6s
oszlopvektor, d € R. Ha a matrixszorzast elvégezziik a particionalt matrixokon, akkor az
X =LL7, Lc = y, é cle+d®=an,

egyenleteket kapjuk. Az indukeciés hipotézis szerint az X = LL” egyenletnek létezik L €
R(=Dx(=1) alulrél trianguldris megolddsa, amelynek féatléjaban pozitiv elemeket valasztha-
tunk. Ebbol kovetkezik, hogy L nemszingularis matrix, igy az Lc = y egyenletnek is létezik
egyértelmii megolddsa. Legyen d egy (esetleg komplex) gydke a c’'c + d? = an, egyenletnek.
Ekkor az ([5.3]) Osszefliggés teljesiil. d pontosan akkor vélaszthaté pozitiv valés szémnak, ha
d?> = apn —c’'c > 0. Ha az (5.3) egyenlet bal és jobb oldaldnak determinansét vessziik, akkor a
det(A) = det(L)2d? ésszefiiggést kapjuk. Mivel A pozitiv definit, igy det(A) > 0 (lisd a
tételt). Ebbél kovetkezik, hogy d? pozitiv, azaz d valaszthaté pozitiv valés szamnak. d

4 =8 4
-8 17 —11 .
4 —11 22

matrix Cholesky-felbontdsat! frjuk fel a keresett felbontast:

4 -8 4 l11 0 0 111 121 l31
-8 17 —11 = l21 122 0 0 122 l32
4 —11 22 lsi l3o Iss 0 0 Is

A médszer a kovetkezd: elészor tekintsiik az elsé sor elsé elemére vonatkozé egyenletet: 4 = (2. Ezt
megoldhatjuk l11-re: a pozitiv megoldas l;; = 2. Ezutdn sorra irjuk fel az els6 oszlopban a f64tlé alatti
elemekre az egyenleteket: —8 = la1l11, 4 = l31l11. Ezeket meg tudjuk oldani egyértelmiien Iy és l3q-re:

5.7. példa. Keressiik meg a

log = —4, I31 = 2. Most nézziik a mésodik oszlop f84tléjaban levé elemet: 17 = 13, + 13,. Ennek pozitiv
megoldasa l3o = 1. Ezutdn a maéasodik oszlop féatléja alatti elemeket nézzikk: —11 = l31la1 + l32l29.
Ez megoldhaté l3o-re: l3o = —3. Végil a harmadik oszlop féatldjaban levd elemét tekintjik: 22 =

13, + 13, + 3. Ebbdl I35 = 3. Kaptuk tehdt, hogy

4 -8 4 2 0 0
-8 17 11 | = —4 1 0
4 —-11 22 2 -3 3

2 —4 2
0 1 -3 ).
0 0 3
O
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Az el6z6 példa altalanositasat a kovetkezoképpen fogalmazhatjuk meg:

5.8. algoritmus. Cholesky-faktorizacio

INPUT: A
OUTPUT: L

l11 <+ /a1

for i =2,...,ndo

lin < ai/lin
end do
for j=2,...,n—1do

. NIl g2
Ljj < \/ %ij 2 =1 Ly,

fori=5+1,...,ndo

lij — (aij - Z‘ljf;ll lel]k) /ljj

end do
end do
lnn — \/ann - Zz;% lik
output(l;;, i=1,...,n,j=1,...,1)

Az algoritmus mfiveletigénye n3/6+n?/2—2n/3 osztés ill. szorzés, n3/6—n/6 dsszeadds

ill. kivonas és n db gyokvonés.

Feladatok

1. Szamitsa ki a kovetkezd matrixoknak azt a Cholesky-faktorizaciojat, amelynél a féatloban pozitiv

elemek allnak:

16 -8 —12 4

(a) 8 8 4|, (b) )
12 4 35 —4

1 -1 -2 1 16

1 10 2 2 -8

(c) 2 2 2 8 |’ (d) 0
1 2 8 7 —4

2. Mutasson példat arra, hogy a Cholesky-faktorizacié nem egyértelmii!

3. Mutassa meg, hogy a
0 1
(1)

matrixnak nem létezik a Cholesky-felbontasal

-2
26

W = Ut 0o

—4
7 )
6
0 —4
1 3
10 =5
-5 7

4. Tgazolja, hogy a Cholesky-faktorizacié miiveletigénye n3/6 + n?/2 — 2n/3 osztas ill. szorzds és

n?/6 — n/6 osszeadds ill. kivonas!

5. Lassa be a tételre val6 hivatkozds nélkiil, hogy az tétel bizonyitdsdban szerepld X matrix

pozitiv definit!
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6. fejezet

Interpolacié
Adottak zg, x1, ..., T, € [a,b] paronként kiillonbéz6 pontok, tn. alappontok vagy osztépon-
tok, és hozzd tartozé yo, y1, ..., yn figgvényértékek. Az interpolacié alapfeladata a kovetkezd:

keresiink olyan, valamely adott fliggvényosztalybeli g fliggvényt, amely interpoldlja a megadott
pontokat, azaz teljesiti a
9(xi) = i, i=0,1,....n

egyenleteket. Az interpolacios feladat geometriai jelentése az, hogy olyan ¢ fiiggvényt keresiink,
amely valamely megadott tulajdonsidgokkal rendelkezik, és a grafikonja atmegy az (x;,y;) pon-
tokon.

Ebben a fejezetben el6szor ennek az dltalanos feladatnak elméleti és gyakorlati szempontbdl
talan legfontosabb esetével, a polinom interpolaciéval foglalkozunk, azaz feltessziik, hogy g
polinom. Al6.4] szakaszban ennek az interpoldcids feladatnak egy éltaldnositasit, az tin. Hermite-
interpolaciét vizsgaljuk, ahol nem csak fiiggvényértékeket, hanem derivalt értékeket is inter-
poldlunk. Térgyaljuk tovabbd a spline fiiggvényekkel (szakaszonként polinomokkal) torténd
interpolaciot is.

6.1. Lagrange-interpolacio

Tegyiik fel most, hogy a bevezetésben leirt interpolaciés alapfeledatban g(z) = co + c1z + cox? +
-+ 4+ cpa™ alakd. Ebben a képletben m + 1 ismeretlen szerepel, és az interpolacios feltételek
n + 1 egyenletet hataroznak meg. Természetes azt varni, hogy a feladatnak az m = n esetben
lesz egyértelmi megolddsa. Fogalmazzuk tujra a feladatot: Keresiink egy olyan L, legfeljebb
n-edfokl polinomot, amelyre

L (z;) = v, i=0,1,...,n. (6.1)

Ez a Lagrange-féle interpoldcios feladat. Megmutatjuk, hogy ennek a feladatnak mindig 1étezik
egyértelmii megolddsa. A feladatot teljesité L, polinomot Lagrange-féle interpoldcids polinom-
nak, vagy roviden Lagrange-polinomnak nevezzilk. Azt, hogy ilyen polinom létezik, konnyil
belatni: megadjuk L, explicit képletét az alappontok és az adott fliggvényértékek segitségével.
Definidljuk k£ = 0,1,...,n-re az

(@ —xo)(@ —w1) - (& — 1) (@ — Tppg1) -~ (& — )

lp(x) = 6.2
#) = G — o) ok — 21) -~ (on — 1)k — 1) - (o — 7] (62)
n-edfoku polinomokat. Az ly,...,I, polinomokat Lagrange-féle n-edfoki alappolinomoknak ne-
vezziikk. A polinom definiciéjabdl nyilvanvald, hogy
1, ha k =1,
(i) = { 0. ha k 2 i,

Ebbél kovetkezik, hogy az Ly (x) = > ;_, yelk(z) fiiggvény egy legfeljebb n-edfokd polinom, és
megoldasa a (6.1)) interpoldciés probléménak.
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Most belatjuk, hogy a Lagrange-féle interpolacids feladatnak csak egy megoldésa van. Tegytik
fel, hogy L, és L, mindketten legfeljebb n-edfoku polinomok és teljesitik a egyenleteket.
Definidljuk a P(z) = L,(z) — L,(z) fiiggvényt. Ekkor P is legfeljebb n-edfoki polinom, és
P(xz;) = 0 minden ¢ = 0,1,...,n-re, azaz P-nek n + 1 kiillonboz6 gyoke van. Ekkor viszont az
algebra alaptételébél kovetkezik, hogy P azonosan 0 polinom, azaz L, = L,. Belattuk tehat a
kovetkezo allitast:

6.1. tétel. A Lagrange-féle interpoldcids feladatnak létezik egyértelmd megolddsa, amely az

RN (z—z0)(z—21) - (2 — wp1) (T — Tpg1) - (& — )
Fnle) = kz::o (o — o) (wr — 21) - (2 — Tp—1) (@ — 1) - (@5 — T0) (63)

alakban adhato meg.

6.2. példa. Tekintsiik az

x| -1 1 2 3
v |3 1 3 29

alappontokat és a hozza tartozoé fiiggvényértékeket. Hatarozzuk meg az adatokhoz tartozé Lagrange-féle
interpolacios polinomot! Mivel négy alappont van, ezért harmadfoku Lagrange-polinomot keresiink. A

képlet szerint

(= 1D)(z—2)(z—3) n (x4 1)(z —2)(z — 3)
(-1-1D)(-1-2)(-1-3) (1+1)(1-2)(1-3)
(z+1D(z—1)(z—3) N 29(35 +1)(z—1)(z—2)
(2+1)(2-1)(2-13) 3+1)(3-1)(3-2)
=32% — 622 —z +5.

L3($) = -3

+3

|

Az x; értékekhez hozzarendelt y; értékeket altalaban természetes médon tekinthetjilk egy f
fiiggvény értékeinek az alappontokban, azaz y; = f(x;). Példdul lehet f egy fizikai mennyiség,
amelyet véges sok idopontban mértiink. Vagy lehet f egy matematikai modell megoldasa, ame-
lyet csak numerikus mdédszerekkel tudunk megoldani, és a megoldast, azaz az f fliiggvény értékét
csak véges sok pontban tudjuk megkapni, pontosabban a kozelité értékét megkapni. Vagy lehet,
hogy f egy olyan fiiggvény, amelynek képlete ill. kiszamitasi szabalya ismert, csak ,tul sok”
szamolast igényel f-et kiértékelni, igy csak néhany pontban szamoljuk ki f pontos értékét.
Mindharom esetben igény lehet arra, hogy f értékét kiszamoljuk, pontosabban megbecsiiljiik a
mar ismert véges sok fliggvényérték segitségével egy alapponton kiviili pontban is. Erre egyszert
modszer az, ha interpoldljuk a véges sok megadott pontot, és az interpoléciés polinom adott
pontbeli értékével (amit konnyti kiszamolni) kozelitjiik a kivant fliggvényértéket. Az interpolécid
kifejezést hasznéljuk abban az értelemben, hogy az interpolalé fiiggvényt (polinomot) szamitjuk
ki, de szokds interpolacion az interpolacids polinom segitségével torténé fiiggvényérték kozelitést
is érteni. Ez utébbi esetben ha az a pont, amelyben az f fliggvényt akarjuk becsiilni az
alappontok altal meghatdrozott intervallumon kiviil esik, akkor extrapoldciorol szokés beszélni,
interpoléacién szigordan véve azt értjiikk, amikor a megadott pont az alappontok koézott helyez-
kedik el.

6.3. példa. Tekintsiik az f(x) = cosz figgvényt a [—7, 7] intervallumon. A =, 0 és 7 illetve —m,—7/2,
0, m/2 és 7 osztépontokat hasznédlva meghataroztuk az Lo és L4 mésod- ill. negyedfoku Lagrange-féle
interpoldcids polinomokat. A polinomok és az f fiiggvény grafikonja a [6.1] dbran lathaté. Az &brabol
megéllapithatjuk, hogy az 5 osztépontot hasznalva f jobb kozelitését kapjuk, mint akkor, ha csak 3
pontot haszndlunk. Az is nyilvdnvalé ebben az esetben, hogy a [—m, 7] intervallumon kiviil a polinomok
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COs X

—2H

25 . 1 1 . . . 1 .
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

6.1. dbra. A cosz fliggvény interpolaciéja a —m,0,7 ill. a —mw,—n/2,0,7/2, 7w alappontokat
hasznélva

nem jé kozelitései az eredeti fiiggvénynek. O

A tétel bizonyitdsdhoz sziikségiink lesz a kovetkezd segédtételre.

6.4. tétel (Altalénositott Rolle-tétel). Legyen f € C™(a,b), a < z9 < x1--- < x, < b,
és tegyiik fel, hogy f(xo) = f(x1) = -+ = f(xn) = 0. Ekkor létezik olyan £ € (xo,xyn), hogy
M) =o.

Bizonyitas. A feltételek szerint f(xo) = f(z1) = 0, igy a Rolle-tétel tétel) szerint létezik
olyan m1 € (xo,x1), hogy f'(m) = 0. Hasonléan az [x1,z2], ..., [¥n—1,2y] intervallumokra
alkalmazva a Rolle-tételt kapjuk, hogy léteznek olyan ne € (z1,z2), ..., Mn € (Tn—1,x,) szamok,
amelyekre f'(n2) = -+ = f'(n,) = 0. Tekintsiik ezutdn az [n1,m2], . . ., [Mn—1, nn] intervallumokat.
Mivel ezek végpontjaiban f'(n;) = 0, ezért a Rolle-tétel szerint 1éteznek olyan 0y € (n1,12), ...,
0n € (Mn—1,1n) szamok, amelyekre f”(62) = --- = f”(6,) = 0. Ismételten alkalmazva a Rolle-
tételt, kapjuk, hogy f harmadik derivaltja n — 2 pontban, f negyedik derivéltja n — 3 pontban
stb., ™ pedig egy pontban egyenld nulldval. O

6.5. tétel. Legyen f € C"(a,b), x; € [a,b] (i =0,...,n) pdronként kiilinb6z6 alappontok és
yi = f(x;) (i=0,...,n). Legyen L,(x) az adatokhoz tartozé n-edfoki Lagrange-polinom. Ekkor
barmely x € [a,b]-hez létezik olyan & = &(x) € (x,x0, 21, ..., Ty) szdm, hogy

(n+1)
ARG

) @ )@ =@ (@ = ).

Bizonyitas. Ha x = x; valamely i-re, akkor az allitas nyilvanvaléan teljesiil. Rogzitsiink egy
x € (a,b) szamot, amelyre x # z; minden ¢ = 0,..., n-re, és tekintsiik a

U =20) (0= 2n) () 1, ()

(x — o)+ (x — )

9(t) = F(t) = La(t) —

fiiggvényt. Nyilvanvaléan g € C™"*L) és g(z) = g(zo) = g(x1) = --- = g(x,) = 0. Ekkor alkal-
mazva az altalanositott Rolle-tételt (6.4} tétel), kapjuk, hogy létezik olyan & € (x,xq,...,zy)
szam, hogy ¢("t1) (&) = 0. Mivel L,, n-edfoki polinom, ezért (n + 1)-edik derivéltja nulla, igy
(n+1)!
(x—x0) - (x—xp)

g ") = fOI(E) — (f(x) = Ln(z)).
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Ebbol a t = £ értéket véve adddik a tétel allitasa. d

Most tekintsiik azt a specialis esetet, amikor ekvidisztans osztopontokat hasznalunk, azaz
x; = xo +1ih. A tétel szerint az interpoldcié képlethibéja az

Mn+1

(@ = o) - (& — @) (6.4)

kifejezéssel becsiilhetd, ahol M, 1 = sup{|f"TV(#)|: t € [zo,z,]}. Tegyiik fel, hogy = €
(xg, Tk41) valamilyen 0 < k < n-re. Ekkor kénnyen ellenérizhetd, hogy

h2
@ =m0 (@ — )| < T
és igy
n B2 k-1 n
[l =zl < ZH@U—%‘) IT @i—=)
i=0 i=0 i=k+2
h2 k—1 n
< 7 @ =) I @i— )
i=0 i=k-+2
hn+1 k—1 ‘ n .
= - [[e+1-9 ] G-#)
i=0 i=k+2
hn+1
= (k- 1)ln— k)
hn+1
< n!

(Lasd a |l feladatot!) Ebbél és a (6.4) egyenl6tlenséghdl kovetkezik:

6.6. tétel. Legyen f € C"(a,b), z; = a+i(b—a)/n (i=0,...,n) ésy; = f(z;) (i=0,...,n).
Legyen z € [a,b]. Ekkor

My b—a i
@)~ Lao) < s (20)

ahol M, 41 = sup{|f"tV)(2)|: z € [a, b]}.

6.7. példa. Térjunk vissza a példédhoz! Az eléz6 tétel szerint minden z € [—, 7]-re
1 4 ) 1 /m\°®
(@) = Lo(@)| € 757° ~ 25839, & |f(@) = La(a)| < o (5) ~ 0.4782.

Természetesen a tétellel csak felsé korlatot kapunk a hibdra. A abran lathaté, hogy a tényleges
hiba ennél jelen esetben lényegesen kisebb. O

A kovetkezd eredményre sziikségiink lesz a[7] fejezetben. A bizonyitdst nem kozoljiik itt.
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6.8. tétel. Tegyiik fel, hogy f € C"2(a,b), a =x9 < --- < z, = b, és legyen

FUrr(E())

(n+1)! (z = o)+ (x = 2n)

az n-edfoki Lagrange-interpoldcid maradéktagja. Ekkor az x — fH)(&(z)) fiigguény folytono-
san kiterjeszthetd x = x;-re, differencidlhato minden x # x;-re, és

d 1
2 1) -~ f(n+2)
L) = — 5 D ()
d
alakd, aholn(x) € (xo, ..., Tn,x), tovdbbd d—f(”ﬂ)(f(a:)) is folytonosan kiterjeszthetd x = x;-re
x

(i=0,1,...,n).

Most kétvaltozos fiiggvények interpolacidjaval foglalkozunk réviden, annak is csak a legegy-
szerlibb esetével: feltessziik, hogy f egy téglalapon definidlt. Legyen f: [a,b] X [¢,d] — R, és
tekintsiik az [a, b] és [¢, d] intervallumok a = 29 < 1 < ... <zp=bésc=yo<y1 < ... < Ym =
d beosztasait. Legyen z;; = f(x;,y;), 1 =0,...,n, j =0,...,m. Ezen adatok interpolciéjira a
kovetkez6 fliggvényt hasznalhatjuk:

Ly m(z,y) ZZ’ZU (6.5)

=0 j=0

ahol [; ill. l~j aza=x9g<x1<...<xp=0bill. c=yy <y1 <...<ym = d alappontokhoz
tartozo képlettel definialt n ill. m-edrendl polinomok. Az igy definidlt L, ,, figgvény
teljesiti az Ly (xi,yj) = 2 Osszefliiggést minden 14, j-re. Ha z-et rogzitjiik, akkor Ly, ., (z,-)
egy legfeljebb m-edrendd polinom, és forditva, ha y-t rogzitjiik, akkor Ly ,(-,y) egy legfeljebb
n-edrendii polinom.

6.9. példa. Tekintsiik a kovetkezo fliggvényértékeket:

(miayj) (070) (170) (270) (072) (172) (2 2)

Alkalmazva az adatokra a (6.5]) formulat kapjuk az
z—1)(x—2 2 x2(z—2)y—2 2x(x-—1 2
Lorey) - 2E=DE=Dy=2 @-2y-2 a@-1y
0-—1)0-20-2 1(1-20-2 22-1)0-2
(z—1)(z 2)y+0x(x—2)g+2m(x—l)y
0—1)(0-2) 1(1-2)2 ""2(2-1)2
_ 1 2 + § 2 + § E 1 +2
Tt YTt TRt Tl
kétvaltozds polinomot. Ez x-ben méasodfoki, y-ban pedig elséfoki polinom. Az interpoldciés polinom
grafikonja a[6.2} dbrdn lathato. d
Feladatok

1. Szamitsa ki és abrazolja az alabbi adatokhoz tartoz6 Lagrange-féle interpolaciés polinomokat:

z]-1 0 2 4

T B R
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A\
AT
‘ RN e
] DRSS

COCCSSSST#
R ¢
o 4

15 0.5

6.2. dbra. Kétvaltozés Lagrange-interpolécié

(b) z; |01 04 13 25 28
y, | 1.2 0.2 -22 31 1.3

(c) z; [ -05 0.0 15 20 3.0 35
yi | -05 15 35 20 25 6.5

2. Léssa be a Lagrange-polinom képletének megaddsa nélkiil, hogy a (6.1)) egyenletrendszernek 1étezik

egyértelmi megoldasal

3. Legyen [;(x) (1 = 0,1,...,n) a (6.2) képlettel definidlt n-edfokd polinom. Mutassa meg, hogy

barmely z-re
> li(x) =1.
i=0

4. Tgazolja, hogy (k + 1)!(n — k)! <n! minden £k =0,1,...,n — 1-re!

5. Mi az a legkisebb n, amelyre a cosz fliggvényt minden = € [—m,7]-re 0.001-nél kisebb hibaval
lehet kozeliteni az L, (x) interpolécids értékkel, ha ekvidisztdns osztépontokat haszndlunk a [—, 7]

intervallumon?

6. Szamitsa ki és abrazolja az alabbi adatokhoz tartozé Lo o kétvaltozés interpolédciés polinomot:
(zsy;) | (0,0) (0,1) (0,2) (1,O) (1,1 (1,2) (2,00 (2,1) (2,2)
Zij 3 1 0 2 -1 0 2 3 1

6.2. Osztott differenciak

Adott egy f: [a,b] — R fliggvény és z; € [a,b] (i = 0,...,n) paronként kiilénboz6 alappontok.
Ekkor az f figgvény z¢ pontbeli nulladrendd osztott differencidjdin az flxo] = f(xo) szdmot
értjuk. Az f fliggvény xg,x1 pontokra felirt elsérendd osztott differencidjin az

flaa] = flwo]

f[l'o,xl] =
Tr1 — X0

szamot értjiik, (azaz flro,z1] = W)

pontokra felirt n-edrendd osztott differencidjin az

Altaldban pedig, az f figgvény xg,x1,...,Tn

f[l'l,l'Q,---,-Tn] - f[$07$17---7xn—1]

f[l’o,l‘l,. . 'axn]
Tn — X0
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6.2. Osztott differenciak 109

szamot értjik. Megjegyezziik, hogy nem tettiik fel, hogy az alappontok névekvd sorrendben
rendezettek.

6.10. tétel. Legyenek x; (i =0,1,...,n) pdronként kilonbozé alappontok. Ekkor

f[l‘o,l’l,...,xn] :Z f(xz)

i—0 (xz - xO) ce (l’z — $i—1)(xi — xi—&-l) ce (% _ xn) )

Bizonyitas. n-szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk az allitast. n = 0-ra az allitas nyil-
vanvals. (Ebben az esetben a nevezében ,iires szorzat” &ll, ez definicié szerint 1-gyel egyezik
meg.) Tegyiik fel, hogy n-re teljesiil az allitds, és tekintsik flxg,x1,...,Tp41]-€t. Az osztott
differencidk definicidja, az indukcids hipotézis és egy kis szdmolds alapjan:

f[i(](),l'l, cee ,.%'n+1]
f[{L‘l,{L‘Q, e ,iL'n_H} — f[xg,xl, . ,J}n}
Tn+1 — X0

B 1 n+1 f( z)
" Zpg1 — To {Z (zi —x1) - (2 — zi—1) (T — @iv1) - (T — Tpgr)

i=1
% (i)
Z i — o) (@ — o) (@i — Tig1) - (T —wn)}
= 1 { f(@n1) _ f(@o)
xn+1 —xo | (Tny1 —21) - (Tpg1 —2n) (o —21) -+ (20 — Tp)

f (i)
* Z i —x1) (T — wio1) (X — Tig1) - (@ — )

(o))
Ti — Tp+1 Ti — X0

n+1
_ f ()
- ZO (i — o) -+ (x5 — xim1) (@i — @ig1) - (T — Tpg1)’

i=

amibdl, a teljes indukcid elve szerint, kovetkezik a tétel allitasa. O

Az el6z6 tétel allitdasabodl kovetkeznek:

6.11. kovetkezmény. Az osztott differencidk az alappontok sorrendjétdl figgetlenek.

6.12. kovetkezmény. Ha f folytonos, akkor az osztott differencia az alappontoktol folytonosan
fiigg.

Tegyiik fel, hogy f differencidlhaté fiiggvény. Az utébbi kdvetkezmény szerint az xp +—
flzo,x1] fuggvény folytonos ha x1 # x¢. Vizsgdljuk meg, hogy létezik-e a limy, 5, f[xo, z1]
hatarérték! Az elsérendii osztott differencia definicigjat és f differencidlhatosagat hasznalva

lim flzg,z1] = lim fz1) = f(zo)

x1—T0 T1—x0 Tr1 — X0

= f'(wo)-
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Ezért az els6rendii osztott differencidkat egyenld alappontokra a kévetkezéképpen definialjuk:

flxo, xo] = f/(x0).

Ezzel a definiciéval az x1 — f[zo, 1] fliggvényt folytonosan terjesztettiik ki x; = xp-ra. Maga-
sabbrendi osztott differencidk egyenld alappontokra kiterjesztésével a kovetkezd szakasz [6] és[7]
feladatai foglalkoznak.

Feladatok

1. Széamitsa ki a kovetkezo osztott differencidkat:
(a) flwo,x1,22,x3], ahol z; = i, f(x) = 22,
(b) flzo,x1,x2], ahol z; = 0.2, f(x) = sinwz,
(¢) flzo,xo], ahol zg =0, f(x) =sinz.

2. Legyen f € CY(a,b), és xg,x1 € (a,b), 19 # 1. Bizonyitsa be, hogy létezik olyan & € (zq,z1),

hogy
flzo, z1] = f/(&)!

3. Legyen zg < 1 < 3 < x3 €8
P(z) = ap+ a1(x — xg) + az(x — zo)(x — 1) + az(x — zo)(z — z1) (x — 2).
Léssa be, hogy

ag = Plxo), a1 = Plzg,z1], a2 = Plxo,x1,22|, és a3 = Plxg,z1,22,23]!

6.3. A Lagrange-féle interpolacios polinom Newton-féle alakja

A képletnek van egy kellemetlen hatranya: 14j osztopont felvételekor teljesen tujra kell
szamolni a kifejezést. Ezt a hidnyossagot kiiszoboli ki a Lagrange-polinom egy masik alakja,
az un. Newton-féle alak. Tegyiik fel, hogy az f fliggvényt akarjuk interpoldlni, azaz y; = f(x;).
A Lagrange-féle interpolacids polinom Newton-féle alakjanak levezetéséhez induljunk ki az

Ln(x) = Lo(x) + (L1(z) — Lo(#)) + (L2(2) — L1(2)) + - - + (Ln(2) = Ln-1())

osszefiiggésbél. Definicié szerint Lo(x) = f(xg) konstans fliggvény. Vizsgaljuk most az L;(z) —
L;—1(z) kiilonbséget! L; — L;—1 egy legfeljebb i-edfoku polinom, és mivel L; és L;_ is teljesitik
az interpolacids egyenletetet xo, ..., x;_1-ben, ezért L;(x;) — Li—1(z;) = f(zj) — f(z;) =0
(j=0,1,...,i—1). De ekkor az algebra alaptétele szerint L; — L;_; alakja:

Li(z) = Li-1(z) = ai(® — x0)(x — x1) -+ (¢ — i-1),

ahol a; € R. Ha ebbe a reldciéba = = x;-t helyettesitiink és hasznaljuk L;_;(x;)-re a (6.3)
képletet, kapjuk, hogy

i—1

flxg) — Zf(xk) (i —w0) -+ (i — Tp—1) (@i — Thy1) -+~ (T — xi1)

(xp —20) - (w — Tp—1) (T — Thg1) -~ (T — Ti—1)

= ai(xi — 1‘0) s (.’Bz — -sz'—l)-

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem
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Ebbél a;-t kifejezve
f () 1

YT im0 (@i—mi1) (@ —w0) - (i — Ti)

. i fzr) (i —x0) -+ (i — Tp—1) (g — Tpg1) -+ (T — xi—1)

(xr —@0) -+ (@ — Tp—1) (T — Tpg1) -+~ (T — 2i—1)

_ i f(xr)

e (.CCk — xo) .. (q;k — .Cck_l)(a:k — [[‘k+1) Ce (afk _ xz)
= [flxo,x1, .. i,
Osszefoglalva az eddigieket, a Lagrange-féle interpoldciés polinomot megadhatjuk az

Ln(x) = flwo] + flzo, z:1](z — o) + flwo, 21, 32](x — o) (x — 21) + -
+ flzo,z1,. .. xn)(z — zo)(z — 21) -+ (T — Tp—1) (6.6)

képlettel is. Hangstlyozzuk, hogy ez ugyanaz a polinom, mint , csak egy masik alakban
felirva. A formulaval definidlt polinomot nevezziik a Lagrange-féle interpoldcios polinom
Newton-féle alakjdnak vagy réviden Newton-polinomnak.

A (6.6) képletbdl leolvashaté ennek a formulanak az elénye a képlethez viszonyitva.
El6szor is, Uj osztopont hozzavételével a képlet kényelmesen bévitheto egy 1j taggal:

Lyi1(z) = Lp(z) + flro,z1, -« .y Zpp1](x — ) -+ - (2 — ).

Fontos elény még az is, hogy a alakban felirt polinomot konnyen kiértékelhetjiik a Horner-
elrendezés segitségével. Ebbol az alakbdl rogton leolvashaté a polinom fokszama is. Ha pl.
flzo,z1,...,x,] # 0, akkor a polinom n-edfokd. A @L algoritmusban megadtuk a Newton-féle
interpolacidés polinom egyiitthatéinak, azaz az a; = flxo,..., ;] értékek kiszamitasat, a
algoritmusban pedig a Newton-polinom kiértékelését Horner-eljarassal.

6.13. algoritmus. A Newton-polinom egyiitthatéinak generalasa

INPUT: n - az alappontok szama — 1
x;, (1=0,1,...,n) - alappontok
yi, (1=0,1,...,n) - fliggvényértékek
OUTPUT: a;, (:=0,1,...,n) - a Newton-polinom egyiitthatdi, ahol a;
az i-edfoku tag egytitthatéja

for : =0,1,...,n do

a; < Yi

end do

for j=1,2,...,ndo
fori=n,n—1,...,5 do

a; < (a; — a;—1) /(i — Ti—j)

end do

end do

output(ag,ai,...,an)

Megjegyezziik, hogy a [6.13] algoritmust gy szerveztiik, hogy a Newton-polinom felirdsa
kozben szamolt osztott differencidk koziil csak az egylitthatokhoz sziikségeseket Grizziik meg a
szamolas végéig.
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6.14. algoritmus. A Newton-polinom kiértékelése

INPUT: n - az alappontok szama — 1
x;, (1=0,1,...,n) - alappontok
ai, (1=0,1,...,n) - a Newton-polinom egyiitthat6i
x - a pont, ahol kiértékeljik a Newton-polinomot

OUTPUT: y - a Newton-polinom értéke z-ben

Y < ap

fori=n—-1,n—-2,...,0do

y < y(z—x) + a;
end do
output(y)

Kézi szamolaskor az osztopontokat, a megadott fiiggvényértékeket és a szamitott osztott
differencidkat érdemes a tablazatban lathaté mddon egy haromszog alaku tablazatban
elrendezni. A tabldzat els6 két oszlopdban szerepld szamok input adatok, a tablazat tobbi elemét
szamoljuk a téle balra allé és az a folotti eggyel kisebb rendii osztott differencidk kiilonbségét
osztva megfelel x; értékek kiilonbségének hanyadosaként. A tablazatban a bekeretezett szamok
fogjak adni a képletben szerepl6 egyiitthatdkat.

6.1. tablazat. Osztott differencidk elrendezése kézi szamolaskor

zo | f(wo)

vy f(x1) ’f[l"o,:tl]‘

2 f(x2)  flr1, 22 flzo, x1, 2]

z3  flzs)  floo, 23 flz1, z2, 3]

T f(l'n) f[xnflamn] f[xnf%xnflaﬁn] ‘f[xO)xly"'axn]‘

6.15. példa. Tekintsiik djra a példat. Adjuk meg L3(x) Newton-féle alakjat, majd szamitsuk ki
L3(0)-t! Képezziik a Newton-polinom felirdsdhoz sziikséges osztott differencidk tablazatét:

-1 -3

1 1 2

2 3 2 0
3 29 26 12 3

Ebbdl kapjuk, hogy
Li(x)=-3+4+2(x+1)+3x+1)(x—1)(z—2),

és igy L3(0) = —3+2-1+3-1(—1)(—2) = 5. Természetesen egyszerfisitve L3 képletét visszakapjuk a[6.2}
példdban kiszdmolt L3(x) = 323 — 622 — z + 5 képletet. g

Most az interpoldcié képlethibajaval foglalkozunk djra. A szakaszban megéllapitottuk,
A (3]
(n+1)!
természetesen érvényes a Newton-alakban felirt interpolacids polinomot hasznalva is, de itt

megadjuk a képlethiba egy masik alakjat is.

hogy a kozelités hibdja az (z —xo)(x — 1) - - (x — x,) alakban irhaté fel. Ez a képlet
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6.16. tétel. Legyenek xz; € (a,b) (i =0,...,n) pdronként kilonbézé alappontok és y; = f(x;)
(i=0,...,n). Legyen L,(x) az adatokhoz tartozdé n-edfoki Lagrange-polinom. Ekkor

f(x) = Lu(2) + flzo, 21, - s T, @) (2 — 20) (x — 21) - -+ (T — Tp).

Bizonyitds. Rogzitsiink egy = € (a,b) szdmot amely nem egyezik meg egyik alapponttal
sem. (Ha z = x; valamely i-re, akkor az &llitds nyilvanvald.) Vegyiik z-et az alappontokhoz és
rendeljiik hozzd az f(x) fliggvényértéket. Legyen L,y a kibévitett adatokhoz tartozé Lagrange-
polinom. A Newton-polinom definiciéja szerint

Lpt1(t) = Ln(t) + flxo, z1, ..., Tp, 2] (t — 20) - - - (E — @p).

Ebbél t = z-et véve kovetkezik az &llitas, hiszen f(x) = Ly41(x). O

Az interpoldcié képlethibdjanak a[6.10] tételben kozolt alakja els6sorban elméleti jelentdségl,
hiszen f|xo,...,2n, x| kiszdmitdsdhoz f(z) ismerete is kell. Fontos viszont a tétel kovetkezmé-
nye. Ha Osszehasonlitjuk az el6z6 tétel allitasat a tételével, akkor rogton kapjuk a kovetkezo
eredményt:

6.17. kovetkezmény. Ha f € C"(a,b) és x; (1 =0,...,n) pdronként kilonbozd alappontok,
akkor létezik olyan & € (xg,x1,...,xy), hogy

Flao, a1, o] = O E)

Feladatok
1. Ismételje meg a[6.1] szakasz[I] feladatdt a Lagrange-polinom Newton-féle alakjat haszndlval
2. Igazolja, hogy ha P egy n-edfoku polinom, akkor
n i—1
P(I) = ZP[IO,...,.TZ'] H(l’-l’k)

i=0 k=0

3. Legyenek zq,...,x, paronként kiilonboz6 szamok. Igazolja, hogy ha P egy m-edfokt polinom,
akkor P[zg,...,z,;,] =0 minden m > n-re!

4. Mutassa meg, hogy ha f(z) = co + c1z + -+ + ¢cpa™, akkor ¢, = flxo, x1,..., 2]

5. Bizonyitsa be, hogy
L wo g g_i f(xo)
1 2z 22 77 f(x1)
1 2 n'—l
f[‘TOamla ,l’n] = Tn xn2 xnn—l f(aizn) !
1 =z xj T g
1z 22 oty
1 oz, 22 - an7l o an
6. Mutassa meg, hogy
. S (o)
lim TQyT1yeeey L] =
(z1,22,...,Tn )= (T0,Z0...,T0) f[ 0t ’ n] nl

(Utmutatés: Hasznélja a kévetkezményt!)
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7. Legyen f € C?. Definialjuk a kdvetkezd osztott differencidkat:

flzo,zo,x1]) = lUm  flzo, x2,z1],  flzo,z1,20] = lim  flzo, x1, z2,
To—rTo T2
és )
i I (zo
flz1,xo,mo] = lim  flxy, xo, x2], Flwo, zo, xo] = ( )!
To2—>T0 2

Mutassa meg, hogy az elébbi hatarértékek léteznek, és az igy definidlt masodrendi osztott diffe-
rencidk megdrzik a paronként kiilonb6z6 alappontokra felirt osztott differencidk szokasos tulajdon-
sagait:

(a) flzo, z0,a] = L0 @1l = Flwo 2ol

1 — Xo
(b) f[‘rlax()axo] = f[xo’xO] — f[xhx()]a

To — 1
(¢) flzo,zo,z1] = flwo, w1, 70| = fl21, %0, T0],
(d) lim f[$071'1,1'2] = f[x0,$071'0],

(Zl,wg)ﬁ(lo,wo)
(e) Létezik olyan § € (zo, 1), hogy flzo, o, 21] = f"(£)/2.

8. Ellenérizze, hogy a algoritmus valéban visszaadja a Newton-polinom egytitthatéit!

6.4. Hermite-interpolacio

Ebben a szakaszban az interpolacié alapfeladatat mddositjuk. Legyen adott egy f differenci-

alhat6 fliggvény, és osztépontoknak egy x; (i = 0,...,n) véges sorozata. Az un. Hermite-féle
interpoldcids feladatban azon kivil, hogy az y;, = f(x;) fiiggvényértékeket interpolaljuk, az
Y = f'(x;) derivélt értékeket is szeretnénk interpoldlni. Kerestink tehdt egy olyan g(z) =

co+ x4 -+ + ¢px™ polinomot, amelyre
9(xi) = yi, q (zi) = i, i=0,1,...,n

teljesiil. A feladat geometriai jelentése az, hogy olyan polinomot keresiink, amelynek grafikonja
a megadott irdnyokban megy &t az adott (x;,y;) pontokon, azaz az érintGjének iranytangense
megegyzezik az y) értékekkel. A g fiiggvény képletében m + 1 db paraméter szerepel, az el6zé
feltételek 2(n+1) egyenletet hataroznak meg, igy azt varjuk, hogy m = 2n+ 1-edfokid polinomok
kozott taldlunk egyértelmii megolddsat az Hermite-féle interpoldcids problémédnak. A kévetkezo
tételben ezt be is latjuk. Az Hermite-féle interpoldciés probléma megoldasat Hermite-féle
interpoldcids polinomnak vagy roviden Hermite-polinomnak nevezziik, és Hay,y1-gyel jeloljtik.
A kovetkezd tételben sziikségiink lesz olyan magasabbrendii specidlis osztott differencidkra,
ahol az egymds utdn kovetkezd két alappontok megegyeznek: flxo, o, x1, 21, ..., Ty, Ty], ahol
o, T1,...,Ty paronként kiilonboznek. FEzeket az osztott differencidkat a szokasos rekurziv
definiciéval értelmezhetjik eggyel alacsonyabb foku osztott differencidk segitségével:

flxo, 1,21, ..., &0, Tn] — flzo, 0, 1,21, .. ., Zp]
In — X0

f[I'O,LIZ‘O,LU]_,.’E]_,. . .,xn,xn] -

Az alacsonyabb foku osztott differencidkat is ehhez hasonléan definidljuk, és ezt folytathatjuk
egészen addig, amig vagy kiilénbo6z6 vagy egyenld alappontokra felirt elsérendii osztott differen-
cidkig nem jutunk vissza, amelyeket mar definidltuk a szakaszban.
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6.18. tétel. Az Hermite-féle interpoldcids feladatnak létezik egyértelmi megolddsa a legfeljebb
(2n + 1)-edfoki polinomok korében, amelyet a

Hap ()
= flwo] + flwo, o] (z — wo) + f[z0, x0, 21](2 — x0)”
+ flzo, zo, z1, 1] (& — 20)*(x — 1) + flzo, T0, 1, 71, T2) (T — o) (z — x1)?
+ flzo, o, 21, 21, T2, 2] (x — 20)*(x — 21)%(x — 29) + - - - (6.7)
+ f[$0,$0,$1,$1,---7$n71hJ(17—'$0)2($ _'$1)2"'(x‘_irn41)2(x‘_'$n)
alakban adhatunk meg. Tovabbd a kozelités képlethibdja
f(x) = Hopi1(z) = flxo, o, - -, Tny Ty ) (2 — 20)% -+ - (2 — )% (6.8)

Bizonyitas. El6szor vizsgaljuk az Hermite-polinom egyértelmiiségét. Tegyiik fel, hogy Hop 1
és Hopt1 legyfeljebb (2n + 1)-edfokid polinomok, amelyek teljesitik az Hermite-féle interpolacids
feltételeket. Ekkor P = HQnH—lEIQnH is egy legfeljebb (2n+1)-edfoku polinom, amelyre P(z;) =
Honi1(2i) —Hans1 (@) = f (@)= f(@i) = 0, és P'(2;) = Hyp, (i) = Hypy o (23) = (@) — f/ (i) =
0, azaz x; kétszeres gyoke P-nek minden ¢ = 0,1,...,n-re. P-nek van tehat 2(n +1) = 2n + 2
gyoke, amibdl koévetkezik az algebra alaptétele szerint, hogy P azonosan 0 polinom, hiszen P
legfeljebb (2n + 1)-edfokd. Ebbdl kovetkezik, hogy az Hermite-féle interpolécids feladatnak
legfeljebb egy (2n + 1)-edfoku megoldasa lehet.

Most belatjuk, hogy a keplettel definidlt Hs,41 polinom megoldasa az Hermite-féle
interpolacids feladatnak, és telJe51t1 a ) hibaformulat. Direkt szamolassal rogton kapjuk,
hogy Hopt1(xo) = f(xo) és Hy, 1 (x0) = f[:co,xo] 1/ (xg). Kovetkezd 1épésként beldtjuk, hogy
Hopi1(x1) = f(x1) és H2n+1(331) = f'(x1) is teljesiil. Ehhez vdlasszunk olyan z;-hez kozeli
Z; szamokat, hogy {x;,&;: i = 0,1,...,n} paronként kiilonbozdéek legyenek, és legyen Loy i1
ezekhez az alappontokhoz tartozo, f-et 1nterpolalo Lagrange-féle interpolaciés polinom. Ekkor

Lopti(z) = flzo] + flwo, mo](x — @0) + flzo, 20, 21](x — 20)(z — ()
+ flzo, 20, 21, 21 ](w — o) (2 — 2p)(x — 1) + - -
+ flzo, 26, 21,2, - oy Ty (. — o) (w — 23) -+ (T — Tp1)

(2 — 25, 1) (@ — 2),
és
f(@) = Lont1(2) + flzo, 20, - - Ty T, 2] (2 — 20) (2 — 20) -+ (2 — @) (2 — 27,).
Lopt1 és Hopyq definicigjabdl és az osztott differencia folytonossagabdl (lasd a (3| feladatot)
kapjuk, hogy minden z-re

Lopni1(x) = Hopy1(x) ha (z(,2,...,20) — (x0, 21, ..., 70), (6.9)
és igy
f(z) = Hapt1(x) + flxo, o, 1, %1, .., Tny Ty ) (T — .TU0>2(£L‘ — x1)2 (= iL'n)Q.

Ez igazolja a Osszefiiggést. A Lagrange-féle interpolaciés polinom egyértelmiiségébdl kovet-
kezik, hogy ha g, x, és z1, x| sorrendjét felcseréljiik, az interpolaciés polinom nem fog véltozni,
azaz,

= flea] + fler, 2] (@ — @) + flon, 27, 2o)(w — 21) (x — 27)

+ flor, 27, w0, 2] (@ — 1) (2 — @) (2 — o) + -+
+ flz1, 24, zo, 2y, w2, T o T, 2] (2 — 21) (7 — 7)) (2 — 20) (0 — ()
Nz —wo)(x — ) (x—wn—l)(ﬂ«"—xn 1)@ = n).
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7

Ebbdl viszont kapjuk, mindkét oldal hatarértékét véve, ha (xf, 2}, ..., z)) — (o, x1,...,Tp), és
haszndlva a Osszefliggést és a hatarérték egyértelmiiségét, hogy

Hopy1(2)
= flz1] + fle1, 21)(z — 21) + flzy, 21, mo)(z — 21)?

+ fla1, w1, 20, wo] (x — 1) (2 — m0) + fl1, 21, 0, T0, T2 (T — 21) (T — T0)?
+ flw1, w1, 20, 20, T2, T2) (T — 21)* (T — 20)* (2 — T2) + - -
+ flz1, 1, o, 0, T2, T2, . . .y Ty ) (T — xl)Q(x — xo)Q(m — x2)2

v —zp1) iz — )
alakban is felirhaté. Ebb6l viszont nyilvdnvald, hogy Hanq1(x1) = f(x1) és Hy, g (x1) =

f'(z1). Ehhez hasonléan lathaté be, hogy Honi1(zi) = f(x5) és Hy, 1 (x;) = f'(x;) teljesiil
1=2,3,...,n-reis. O

6.19. tétel. Legyen f € C?"*2. Ekkor létezik olyan & € (xg,x1,...,7n,2), hogy

FE2(E)
(2n + 2)!

2

f(x) — Hopy1(z) = (x —x0)% ... (z — x,)°

Bizonyitas. A bizonyitas hasonlé a tétel bizonyitasdhoz. Legyen x egy osztépontoktol
kiilonbo6z6 rogzitett szam, és definidljuk a

(z—20)% -+ (2 — xp)?

9(2) = f(2) = Hant1(2) — (f(xz) — Hopy1(x))

(= m0)?- -+ (z — ap)?

fiiggvényt. Nyilvan g € C?"12, és x,...,, kétszeres gyokei, x pedig egyszeres gycke g-nek.
Ezért az altaldnositott Rolle-tétel tétel) szerint létezik olyan & € (zg,x1,...,Zn,x), hogy

g2 (£) = 0. Ebbél pedig kovetkezik a tétel allitdsa. o

A Osszefiiggést és a tételt Osszehasonlitva rogton kapjuk:

6.20. kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy f € C*"2 ésx., xq, ..., x, pdronként kilonbozd szdmok.
Ekkor létezik olyan £ € (xg,1,...,Zn, ), hogy

f(2n+2) (g)

flzo,xoy .-y Tn, Tp,x] = Gni2)

Kézi szamoldskor a képlethez sziikséges osztott differencidkat a tablazat segitségével
szamolhatjuk ki. Megjegyezziik, hogy ez a tablizat nagyon hasonlit a tablazathoz. A
kiilonbség az, hogy minden alappont és a hozza tartozé fliggvényérték kétszer szerepel benne, és a
harmadik oszlopban az azonos alappontokra felirt elsérendii osztott differencidk is elére adottak,
a megadott derivalt értékkel egyeznek meg. A tablazat tobbi elemét ugyanigy szamitjuk, mint
a tablazatban. A bekeretezett szamok fogjak adni a képletben szereplo egyiitthatokat.
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6.2. tablazat. Osztott differencidk elrendezése kézi szamolaskor

zo | f(zo)
zo  f(wo)
1 f(z1)
1 f(n

6.21. példa.

Keressiikk meg az adatokat interpolalé Hermit-féle interpolaciés polinomot!

tablazatot:

| fwo, z0]
flzo, z1] flzo, o, 1]
fler, 1] flxo, x1, 1]

f[l'n—.la xn] f[xn—la J'Un—la xn]

f[-rn,ﬁn] f[xn—lyxnal‘n]

Tekintsiik a kovetkezé adatokat:

1
1

1
1
2
2

e
vi | 2 4 11
v, |3 5 30

o R NN

1
11

1

7

-1

-3 -1
125
23 11

‘f[$0,1'0,$1,551 . '7$n7xn]‘

2
2

0

Készitsiik el a kovetkezo

(A harmadik oszlopban bekereteztiik az inputként megadott derivélt értékeket.) Az Hermite-polinom

tehat

Hs(z)=2+3@x+1)— (2 + 12— (z+ %@ — 1)+ 2z + 1)*(x — 1)* = 22" — 23 — 62% + 20 + 7,

azaz Hsy jelen esetben egy negyedfoku polinom.

Feladatok

O

1. Szamitsa ki és dbrazolja az alabbi adatokhoz tartozé Hermite-féle interpolécids polinomokat:

(a)

2. Bizonyitsa be, hogy ha

]2 -1 0 1
v | 4 1 14 -35
gl [ -1 -2 43 -394

P egy legfeljebb (2n + 2)-edfokd polinom, x; (i = 0,1, ...

(b)

z]-1 0 2 3
y | 1 2 64 -19
y [ 3 1 111 -301

,n) paronként

kiilonboz6 alappontok, és Ha,i1 a P-hez és az alappontokhoz tartozé Hermite-polinom, akkor
P(z) = Hopq1(z) minden z-re!
3. Legyen f € C'. Bizonyitsa be, hogy

lim

(zg,x -zt )= (20,21, ,%n)

és

lim

f[x()vxé)al'l»x/la ..

(g5l )= (X0, Tn—1)

f[.’L'07.’E67.’L'1,$/1,..

f[anl‘O;xlaxlw-
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4. Legyen ig,i1,...,in a 0,1,... n véges szdmsorozatnak egy atrendezése. Lassa be, hogy ekkor
f[IOaIOaxlvxh cee 7xnazn] = f[xioaxioaz’ilvxim' <. 7Iin7xinM

5. Az Hermite-interpolacids feladatot altaldnosabban is meg lehet fogalmazni: az i-edik osztépontban
a fluggvényérték és az elsé k; derivalt érték adott, amelyeket interpolalni szeretnénk. Erre a
feladatra konnyen altaldnosithaté az ebben a szakaszban targyalt mddszer. Illusztralasként te-
kintsiink most egy konkrét, egyszerti feladatot: adott két osztépont, zg és x,, és egy f € C3
fliggvény. Keresiink egy olyan minimalis fokszamu polinomot, amelyre

H(zo) = f(zo), H'(zo)= f'(z0), H"(w0)=f"(z0), é H(x1)= f(z1).
(Itt ko = 2 és k1 = 0.) Léssa be, hogy a feladat megolddsa a

H(z) = flzo] + flwo, mo)(x — x0) + flwo, T0, %o](x — x0)* + f[w0, T0, %0, 21](z — 20)°
legfeljebb harmadfoki polinom!

6.5. Spline interpolacio

Legyen a = zg < 1 < ... < x, = b az [a,b] intervallumnak egy felosztdsa. Az S: [a,b] — R
folytonos fliggvényt az {x;} osztépontokhoz tartozé k-adrendi spline fiiggvénynek nevezziik, ha
S € C*1(a,b), és S megszoritidsa minden [z;, ;1] intervallumra egy k-adrendii polinom. Az
elsérendli, masodrendii ill. harmadrendii spline fliggvényeket linedris, kvadratikus, ill. kubikus
spline fiiggvényeknek is nevezziik.

A legegyszerilibb, és igy a gyakorlatban igen gyakran haszndlt interpolaciés médszer linedris
spline-okkal interpoldlja a megadott adatokat. Geometriailag ez azt jelenti, hogy a megadott
(i, y;) pontokat szakaszokkal kotjiikk Ossze. A linedris spline interpolacidval elkovetett hiba
becslésével a2 feladat foglalkozik.

A lineéaris spline interpoldcié hatranya az, hogy az interpoldciés fiiggvény nem sima, azaz
nem differencidlhaté. Ezt a hatranyt kikiiszoboli a harmadrendii spline interpolacié. Ekkor
az interpoldcids fliggvény kétszer folytonosan differencidlhaté lesz, ami a gyakorlati alkalmaza-
sokndl tobbnyire elegendd. A szakasz héatralevo részében a harmadrendii spline interpolédciéval
foglalkozunk.

Adott osztépontoknak egy a = 29 < 1 < ... < x, = b, és hozza tartozd yo,y1,---,Yn
fliggvényértékek véges sorozata. Keresiink egy olyan S harmadrendl spline fiiggvényt, amely
interpolalja a megadott adatokat, azaz

S(:Ei):yi, z':(),l,...,n.

Jeloljiik S;-vel az S fiiggvény [z;, x;+1] intervallumra vett megszoritdsat (i = 0,1,...,n —1). A
feltevés szerint S interpolélja az (x;,y;) pontokat és kétszer folytonosan differencidlhaté, ezért
az 5; fiiggvények teljesitik a kovetkezo feltételeket:

Si(xi) = i, i=0,1,....,n—1, (6.10)
(LEZ+1) = Yi+1, i:(),l,...,n—l, (611)
Si(ziv1) = Sig(zig), i=0,1,...,n—2, (6.12)

SU( Z+1) = S’Z/—‘,—l(xiJrl)’ 2.2071""7”72' (613)

Mivel minden egyes S; fliggvényt 4 paraméter hataroz meg, igy 0sszesen 4n paraméter definidlja
S-t. A — feltételek szama viszont csak 4n — 2, ezért a feladatnak igy nem egyértelmi
a megoldédsa. Ezért varhatéan még két feltételt megadhatunk, és ettol remélhetéen egyértelmii
megoldast kapunk. Egy gyakran haszndlt feltétel a kovetkezd:

S (xp) =0 és " (xn) =0. (6.14)
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A (6.10))—(6.14]) feltételekkel definialt kubikus spline fliggvényt természetes spline fliggvénynek
nevezzilk. Belatjuk, hogy az interpolédcids feladatnak pontosan egy természetes spline fliggvény
megolddsa van. Vegyiik fel S;-t a kovetkezd alakban:

Si(x) = a; + bi(x — x;) + ci(@ — x)* + di(x — x;)?,
ahol a;, b;, ¢; és d; (1 =0,1,...,n — 1) meghatarozand6 paraméterek. Ekkor

Si(z) = b+ 2¢i(x —z) + 3di(x — x;)?,
S'(z) = 2¢i+6di(z— ;).

Ezekbdl az osszefiiggésekbdl rogton kovetkezik
a; :Sl(xz) = Y, bz‘ :Sé(l’l) és C; :Sél(azi)/Q, izO,l,...,n—l. (615)

A (6.15]) Osszefiiggések segitségével definidlhatjuk az a,, b, és ¢, konstansokat is (amelyekre
késébb sziikségiink lesz):

an = Yn, by = S (x,) és cn=8"(xy)/2. (6.16)

(A (6.16) képletekben a derivaltak bal oldali derivéltakat jelentenek.) x = x;41-t behelyettesitve
S; képletébe és a (6.11)) egyenletet, valamint az a; = y; Osszefiiggést hasznédlva kapjuk

Yi + bi(Tis1 — 2) + ci(ip1 — 23)* + di(@igr — 23)® = Y1

Vezessiik be a Ax; = x;401 — z; és a Ay; = ;411 — y; jeloléseket. fgy

biAz; + ci(Az;)? + di(Az;)* = Ay;,  i=0,1,...,n— 1. (6.17)
A (6.12) feltételbél és a b1 = S;, (xi41) Osszefiiggésbol
b; + 2¢;Ax; + 3dz(A$Z)2 = b7;+1 (6.18)

minden ¢ = 0,1,...,n — 2-re. Haszndlva b,, definicigjat kapjuk, hogy (6.18) teljesiil i = n — 1-re
is. Hasonléan, a (6.13) egyenletbél és ¢,, definiciéjabol kovetkezik

2¢; + 6d;Az; = 2¢i41, 1=0,1,...,n—1,

amibdl
Cit1 — G
3Az;
Ezt behelyettesitjiik a (6.17) és (6.18]) egyenletekbe:

d; = i=0,1,...,n—1. (6.19)

biAx; + c;(Ax;)* + %(sz)2 = Ay, 1=0,1,...,n—1, 6.20
b; + 2¢;Ax; + (Cz'+1 - Ci)AQ,’Z' = bit1, 1=0,1,...,n—1. (6.21)
Az elsé egyenletbdl kifejezve b;-t
Ay;  2¢i+ciq1
b; = — Ax;
i Az 3 4,
és behelyettesitve a masodikba ¢ = 0,1,...,n — 2-re kis szamolassal adédik
Avy; Ay;
Az + 20541 (AT + Azi1) + cigalAzisy = 3—2FL 32001, -2 (6.22)

Awiqq Ax;’
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Megjegyezziik, hogy a egyenlet levezetéséhez nem hasznaltuk a feltételt, igy ez
tetszoleges harmadrendii spline interpolaciora teljestil.

A egyenlet n — 1 db, ¢;-re nézve linearis egyenletet ir le. Ehhez hozzavéve a
feltételbdl addédé cg = 0 és ¢, = 0 egyenleteket n + 1 egyenletbdl 4ll6 Ax = b alaku linearis

egyenletrendszert kapunk, ahol x = (cg, c1,...,cn)?,
1 0 0 0 0 . 0
AQ?O 2(AJCO + Al‘l) Al’l 0 0 tee 0
A 0 Az Q(A.’El + A.’EQ) Axo 0 cee 0
0 e Al’n,Q Q(Al‘n,Q + Al’n,1) Al‘n,1
0 s 0 0 1
tridiagonalis matrix és
0
34y _ 3A%

Axq Axg
b= :

Aynfl . Ayn72
3A1n71 N 3A1n72
0

Mivel A diagonalisan domindns, az Ax = b egyenletnek létezik egyértelmii megolddsa. A
c;-k ismeretében pedig a d; és b; egylitthatokat is meghatarozhatjuk. Ezzel belattuk, hogy a
feladatnak 1étezik egyértelmii megoldasa. Megjegyezziik, hogy a gyakorlatban az Ax = b egyen-
letrendszert a tridiagondlis linearis egyenletre vonatkozé Gauss-elimindcidval algoritmus)
oldhatjuk meg hatékonyan. Belattuk tehat:

6.22. tétel. A harmadrendi spline interpoldcid feladatdnak létezik pontosan egy természetes
harmadrendd spline fligguény megolddsa.

6.23. példa. Illessziink természetes harmadrendii spline fiiggvényt az

;|00 1.0 1.5 20 30 4.0
v | 05 01 25 -1.0 -0.5 0.0

adatokra! Az el6z0 jelolést kovetve a ¢; egylitthatokra felirt linearis egyenletrendszer az adott adatokra
a kovetkezd lesz:

1 0 0 0 00 co 0

1 3 05 0 00 c1 15.6

0 05 2 05 0 0 co | _ | —354

0 0 05 3 1 0 cs | — 22.5

0 0 0 1 4 1 c4 0

0 0 0 0 01 cs 0
Ezt megoldva kapjuk a c¢; értékeket, amit visszahelyettesitve a ((6.19)) és (|6.20)) egyenletekbe kiszamithaték
a d; és b; egylitthatdk értékei. A szamolast elvégezve a kovetkez6 harmadrendd polinomokat kapjuk az

egyes intervallumokon:

So(z) = 0.5 — 3.4141079x + 3.014107923,
Si(z) = 0.1+ 5.6282158(x — 1) 4 9.04232365(z — 1)? — 21.3975104(x — 1)3,
So(z) = 2.5 — 1.3775934(z — 1.5) — 23.0539419(x — 1.5)% + 23.6182573(x — 1.5)%,
S3(z) = —1.0 — 6.7178423(x — 2) + 12.3734440(z — 2)? — 5.1556017(z — 2)3,

(

Sy(x) = —0.5 + 2.5622407(x — 3) — 3.0933610(x — 3)% + 1.0311203(z — 3)°.

A kapott spline fiiggvény és az adatok grafikonja a abran lathato. O
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L L L L L L L )
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

6.3. dbra. Spline interpoléacié

A (6.14]) feltétel helyett szdmos mds, S végpontjaira vonatkozé feltételt is kikothetiink. Itt
most csak az

S'(z0) = y§ és S’ (xy) =y, (6.23)

feltételt vizsgéljuk, ahol y(, és y), adott szdmok. Ez azt jelenti, hogy ismerjiikk az S figgvény
érint0jét a grafikon végpontjaiban. A feltételt teljesité spline fiiggvényt teljes spline
figgvénynek nevezziikk. Ebben az esetben is ugyanigy kapjuk a egyenleteket. Még két
egyenletet kell felirni, hogy az egyenletrendszer jol meghatarozott legyen. Haszndlva a by =
S'(zo) =y, Osszefiiggést, a egyenletbdl kovetkezik

YolAmro + co(Aa:o)2 + a ; 0 (A{L'())Z = Ay,

azZazZ

A
2c0Axg + c1Axg = 3£ - 3y6. (6.24)
Awo

bn—1-et kifejezve a (6.20) egyenletbdl és behelyettesitve a (6.21) egyenletbe, és a b, = vy,
Osszefiiggést hasznalva kapjuk

Ayp1 . 2¢p—1+cn
Al’n,1 3

Az, + AJUn—l(cn—l + CTL) = y;w

ill. atrendezve
Ayn—l

Cn1ATp_1 + 2¢, Az = 3yl — 3Aa: .
e

(6.25)

Ha a természetes spline interpolaciondl kapott Ax = b egyenlet elsé egyenletét kicseréljik a
egyenletre, és az utolsé egyenletet a egyenletre, akkor kénnyen lathatd, hogy az
egylitthatématrix tovabbra is diagonélisan dominans marad, azaz a médositott egyenletrendszer-
nek is van egyértelmii megoldasa. fgy a feltétellel kiegészitett interpolaciés problémanak
van teljes spline fiiggvény megoldésa, és a megoldas egyértelmi.

A harmadrendii természetes spline interpolacios fliggvények a kovetkez6 minimum tulaj-
donsaggal rendelkeznek, ami bizonyos értelemben azt jelenti, hogy spline fiiggvénnyel lehet a
legsimabban interpolalni adott pontokat.
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6.24. tétel. Legyena =xg <z < ...< Ty ="06Esyo,y1,-..,Yn 0sztdpontoknak és hozzdtartozo
fiigguényértékeknek egy véges sorozata, és legyen S az ezeket interpoldlo természetes kubikus
spline figgvény. Ekkor

b b
[ @< [ (6.26)

minden olyan f € C?(a,b)-re, amely szintén interpoldlja az adatokat, azaz f(x;) =1y; minden
1=0,1,...,n-re.

Bizonyitds. Vezessik be a g(z) = f(z) — S(z) figgvényt. Ekkor f”(z) = S"(z) + ¢"(x), és
igy

/ab(f”(x))de:/ab(s”(x))QdH2/;5"(;5)9"(3;”“/ab(gu(x))zd%

Mivel f 2dx > 0, igy a tétel allitasa kovetkezik ebbdl az egyenléségbdl, ha beldtjuk, hogy
fa S"(x)g' (x) dx = 0. Az integrélt felbontva és parcidlisan integralva kapjuk

/:S”(x)g”(x)dx = Z/ S"(z)g" (z) dz
~ [ %12/m' ) dr

=1 Ti—1
= S"(b)g'(b) - S"(a Z / §"(2)g(z) dx.

S természetes spline fliggvény, igy S”(a) = S”(b) = 0. Mivel S harmadfoki polinom minden
[zi—1,x;] intervallumon, ezért ott S™ konstans fiiggvény, igy az integral elé kivihetd. Viszont
fxqu g (z)dx = g(z;) — g(x;—1) = 0, mivel g(z;) = 0 minden i = 0,1,...,n-re. Ezzel a tételt

belattuk. O

A kovetkezé tétel a teljes spline interpolacié hibajat vizsgédlja. Bizonyitds nélkiil kozoljik az
eredményt.

6.25. tétel. Legyen f € C4a,b), a = 29 < 1 < ... < m, = b osztépontok, y; = f(x;),
i =0,1,...,n figguényértékek, valamint y, = f'(a) és yl, = f'(b) derivdlt értékek, és legyen S
az ezekhez tartozo teljes spline figguény. Ekkor x € [a,b]-re
)
—Myh*
384 47
V3 o1
/ o < Mah3
@)~ S@) < (216 L)

@ -] < (5 + 55 ) Mk,

[f(z) = S(2)] <

ahol My = max{|f®(z)|: = € [a,b]}, h = max{z;1—2;: i =0,1,...,n—1}, k = min{z;, 1 —z;
i=0,1,...,n—1}.

Megjegyezziik, hogy a természetes spline interpolacié hibaja ehhez hasonlé médon becsiilheto.
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Feladatok

1.

Adja meg az (z;,v;), ¢ = 0,1,...,n adatokat interpoldlé linedris spline fiiggvény képletét az
[, ;41] intervallumon!
Adott egy f: [a,b] — R folytonos fliggvény, és legyen Sy az [a,b] intervallum ekvidisztdns, h
1épéskozii osztépontjaihoz tartozd f-et interpolald linedris spline fliggvény.

(a) Mutassa meg, hogy max{|f(z) — Sp(x)|: = € [a,b]} — 0, ha h — 0.

(b) Legyen f € C'[a,b]. Mutassa meg, hogy

[f(z) = Su(x)| < Mih,  x€la,b],
ahol My = max{|f'(z)|: = € [a,b]}.

Szamitsa ki és abrézolja a [6.1] szakasz feladatdban szereplé adatokhoz tartozé természetes
kubikus spline interpolécids fiiggvényeket!
Mutassa meg, hogy kvadratikus spline-interpoléciénal az

SI(-TO) = fl(xO) vagy Sl(xn) = fl(mn)
feltételek egyike teljesiilése egyértelmiien meghatarozza a spline interpolacids fiiggvényt!
Mutassa meg, hogy ha S adott a = 9 < 21 < ... < z, = b osztépontokhoz és yo,y1,...,Yn
fiiggvényértékekhez, valamint y, és y), derivélt értékekhez tartozé teljes spline fiiggvény, akkor S
teljesiti a (6.26)) egyenlStlenséget minden olyan f € C?(a, b) fiiggvényre, amelyre f(z;) = y; minden
ire, f'(a) = yq és f'(b) = y,!
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7. fejezet

Numerikus differencialas és integralas

Ebben a fejezetben el6szor a numerikus differencialas kiillonbo6z6é képleteit vizsgaljuk, majd
a Richardson-extrapolaciot definidljuk, mellyel egy adott rend{i numerikus modszer képletébdl
magasabbrendi formuldkat nyerhetiink. Ezutan hatarozott integralok kozelitésének két népszert
modszerét tanulméanyozzuk: Newton-Cotes- és Gauss-féle kvadratira formulak. A Gauss-féle
kvadratara formula levezetése kapcsan az ortogondlis polinomok elméletének elemeit is ismer-
tetjik.

7.1. Numerikus differencialas

Ebben a szakaszban fiiggvények derivaltjait kozelité képletek levezetésének két modszerét és
az egyszeriibb kozelité képleteket ismertetjiik. A derivalt a fliggvény differenciahanyadosanak

hatarértéke: A B — flzo)
. + — o
'(20) = lim 20 .
f(oo) = Jim =

[gy nyilvanvaléan ha |h| kicsi, akkor a differenciahdnyados, M kozel van a derivalt

értékéhez. A numerikus analizisben ennél tobbre van sziikség: ismerni szeretnénk a kozelités
hibgjat. A kovetkezOkben kétféleképpen vezetjilk le ugyanezt a kozelité képletet, de tgy, hogy
kozben a kozelités hibajat is megkapjuk.

Tegyiik fel, hogy f € C3(a,b), és 29 € (a,b). Az elsé megkozelités alapotlete a kovetkezo:
Helyettesitsiik az f fliggvényt xg egy kornyezetében valamilyen L, (x) Lagrange-féle kozelitd
polinommal. Hasznéljuk L (zo)-t az f'(x¢) érték kozelitésére! Ezt a mddszert Lagrange-
mddszernek nevezziik. Nézziik a legegyszerlibb esetet: Legyen n = 1, x1 = xg + h € (a,b) (és
xo # x1), és tekintsiik az f fliggvény xg, x1 osztépontokhoz tartozé elséfoki Lagrange-polinom
kozelitését:

f(x) = Li(z)+ Ei(x)

f(wo)(x —xo —h)  fzo+h)(x—2x0) , f"(E())
—h + h + 2

(x — x0)(x — 29 — h).

Ezt differencidlva kapjuk:
L (e TR0 2 1), (7.1)

A[6.8] tétel szerint f”(&(z)) differencidlhaté x # g, zo+h-ra, de a derivaltat nem tudjuk explicit
moédon kiszamolni. Viszont az © — ¢ hatarértéket véve a (7.1]) képletben kapjuk az

f(:n +h)_f(x) h//
e 1O (72)

f(wo) =
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osszefiiggést, ahol & € (xg,xo + h). Azaz, ha az

f'(zg) ~ LT =T (0] (73
kozelitést hasznaljuk, a kozelités hibdja —% f"(€) alakban {rhaté fel. A képletet az f
fliggvény jobb oldali elsérendd differencidjinak nevezzik, ha h > 0, illetve bal oldali elsérendi
differencidjanak nevezzilk, ha h < 0 (mert ekkor az zy + h pont az xo-tél jobbra, ill. balra
helyezkedik el). A képlet mutatja, hogy a kozelités hibaja h-ban elsérendii.
Ugyanezt az eredményt (de egy kicsit enyhébb feltételek mellett) levezethetjiik a kovetkezd-
képpen is: Legyen f € C?(a,b), és tekintsiik az f fiiggvény elsérendii zo-koriili Taylor-kozelitését:

1) = Stao) + o) — o) + TED oy
Behelyettesitve x = xg + h-t, kovetkezik, hogy
Flao+ ) = F(ao) + £/ + T2 w2

AZaZ
flwo+h)— f(zo) h

f'(x0) = h - - f"(6),

[\

ahol & = &(xo + h).

7.1. példa. Tekintsiik az f(x) = e+ fiiggvényt. fl(z) = em%””(?x +1), igy f/(0) = 1. Szédmitsuk ki
az ['(0) egy kozelitd értékét jobb oldali (pozitiv h) és bal oldali (negativ h) elsérendii differencia képletet
((7.3) képlet) hasznélval A tablazatban feltiintettiik a derivalt kozelité értékeket és a fellépd hibat
kulonbo6z6 h értékekre. A numerikus eredmények igazoljak, hogy ha egy nagysagrenddel csokkentjiik a
1épéskozt, akkor a hiba egy nagysigrenddel csckken. O

7.1. tébldzat. Elsérendi differencia képlet, f(z) = e* 7, 20 =0

|h| jobb oldali hiba bal oldali hiba

0.100 1.1627807 1.6278e-01 | 0.8606881 1.3931e-01
0.010 1.0151177 1.5118e-02 | 0.9851156 1.4884e-02
0.001 1.0015012 1.5012e-03 | 0.9985012 1.4988e-03

Az el6bb emlitett két mdédszer magasabbrendii (azaz pontosabb) kozelité képletek leveze-
tésére is haszndlhat6. Tekintsiik az n-edfoki Lagrange-polinom kozelitést hasznalé moddszert:
legyen f € C™t1, és tekintsiik az

Fr(E(e)

@)@ ) (@ - ) (7.4)

n
Fa) =Y flan)l(@) +
k=0
osszefiiggést, ahol [ (x) a (6.2)) képlettel definidlt n-edfoki Lagrange-féle alappolinom. Differen-
cidlva (7.4)-et és az x = z; helyettesitést alkalmazva kis szamolds utéan kapjuk

SO (¢ () H

Fxi) =Y flay)l(x) +
j=0

A (7.5) osszefliggést ekvidisztans alappontokra szokas felirni, azaz feltessziik, hogy x; = x4+ jh,
ahol h > 0. A ([7.5)) képletet n+1 alappontot haszndlé differencia képletnek nevezziik. Belathato,
hogy a (|7.5)) képletben szereplé hibatag h-ban n-edrendii.

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem
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Tekintsiik most az n = 2 esetet, azaz a harom pontra illeszkedé formuldkat. Tekintsiik az
0, o + h, zg + 2h osztopontokat. Ekkor

o) - mmle=e) @)=
’ (w0 — @1)(z0 — 72) 2h2 ’
by — @z —m) (@)@ =)
' (5(31 - 1‘0)(.7:1 — x2) _}2 )
ey~ @mm)e—m) (@)@ =m)
’ (22 — z0) (22 — 1) o2
ezért

he) = T

) = 2T

he) = T n

Ezt alkalmazva = = xg, * = z¢ + h ill. z = x¢ + 2h-ra, a ((7.5)) képletbdl kapjuk, hogy

2
Plan) = 3 (=30 +2f(+ )= 3t m) + L 1"G) (1)
2
flxo+h) = % <—;f(330) + %f(xo + Qh)) - %fﬂ/(fl)a (7.7)
2
Plant2) = 5 (500 200+ 1)+ 3w+ 2)) + 5760 &

Az xy < x9 — 2h és h < —h helyettesitéssel a (7.8) a (7.6) alakban irhat6 fel, (7.7) pedig az
xg < xg — h és h < —h helyettesitéssel

f(xo) = (&) (7.9)

1/ 1 1 h?
' (—2f(wo ) Lo+ h)) -2
alaku lesz. A ([7.9)) képlet egy centrdlis mdsodrendi differencia képlet, (7.6)) pedig jobb oldali ill.
bal oldali mdsodrendt, differencia, attdl fiiggben, hogy h pozitiv vagy negativ.

7.2. példa. Az f(x) = et +e fliggvény r = 0 pontjaban vett derivaltjat kozelitettiik jobb oldali,
bal oldali és centralis méasodrendli differencia képletekkel ( és képletek). Az eredményeket
a tablazatban adtuk meg kiilonb6z6 h-ra, amelyekbdl lathatd, hogy a képletek masodrendii hibaval
rendelkeznek. O

7.2. tablazat. Masodrend(i differencia képlet, f(x) = ex2+”3, g =0
jobb oldali hiba

h bal oldali hiba centralis hiba

0.100
0.010
0.001

0.9693157 3.0684e-02
0.9997603 2.3968e-04
0.9999977 2.3396e-06

0.9820952 1.7905e-02
0.9997728 2.2718e-04
0.9999977 2.3271e-06

1.0117344 1.1734e-02
1.0001167 1.1667e-04
1.0000012 1.1667e-06

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus

analizisbe
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Bizonyitas nélkiil kozoljlik az 5 pontra felirt egyoldali és centralis negyedrendii képleteket:

f/(xo) = % (25f(l‘0) + 48f(560 + h) — 36f(:c0 + Qh) + 16f($0 + 3h)

= 3f(wo + 4h)) + h;f@ (&), (7.10)

fw) = 1;h(f(:vo—2h)—8f(:co—h)+8f(xo+h)—f(fvo+2h)>

M s 7.11
+%f (&1). (7.11)

A (7.10) egyoldali, (7.11)) pedig centralis differencia képlet.

7.3. példa. Alkalmazzuk a 1) és 1l képleteket az f(z) = e+ fliggvény derivéltjanak
kozelitésére & = 0-ban! A tabldzatban 14thaték a numerikus eredmények. O

7.3. téablazat. Negyedrendii differencia képlet, f(z) = e+ 20 =0

h |jobb oldali hiba bal oldali hiba centrdalis hiba

0.100| 0.9967110 3.2890e-03| 0.9991793 8.2070e-04|0.9997248 2.7523e-04
0.010| 0.9999998 1.7345e-07| 0.9999998 1.5136e-07|1.0000000 2.7005e-08
0.001| 1.0000000 1.6311e-11| 1.0000000 1.6090e-11|1.0000000 2.7000e-12

Magasabbrendii derivaltak kozelitésére a Lagrange-mddszernél kényelmesebben hasznédlhatd
a Taylor-mddszer. Legyen f € C*, és tekintsiik az f fiiggvény x¢ koriili harmadrendii Taylor-
képletét:
f//(xo)

f/// (ZU() )

f(@) = f(zo) + f'(x0)(z — 0) + 5 (x — 20)* + T(x —x0)% + 51 (z — z0)*
Ha ebbe x = zg — h-t és x = zg + h-t helyettesitiink, akkor az
o= ) = Fao) = Fao+ L0020l SO,
és
Fla+ ) = fan) + £ aoth+ L0 2 S0 o S

osszefuggéseket kapjuk. Ezt a két egyenletet 0sszeadva

(4) (4)
flzo—h) + f(zo + k) = 2f(z0) + f"(z0)h* + /¢ (51)22‘]0 ! (52)h4
adddik, amibol

flao =) =2 (@o) + (o +1) | &) + V(&)

J"(wo) = 12 24

Ebbdl latszik, hogy az
f(zo—h) = 2f(xo) + f(xo + )

f”(xo) ~ 32

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem
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kozelit6 képlet h? nagysagrendd hibaval rendelkezik. Az
alakra hozhatjuk. A feltételek szerint f(4 folytonos, ezért a

kozotti € pontban

ro© =

Ezért

()
h* hibatagot egyszeriibb

tétel szerint valamely &; és &

fO&) + Y (&)
5 :

f//(xo) —

f(zo —h) —2f(x0) + f(wo + h) n f(4)(5)h2.

(7.12)

h? 12

7.4. példa. Szamitsuk ki az f(x) = e+ fliggvény masodik derivéltjanak kozelité értékét x = 0-ban!

A[74 téblazatban lathaték a numerikus eredmények.

O

7.4. tdblazat. Méasodrendi derivalt kozelitése, f(x) = e 2o =0

h

kozelités hiba

0.100
0.010
0.001

3.0209256 2.0926e-02
3.0002083 2.0834e-04
3.0000021 2.0833e-06

A numerikus differencidlds egy instabil feladat.

Ennek igazoldsara tekintsiink egy f(x)

fliggvényt és annak egy

1.
g(z) = f(@) + - sin(nz)
perturbaciéjat. Ha f helyett a g fliggvény numerikus derivaltjat szamoljuk ki, akkor a differencia
képletekben hasznalt fiiggvényértékek nagy n esetén csak kicsit valtoznak, a derivalt értéke

viszont jelentésen megvaltozik, hiszen ¢'(z) = f'(z) + ncos(n’z).

Vizsgaljuk most a kerekitési hiba hatasat a numerikus differencialasi képletekre. Tekintsiik
pl. a legegyszertibb numerikus differenciéldsi képletet, a ((7.2]) formuldt. Ebben f(xz¢) és f(zo+h)
pontos értékei helyett fo ill. fi kozelito értékekkel szamolunk, ahol

f(xo) = fo+eo  é  flzo+h)= f1+er.

Ekkor
fi—fo
h

f(wo) =

)

és az elkovetett hiba

f'(wo) — h ; b _ f!(wo) — fzo +h})L_ f(@o) + I (o +hf)z_ flxo) fi ; fo
_ h ., €1 — €
= O+ (7.13)

A (7.13)) osszefliggésbdl 1latszik, hogy a tényleges hiba két részbdl adédik. Az egyik a képlethiba,
a masik pedig a kerekitési hiba. Ha a 1épéskoz kicsi, akkor a képlethiba kicsi lesz, viszont a
kerekitési hiba tart a végtelenbe, ha h — 0.

7.5. példa. Tekintsiik az f(z) = e® fiiggvényt. Szamitsuk ki f/(1) kozelitését elsérendii jobb oldali diffe-
rencia képlettel. Hogy a kerekitési hibak hatasat vizsgaljuk, a szamitasokat 6- illetve 4-jegyii aritmetikat
hasznalva végeztiik el. A tablazatbdl lathatd, hogy 4-jegyti aritmetika hasznalata esetén a lépéshossz

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem
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7.5. tédblazat. Kerekitési hibak hatasa, f(z) = e*, 29 =1

6-jegyti aritmetikaval

4-jegyli aritmetikaval

h differencia hiba differencia hiba
0.100| 2.8589000 1.4062e-01| 2.8600000 1.4172e-01
0.010| 2.7320000 1.3718e-02| 2.8000000 8.1718e-02
0.001| 2.7200000 1.7182e-03| 3.0000000 2.8172e-01

0.01-rol 0.001-re csokkentésekor az elkovetett hiba novekszik.

O

Az itt megismert mddszereket konnyen atfogalmazhatjuk tobbvaltozos fiiggvények parcialis
derivaltjai kozelitésére.

olvaséra hagyjuk.

df(xo,%0)
ox

df (o, o)
ox

0 f (0, y0)
Ox?

9 f (w0, yo)
Oy?

9 f (w0, yo)

Oz Oy

0*f(z0,yo0)
Ox?

Feladatok

Q

Q

Q

%

Q

Q

f(xo+h,y0) — f(xo,%0)

h
f(xo,y0 +h) — f(xo,y0)

h

)

)

f(zo 4 h,yo) — 2f(x0,y0) + f(xo — h,yo)

h2

f(xo,y0 +h) —2f(x0,90) + f(z0,y0 — h)

h?

A Kkovetkezd egyoldali ill. centralis kozelité képletek levezetését az

(7.14)
(7.15)
(7.16)

(7.17)

f(xo +h,yo +h) — f(xzo + h,yo0) — f(z0,y0 + h) + f(z0,%0)

h2

f(wo 4 2h,y0) — 2f (w0 + h,yo) + f(x0, y0)

h2

(7.18)

(7.19)

1. Szémitsa ki f'(zg) kozelitd értékét elsérendii jobb és bal oldali differencia képletek segitségével a
h = 0.1 és 0.01 1épéskozt hasznalva, ha

()
()

A

f///(xo)
F@ (o)

f(x) = a* — 62% + 3z,

f(x) = cosz?,

~
~

~
~

.13():1,

2h3

h4

7. Vezesse le a ((7.14)—(7.19) kozelitéseket

(a) egyvéltozds fliggvényekre vonatkozd kozelité derivélasi képletek,

(b) kétvaltozés Lagrange-mddszer,

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe

3?0:1,

(b) f(x) =e"sinx,
(d) f(x) ==z,

Ismételje meg az elézé feladatot masodrendii differencia képleteket hasznélval
Szamitsa ki f"(xg) kozelitd értékét az |1 feladatban felsorolt fiiggvényekre!
Vezesse le a (7.6]) és (7.9) kozelité képleteket Taylor-mdédszerrel!

Vezesse le a (7.10) és (7.11]) kozelit6 képleteket!

Vezesse le a kovetkezd kozelité képleteket:

o (£ -+ 20) —2f (e + h) + 27 (w0 — ) — flzo — 21)).

1‘0:0,

1‘0:1.

o (P 2h) — 47w+ 1)+ 67 (20) — 4 (20 — b) + F(zo +20))

Pannon Egyetem
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(c) kétvaltozds Taylor-mddszer

segitségével! Hatdrozza meg a képlethiba rendjét!

7.2. Richardson-extrapolacio

Tegytik fel, hogy adott egy M mennyiség, amelynek ismerjitkk egy K (h) kozelitését, ahol h a
kozelité mddszer paramétere (16péskoze), és ismerjiik a kozelités képlethibdjat is. Feltessziik,
hogy a hiba specidlis alakid, h-szerint paros hatvéanyu véges (vagy végtelen) hatvanysorba fejt-
heto:

M = K(h) + ash® + ash* + agh® + - - - + agmh®™ + b(h), (7.20)
ahol |b(h)] < Bh?™2 valamely B > 0 konstanssal. Ez a hiba h-ban masodrendfi. Most
egy altaldnos modszert ismertetiink, amelynek segitségével magasabbrendii hibaval rendelkezd
kozelité képletet nyerhetiink a K (h) képletbél kiindulva. Irjuk fel h/2-re az el6z8 kozelitd
képletet és a hozzd tartozd hibat:

2 4 hG 2m

h h

A ([7.21)) egyenlet 4-szeresébdl kivonva a ([7.20)) egyenletet a h-ban mésodrendi hibatag kiesik.
A kapott egyenletbdl M-et kifejezhetjiik:

4K (R/2)-K(h) 1 4 5 g
M = 3 — Za4h — T6a6h
22m=2 _1 om  4b(h/2) — b(h)
U W@gmh I M (7.22)

Ezt az osszefliiggést felirhatjuk a kévetkez6 alakban:
M =KW (h) +a{nt + alVh6 + - 4+ al) 27 4 5D (), (7.23)
ahol

4K (h/2) — K(h) b(l)(h) _ 4b(h/2) — b(h) NON 1 - 4i—1
3 ’ 3 ToE T gl
i =2,...,m. A (7.23) egyenlet azt mutatja, hogy ha a K1) (h) képletet M kozelitésének
tekintjik, akkor a kozelités hibaja h-ban mar negyedrendii. Az el6bbi Gtletet djra alkalmazhat-
juk: A egyenletbe h/2-t helyettesitiink, majd a kapott egyenlet 16-szorosabdl kivonjuk a
egyenletet, és a kapott egyenletet megoldjuk M-re. Ekkor a h* tagok kiesnek, és az

K(l) = a2i,

M =K®(h) +alPn0 + - + a2 n2m 4+ 53 (h), (7.24)

2m
egyenletet kapjuk, ahol

16KM(h/2) — KM (h) _ 1661 (h/2) — bW (h)

K® b (h)
15 ’ 15 ’
2 1—472 oy
aél) = ma/gz), 1= 37 e,

A 1D képlet szerint K (2)(h) hatodrendii hibdval kozeliti M-et. Az eljardst folytatva definidl-

hatjuk a

E®(h/2) — KO (n)
4i+l —1 ’

)G EK(i)(h/2)+ i=0,1,...,m—1, (7.25)

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem



132 7. Numerikus differencialds és integralds

kozelité képleteket, ahol KO (h) = K(h). Az ebben a szakaszban lefrt médszert egy kozelité
képlet pontossaganak novelésére Richardson-extrapoldcionak nevezzilk. A mddszer természete-
sen akkor is alkalmazhatd, ha a hiba h-nak nem csak péaros hatvéanyait tartalmazza (1dsd a|2| és
feladatokat), de a kés6bbiekben az itt bemutatott esetre lesz majd sziikségiink.

7.6. példa. Az el6z8 szakaszban lattuk, hogy a (7.9) centrélis differencia mésodrendben kozeliti a
fliggvény elsé derivaltjat. A Taylor-mddszert alkalmazva megkaphatjuk a képlethiba pontosabb alakjét.
Tegyiik fel, hogy f € C?™*3, és induljunk ki a kovetkezd Taylor-képletbél:

f(2m+2)(330) 2m+2 f(2m+3)(fl) 2m+3

flzo +h) = f(zo) + f'(xo)h + - + (2m + 2)! + (2m + 3)!

Az el6z6 képletet h helyett —h-ra felirva és a két egyenletet kivonva, majd f/(zo)-at kifejezve kapjuk:

by ot h) = fl@o—h)  f"(xo),, O (xo)
[(xo) = 5T - h? — g ht
@) ) + £ (&) s
(2m +1)! (2m + 3)! ’

azaz a centrélis differencia képlete teljesiti a ((7.20) Osszefiiggést. Magasabbrendii képletet kaphatunk
tehdt a centralis differencia képletbdl kiindulva a Richardson-extrapolaciéval. Negyedrendli kozelité
képlet ad példaul a

f(wo+h/2) — f(xo+h/2)  flzo+h)— flzo —h)

4 _
(n) ;
_ f(wo—h) —8f(xo = h/2) +8f(x0 + h/2) = f(zo + 1)
6h
formula. Vegyiik észre, hogy a kapott képlet lényegében megegyezik a (7.11)) formuldval. O

Feladatok

1. Vezessen le egy hatodrendii képletet els6 derivalt kozelitésére a centrilis differencia képletbél

kiindulva Richardson-extrapoldciéval! Alkalmazza a képletet az f(x) = e FT fiiggvény derivaltja-
nak kozelitésére x = 0-ban a h = 0.25 1épéskozt alkalmazval

2. Fogalmazza meg a Richardson-extrapoldciot arra az esetre, ha a kozelités képlethibdja A minden
hatvanyat tartalmazhatja, azaz

M = K(h) + a1h + ash® + - - + a,,h™ + b(z)
alakt, ahol |b(h)| < Bh™T! valamely B > 0-ral
3. Fogalmazza meg a Richardson-extrapolaciot arra az altalanos esetre, amikor
M = K(h) + a1h®* + a2h® + - - - 4+ an h™ + b(x)
alaki, ahol 1 < oy < ag < -++ <y, egész szamok és |[b(h)] < BhomT! valamely B > 0-ra!

4. Készitsen harmadrendii képletet els¢ derivalt kozelitésére Richardson-extrapolaciéval az egyoldali
differencia formuldbdl kiindulval!

7.3. Newton—Cotes-formulak

Legyen f € C(a,b). A hatdrozott integralt is, a derivalthoz hasonléan, hatérérték segitségével
definidljuk. Riemann-sszeg segitségével ez a kovetkezd alakban adhaté meg: vegyik az [a, b]
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intervallum egy a = xg < 1 < -+ < x,, = b beosztdsat, és minden [x;_1, ;] részintervallumbdl
valasszunk ki egy & pontot. Ekkor az f; f(x)dz integral a > | f(&)(x;—xi—1) alaki Riemann-
féle kozelité Osszeg hatérértéke, ha a beosztds norméja, azaz max{z; — x;—1: i = 1,...,n}
nulldhoz tart. Egy ilyen Riemann-6sszeg példaul

/bf(g;)d:U% b;a <f (xo—;m) +f<a:1-;a:2> ++f<xn—12"i_xn>>’ (7.26)

ahol z; = a+i(b—a)/n,i=0,1,...,n. Ezt a kozelit képletet érintdformuldinak nevezzik. (Az
érint6formuldval kapcsolatban ldsd az [f] és[6] feladatokat!)

A numerikus differencidlashoz hasonléan integral kozelité képletek levezetésére is alkalmaz-
hatjuk a Lagrange-médszert: Az [a,b] intervallumon vegyiink (tobbnyire ekvidisztdns) osztd-
pontokat és legyen L, a valasztott alappontokhoz és az f fliggvényhez tartozd interpolacids
polinom. Tekintsiik f: L, () dr-et mint f: f(x) dx kozelitését. Feltéve, hogy f € C"F1(a,b), a
kozelités hibajat megkapjuk a tétel felhasznélasaval:

b n b
[ @ = 3 @) [ @ (7.27)
a k‘*O a

) ()
+/a (n+ 1)

ahol I (x) a (6.2)) egyenlettel definidlt (az alappontoktdl fiiggd) n-edfoki polinom. Ezzel egy

(x —xo)(x —21) -+ (x — ) dux,

b n
/ Fl)de =3 ef () (7.28)
a k=0
alaku integral kozelité képletet kaptunk, ahol a ¢ silyokat a

b
ck—/ () dx (7.29)

integralok adjak. A alaki kozelité képleteket kvadratira képleteknek nevezziik, azokat
a kvadratira képleteket pedig, ahol a ¢ silyokat a integralok adjak, Newton—Cotes-
formuldknak hivjuk. Ha az alappontokhoz az a és b pontok is hozza tartoznak, akkor a (|7.28])—
képletet zdrt Newton—Cotes-formuldknak, ha az Gsszes alappont az (a, b) nyilt intervallum-
bol van, akkor nyilt Newton—Cotes-formuldknak nevezzik. Egy kvadratira formula pontossdgi
foka n, ha a képlet az integral pontos értékét adja vissza minden legfeljebb n-edfokt polinomra,
de van olyan n+1-edfokid polinom, amelyre a képlet nem egyezik meg az integral pontos értékével.
Az n + 1 pontra felirt Newton—Cotes-formulak pontossagi rendje tehéat legalabb n, hiszen az n-
edfoku polinomot interpoldlé Lagrange-polinom hibaja 0. Megmutathaté azonban, hogy paros
n-re a Newton—Cotes-formula (n + 1)-edrendii polinomokra is pontos értéket ad vissza.

Vizsgaljuk meg n = 1-re a zart Newton—Cotes-képletet. Legyen xg = a, 1 = b, h = b — a.
Ekkor

igy

[ nwde = g [ E e f) [

0

_ (z —21)? (2 =) 1™
B [f(m)Q(xo —{m) T )2(951 _(;0>L0
_ g(f(xo)Jrf(xl))
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Ennek a formuldnak a hibajat ((7.27)) szerint az

(x — xo)(x — 1) dx

e ()
2

o

| f@yde = S(7(a0) + f(w0) =

képlet adja. A hibatag atalakitdsahoz hasznéljuk, hogy (z — z¢)(x — x1) < 0, ha x € (xg, z1),
ezért alkalmazhaté a [2.6] tétel. Létezik tehat olyan n € (xo, 1) konstans, hogy

h f”(i(x))(x —x0)(z —x1)der = f"2(77) /g:(fﬁ — xo)(x — 1) da,

o

tehat

[ @ae =S+ i@y = B[ -0 - bie - o) do

0 2 0
") [(CU —x0)® h(fb“ — z9)* "
2 3 2 20
3 1!
= —3f (n)
Kaptuk tehat az an. elemi trapézformuldt:
W
[ 1=t s oy - e, e, (7.30)

A képlet a nevét a geometriai jelentésébdl kapta: a 5( f(a) + f(b)) kifejezés az f fiiggvény
grafikonjanak a és b z-koordinataju pontjahoz tartozé szeld alatti teriiletet, azaz a trapéz
teriiletét adja vissza.

Az elemi trapéz formula akkor alkalmazhaté sikeresen, ha az intervallum hossza kicsi. Ha
az intervallum hossza nem kicsi, akkor osszuk fel az [a, b] intervallumot n egyenld hosszi rész-
intervallumra az z; (i = 0,1,...,n) osztépontokkal, ahol x; = a + th, h = (b — a)/n, és minden
részintervallumra alkalmazzuk az elemi trapézformuldt:

/abf(x)dx = Z

mzl

n

h h =
= > (i) + fla) — 15 D (&)

i=1 i=1

h n—l nh3 1 "
= 3 f(q;o)—i—QZf(l’l)—i-f(fL’n —HEZ]C (&)

=1

Feltéve, hogy f € C?(a,b), a E tétel szerint az - ZZ 1 ["(&) 4tlagérték helyettesithetd egy
17 (&) alaku fliggvényértékkel. Ezért, haszndlva meg a hn = b — a Osszefliggést,

b n—1 —a)h?
/ f(:ﬂ)dfczg(f(:vo)JrQZf(fvin(:vn))—(bm)hf”(f), Ee(wh). (731
@ i=1

Ezt a képletet dsszetett trapézformuldnak nevezzik.
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7.7. példa. Szamitsuk ki az fol z?e” dz integral kozelitd értékét a trapézformuldval h = 1 (elemi
trapézformula), h = 0.5 és h = 0.25 1épéskdzt hasznalval Konnyen ellenérizhetd, hogy a pontos integral

L2 d = e — 2 = 0.7182818. Az els6 esetben
0

1
1
/ re” dr ~ 5(0 + e) = 1.3591409.
0
A hiba ekkor 0.6408591. Ha h = 0.5-re alkalmazzuk az Gsszetett trapézformuldt, akkor
! 0.5 )
/ r?e” dr ~ 7(0 +0.5%¢"° + ) = 0.8856606.
0
Ennek hibaja 0.1673788. Végiil h = 0.25-re
! 0.25 2.0.2 2.0 2_.0.7
/ e da ~ 5 (0+0.25%" % 10.52¢%° 4 0.75%e%7 4 ¢) = 0.7605963,
0

aminek a hibdja 0.0423145. Lathatd, hogy felezve a 1épéskozt a hiba koriilbeliil a negyedrészére csékken,
azaz a hiba h-ban masodrendi. O

Szamitsuk most ki a (7.27) képletet n = 2-re, ekvidisztéans osztépontokat haszndlva, azaz
ro=a,x1 =x9+ h, xzo =b, h=(b—a)/2.

/I2 Lo(z) d
= f(xo)/% (l’—l‘l)(l‘—$2) dl‘—f—f(;cl)/xz (l‘—xo)(:[:—xz) I

o (zo—m1)(20 — 72) v (1 —x0)(71 — T2)

+f(x2)/“ (@ —z)(@—21)

o (72 —x0)(z2 — 1)

- fézg) /gcjz(x—xz—Fh)(l‘—xz)dx— f§;7621) A:Q(x—xo)(x—:co—Qh)dx

+ f(x2) /IZ(J; —x9)(x — 20 — h)dx

ot J,
_ fwo) [(—22)® | (x—22)* fla) [(&—m0)® (z —x0)*1™
T 2h2 { 5 ThT LO h2 [ 5 o
fl@e) [(@ —20)®  (x—20)?]"
T o [ 5 LO

- g(f(xo) +4f(z1) + f(x2)).

A kozelités képlethibaja

2 (z —xo)(x — x1)(x — z2) dx.

/x " f’”(f5 (z))

0

A kilonbség az el6z6 esethez képest az, hogy most az (v —xg)(z — x1)(x — x2) szorzat kilonb6zé
eléjell az (zo,21) és az (x1,x2) intervallumokon, tehdt nem alkalmazhaté a [2.6] tétel az (zq, z2)
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intervallumon. Mdésképp jarunk tehat el. Legyen

p@) = /x@ o)t — 21)(t — 29)

Zo

_ /m(t:ﬁl R — 20)(t— 21— ) dt

xo
(=)t _hz('f—ﬂcl)2
4 2 .,
 (z— ) B h2(x — 1)? n h74
N 4 2 4
1
= Z((iﬂ—ﬂb‘l)Q—hQ)2

Ekkor p(zo) = p(x2) = 0, igy parciélis integraldssal

/:2 fm(é(x))(w — @) (x — 21) (¢ — 22) dwr = — /:2 chme -

0 0

p nemnegativ fliggvény, ezért a[2.6] és a[6.8] tételeket alkalmazva kapjuk, hogy

T2 LI (4) T2 5
J R I Ll
Belattuk tehat az
2 5
| f@ydo = S(5Ga0) + 4f ) + Flea)) = oo F V). w€ (wv.aa) (7.32)

képletet, az un. elemi Simpson-formuldt.

A hibatag képlete mutatja, hogy a Simpson-formula meglepé6 mdédon harmadrendii polino-
mokra is az integral pontos értékét adja vissza, mivel ekkor f(*) azonosan nulla. Mésrészt a
vart negyedrendii hiba helyett a képlet eggyel jobb, 6tédrendi hibaval rendelkezik. Ez a jobb
hibarend megmutathaté minden paros n-re felirt Newton—Cotes-képletnél.

Az Osszetett trapézformuldhoz hasonléan vezethetd le az dsszetett Simpson-formula: Péros
sok egyenld részre, 2n részre osztjuk az [a, b] intervallumot, azaz h = (b — a)/2n. Ekkor

b n n—1
/ f(x)dz = ]?;L <f(900) + 42 f(z2i-1) +2 Z f(z2i) + f(932n))
@ i=1 i=1

(b—a)h?

A L GO (7.33)

7.8. példa. Szamitsuk ki az fol 22e® dx integral kozelits értékét a Simpson-formuldval h = 0.5 (elemi
Simpson-formula), h = 0.25 és h = 0.125 1épéskozt hasznilval Az elsé esetben

1
0.5
/ e do ~ 5 (0+4- 0.52e"% + e) = 0.7278339.
0
A hiba ekkor 0.0095520. Ha h = 0.25-re alkalmazzuk az 6sszetett Simpson-formulét, akkor

1
0.25
/ x2e” dr ~ T(O +4-0.25%%% 42.0.5%e%% 4+ 4. 0.75%" 7 4 ¢) = 0.7189082.
0
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Ennek hibdja 0.0006264. Végiil h = 0.125-re
! 0.125
/ e dr ~ = 3 (0+4 0.1252e%125 4+ 9.0.252e92% 4 4.0.3752¢9375 + 2. 0520
0

+4-0.625%%92° 1 2.0.75%2e%7 4+ 4. 0.875%e%87° + e) = 0.7183215,

aminek a hibéja 0.0000396. 0

Most bizonyitas nélkiil felsorolunk néhany egyéb zart elemi Newton—Cotes-formulat:
Simpson %-ados formula:

/ 30° L)
Fla)dr =22 (Flao) + (o) +37(w2) + Flas)) — S FO(E) (7.34)
n=4:
7
/ Fla)do = 22 (7o) + 82 (1) + 127 (22) + 82 (2s) + Tf(20)) — 5 = FO€)  (7.39)
Végil levezetés és bizonyitas nélkiil felsoroljuk az elsé néhany nyilt Newton—Cotes-formulét:
T h3
f@)de = 2hf(w0) + 51" (€), (7.36)
T2 3
Fayde = 2 (fw)+ @) + 20 5(), (7.37)
x3 h h5
fayde = 5 (2f(0) ~ fm) + 27(22) + 15 TVO) (7.39)
[ s = 2(0s0) + S+ )+ 17) + 0@, (73

Zarjuk ezt a szakaszt a numerikus integralas stabilitdsanak vizsgalataval.

7.9. tétel.  Legyen > !, cif(x;) egy olyan kvadratira formula, amely pontos a konstans
fligguényekre és minden c¢; egyiitthato pozitiv. Legyen y; kézelitése a pontos f(x;) fliggvény-
értékeknek, és tegyik fel, hogy |y; — f(x;)| < e. Ekkor

n

Z clf xl Z cZy’L

i=1

<e(b—a).

Bizonyitas. A feltétel szerint (b —a) = ff lde =37 | ¢, ezért

< Zcz\f(xz) —yil < esZci =¢e(b—a).
i=1 i=1

n

D oeif(@) =) ciys
=1

i=1

O

Megjegyezziik, hogy az Gsszes ebben a fejezetben ismertetendé kvadratira képlet pontos a
konstans fliggvényekre, és a legtobb pozitiv silyokat hasznal. Ezek a mddszerek tehat numeri-
kusan stabilak a fliggvény kerekitési hibajara nézve.
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Feladatok

1. Szamitsa ki a kovetkezo integralok kozelité értékét a trapézformula segitségével h = 0.5,0.25,0.125
1épéskozt hasznalva:

(a) fol sin® 2 de,
(b) [2In(z+1)dz,
(c) ff et/ dx.

Ismételje meg az 1. feladatot a Simpson-formulat hasznélva!
Ismételje meg az 1. feladatot a (7.34)-(7.35)) formuldkat haszndlva!
Ismételje meg az 1. feladatot a ([7.36])-(7.39)) formuldkat hasznéalval

Mutassa meg, hogy a ([7.26) érintéformula az [x;, z;11] intervallumok felez§pontjdhoz hizott érinté
alatti teriiletek Osszeget adja visszal

GU

6. Mutassa meg, hogy az érintéformula a Newton—Cotes-formulék egyik specidlis esete, és vezesse le
az érint6formula hibatagjat!

7. Vezesse le a ([7.34)-(7.35) formuldkat (a hibatag alakja nélkiil)!
8. Vezesse le a ((7.30)-(7.39) formuldkat (a hibatag alakja nélkil)!
9. Vezesse le a Simpson-formula képletét a trapézformuldbdl Richardson-extrapolaciéval!

7.4. Gauss-féle kvadratura formulak

Az eléz6 szakaszban lattuk, hogy a Newton—Cotes-formuldk a pontos integralt adjék vissza
bizonyos fokszamu polinomok esetén. Ebben a szakaszban olyan kvadratira képletek levezeté-
sével foglalkozunk, amelyek hasonlé tulajdonsagiak. Tekintsiik az

n

b
/ Fayde ~ 3 eif ()

i=1
altaldnos kvadratira képletet. Teljesiil a kovetkezd allitas:

7.10. tétel. Egy
Q) =) af(z) (7.40)
i=1

kvadratira formula akkor és csak akkor pontos egy tetszdleges p(x) = A ™+ 1™ 4 Fag
legfeljebb m-edfoki polinomra, ha pontos az x* hatvdnyfiggvényekre minden ¢ = 0,1, ..., m-re.

Bizonyitas. Abbdl, hogy ) pontos minden legfeljebb m-edfoki polinomra, természetesen
kovetkezik, hogy pontos az ! hatvanyfiiggvényekre minden i = 0,1, ..., m-re.

Most tegyiik fel, hogy @ pontos az x' hatvanyfiiggvényekre minden ¢ = 0,1, ..., m-re. Ekkor
az integral és a @ kvadratira formula linearitdsabdl kovetkezik

b
/ @™ 4 1™+ - 4 ag dx
a

b b b
= am/ xmdx—i—am_l/ azm_ldfv—l—---—f—ao/ 1dx
a a a

anQ(2™) + apn1Q(z™ 1) + - + aoQ(1)
= Qamz™ + am12™ "+ + ag).
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O

A (|7.40) képlettel definidlt @ kvadratira formuldban 2n darab paraméter szerepel, a ¢;, z;
szamok (i = 1,2,...,n). Azt varhatjuk tehat az el6z6 tétel alapjan, hogy egy ilyen kvadratira
képlet legfeljebb (2n — 1)-edfoku polinomokra adjon vissza pontos értéket, hiszen azokban is 2n
egyiitthaté van. A tétel szerint ekkor a ) kvadratira formula akkor és csak akkor pontos
a legfeljebb (2n — 1)-edfokiu polinomokra, ha teljesiil a kovetkezé 2n egyenlet:

b n
/ dr = g G
a i=1
n

/bxdzz = Zcixi

=1

b n
/ wtdr = E cix?
a i=1

b n
/ 2 lde = Z ciz™ ! (7.41)
a i=1
Azt a ([7.40]) alaki kvadratira formulat, amelyet a (7.41]) egyenletrendszer megolddsa segitségével

irunk fel, n pontra felirt Gauss-féle kvadratira formulinak nevezziik.
Most tekintsiink egy specidlis esetet, legyen [a,b] = [—1,1] és n = 2. Ekkor a (7.41)
egyenletekbdl kapjuk az integralokat kiszamolva

2 = c+e

0 = C121 + C2Z2

2

3 = clx% + 023:%

0 = a8+ cors.
Konnyen ellenérizhetd, hogy az egyenletrendszernek egyértelmii megolddsa van (a sorrendtél
eltekintve): ¢; = co =1 és xy = —?, Ty = @ A miésodrendli Gauss-féle kvadratira formula

képlete tehat:
1
/ f@)de ~ f <_\f> bt (‘f) . (7.42)
-1

7.11. példa. Szamitsuk ki az f(z) = e” fliggvény integréljdnak egy kozelitését a [—1, 1] intervallumon!

A (7.42)) Gauss-formula alapjén

“f

! V3
/ edr~e 3 +e3 =2.3426961.
—1

Ezt az e — 1 /e = 2.350424 pontos értékkel sszehasonlitva kapjuk, hogy a kozelités hibdja 0.0077062, ami
a képlet egyszertiségéhez viszonyitva nagyon Kkicsi. O

Sziikségiink lesz az ortogondlis fliggvények fogalméra. Az f és g fliggvényeket egymadsra
ortogondlisnak nevezziik az [a,b] intervallumon, ha

b
/ f(2)g(x) dz = 0.
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Megmutatjuk, hogy létezik polinomoknak egy olyan (P;);—o 1,.. sorozata, amelyek paronként
ortogondlisak a [—1,1] intervallumon, és P; i-edfoki polinom. Legyen Py(z) = 1 és Pi(x) = .
Ekkor P, és P; ortogonalis egymésra a [—1,1] intervallumon. Keressiik Py-t a Py(z) = 2% +
az1Pi(x) + az0Py(z) alakban. Ekkor a kivant ortogonalitds alapjan

0:/P2 )Py(x

= /_1 2Po()dﬂﬁ-i-azl/ Py(x PO()dx"‘a?O/ Pi(x) da
- /1x2P0()d:z:+a20/ Py (x) dz,

-1

amit megoldva

f P2 dx

a0 =

Ehhez hasonldéan

1

Py(x)Py(x) dx
—1
1 1 1
2Py (2) do + az. / P2(2) da + azo / Po()Py(x) da

-1 -1
1

I
\\\

B 2P1( )d:z:—i—agl/ Pl( ) dz,

amibol .
f 1 2P1 )d$

f P2 ) dx

a1 =

P>-t tehat egyértelmiien felirhatjuk a keresett alakban. Ezt az eljarast folytatva ha Pp,..., P;
mar definidlt, P;;1-et a
Pipi(z) = 2 + a1, Pi(2) + - + aip1,0Po(2) (7.43)
alakban keressiik. Ekkor az el6bbi szamolashoz hasonléan kapjuk, hogy
f_ll P (x) dx
f_ll sz (z)dz

Qi1 = — 5 j = 0, 1, ce ,i, (744)

tehat Pjy1 egyértelmiien definidlhatd. Kzt az eljardast Gram-—Schmidt-féle ortogonalizdldsnak
nevezzik, a kapott P; polinomokat pedig i-edfokt Legendre-polinomnak hivjuk. Az elsé néhany
Legendre-polinom képlete:

Po(x) :
Pl(x) €z,
1
PQ(:I") = .,L.2 - ga
3
Pg(l’) = xS - 5.%',
6 3
Pyz) = zt— ?ZE2 + 35
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Megmutathaté hogy a Legendre-polinomok teljesitik a

n2

Pn+1(ﬁl7) = .fL'Pn(.T) — m

rekurziv képletet. A Legendre-polinomok fontosabb tulajdonsdgait foglalja Gssze a kovetkezd
tétel:

7.12. tétel. Legyen P; az i-edik Legendre-polinom. Ekkor
1. P; ortogondlis egy tetszdleges legfeljebb (i — 1)-edfoki polinomra.
2. P; pdros fiigguény ha i pdros, és pdratlan fiigguény, ha i pdratlan.

3. P;-nek i darab kilonbozd valds gyoke van a (—1,1) intervallumban, amelyek szimmetrikusak
az origora neézve.

4. Ha (pi)i=01,.. (pontosan) i-edfoki, pdronként ortogondlis polinomok egy sorozata, akkor
minden i-re p;(x) = ¢; P;y(x) valamely ¢; # 0 konstansra.

Az aldbbi tétel szerint az n pontra felirt Gauss-féle kvadratira képlet alappontjai a P,
Legendre-polinom gyokeivel egyeznek meg.

7.13. tétel. Tegyiik fel, hogy az x1,xo, ..., T, szdmok az n-edfoki Legendre-polinom gydkei, és

legyen
C.:/l (x—x1) (v =2 1) (@ — wiq1) - (2 — 2p)
) @i — ) (s — i) (= wig) - (2 — )

Ekkor egy tetszdleges legfeljebb (2n — 1)-edfoki p polinomra

1 n
/ p()de =3 eipl).
-1 i=1

dzx. (7.46)

A kovetkezo tétel a Gauss-féle kvadratira formula képlethibajat adja meg.

7.14. tétel. Legyen f € C*"(a,b). Ekkor létezik olyan & € (a,b), hogy az n pontra felirt
Gauss-féle kvadratira formuldra

b n (2n) 1
/a f(z)dx = ;Ck;f(l‘k) + f(2n)('§) /_1 P%(z) dzx.

A tételbdl beldthatd, hogy a Gauss-féle kvadratira formula maradéktagja kozelitéleg

()
47 (2n)!

alakd, azaz ha példdul f" korlatos n-t8l fiiggetlen korlattal, akkor a Gauss-féle kvadratira

formula exponencidlis sebességgel tart 0-hoz, ha n — co. Emlékezziink, hogy a Newton—Cotes-
formulak csak polinomidlis sebességgel tartanak 0-hoz, ha n — co.
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7.6. tablazat. A Gauss-féle kvadratura formula paraméterei

n €Z; C;

2 0.5773502692 1.0000000000
-0.5773502692 1.0000000000

3 0.7745966692 0.5555555556
0.0000000000 0.8888888889
-0.7745966692 0.5555555556

4 0.8611363116 0.3478548451
0.3399810436 0.6521451549
-0.3399810436 0.6521451549
-0.8611363116 0.3478548451

5 0.9061798459 0.2369268850
0.5384693101 0.4786286705
0.0000000000 0.5688888889
-0.5384693101 0.4786286705
-0.9061798459 0.2369268850

A tablazatban felsoroltuk az els6 néhany Legendre-polinom gyokeit, és az el6z6 téletbol
kapott hozza tartozo c; egytitthatdk értékét.

A Gauss-féle kvadratira képletek a [—1, 1] intervallumra vonatkoznak. Egy tetsz6leges [a, b]
intervallumon vett integralt az x = ((b — a)t + a + b)/2 véltozé helyettesitéssel tudunk a [—1, 1]
intervallumra visszavezetni:

/abf(x)dxz b;a/_llf ((b—a)t2+a+b> gt

7.15. példa. Kozelitsik az fol x2e” dx integralt masodrendii Gauss-féle kvadratira képlettel:

1 1 2
/ 2267 do = 1/ (H_l) e(t+D/2 g4
0 2 —1 2

2 2
1 (W“l> S(—VE/3T/2 (\/5’3/3“> S(V3/31)/2
2 2

~ —

2

0.7119418.

amelynek hibédja 0.0063400. O

Feladatok

1. Alkalmazza a kétpontos Gauss-féle kvadratira képletet az el6z6 szakasz 1. feladatdban felsorolt
integralokra!

2. Alkalmazza a 3, 4 és 5 pontra felirt Gauss-féle kvadratira képleteket az el6z6 szakasz 1. feladatdban
felsorolt integralokra!
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8. fejezet

Szélsoértékszamitas

Egy- és tobbvaltozds fliggvények lokalis szélséértékei keresésével foglalkozunk ebben a fe-
jezetben. Elegendé csak minimumkeresési médszereket vizsgalni, mivel egy f(z) fliggvény ott
veszi fel a maximumaét, ahol a —f(z) fiiggvény a minimumét, igy a maximum keresés mindig
visszavezetheté minimum keresésre.

Algoritmusoknak harom nagy csoportjaval foglalkozunk: derivaltat nem hasznéld, csak elsé
derivaltat hasznalé és elsd és masodik derivéltat is igénylé mddszerekkel. Az elsé csoportba
tartozik az aranymetszés szerinti keresés, a szimplex és a Nelder—-Mead-mddszer, a méasodikba
a gradiens moddszer, a harmadikba pedig a Newton-moddszer. Ez utébbi csoportba sorolhatok
taldn a kvazi-Newton mddszerek is, melyek nem a pontos derivalt és masodik derivalt értéket
hasznaljak, hanem annak valamilyen kozelitését.

8.1. Analizis eloismeretek

8.1. tétel. Legyen f: R™ — R parcidlisan differencidlhaté minden valtozdja szerint. Ekkor ha
f-nek létezik lokdlis szélsdértéke az a pontban, akkor %;;a) = 0 teljestl minden i =1,...,n-re.

Ha f € C?%, és valamely a pontban f'(a) = 0, tovdbbd az f"(a) Hesse-mdtriz pozitiv (negativ)
definit, akkor f-nek lokdlis minimuma (mazimuma) van a-ban.

Kétvialtozds figgvényekre az elobbi tétel specidlis esetekén kapjuk:

8.2. tétel. Legyen f: R? — R, f € C%. Ekkor ha f-nek létezik lokdlis szélséértéke az (a,b)
pontban, akkor

of
ox

_ Of (0 ) —
(a,b) =0, 8—y(a, b) =0 (8.1)

teljesil.
Forditva, ha valamely (a,b)-re teljestil, tovdbbd

82 f

0? 0?
D)= G4 G @n - (5 r

Oz Oy

(a, b)>2 >0

akkor f-nek létezik lokdlis szélséértéke (a,b)-ben, mégpedig lokdlis mazimuma, ha %(a, b) <0

ill. lokdlis minimuma, ha %(a,b) > 0. Ha D(a,b) < 0, akkor f-nek nincs szélséértéke (a,b)-
ben.



144 8. Széls6értékszamitas

8.1. dbra. Unimodalis fliggvények

8.2. Aranymetszés szerinti keresés modszere

Legyen f: [a,b] — R folytonos, és feltessziik, hogy f unimoddlis, azaz f-nek egyértelmi lokalis
minimuma van [a,b]-ben. Ez teljesiil pl. ha a fiiggvény konvex az [a,b] intervallumon, de a
konvexitds nem sziikséges ahhoz, hogy egy fiiggvény unimodadlis legyen (ldsd példaul a
abran szerepl6 masodik és harmadik fiiggvényt). Jelolje p az f fliggvény minimumhelyét.

Az aranymetszés szerinti keresés mdodszernél, az intervallumfelezés moédszeréhez hasonléan,
egyre sziilkebb és szlikebb intervallumokra hataroljuk be a fiiggvény minimumhelyét: Legyen
a<y<axz<b Ha f(x) > f(y), akkor p € [a,z], ellenkezb esetben p € [y,b] teljesiil. (Lasd
a[8.2] 4brat!) Ezutdn az [a,z] illetve [y, b] intervallummal folytatjuk az eljérést.

a Y T b

8.2. dbra.

Az x és y pontokat gy vélasztjuk, hogy az [a, x] és [y, b] intervallum hossza azonos legyen:
x—a=b—y=r(b—a) valamely 0 < r < 1-re. Ekkor

r=a+r7r(b—a), y=a+(1—-7r)(b—a) (8.2)

alaki. Az x > y feltételbdl kapjuk, hogy 0.5 < r < 1 kell legyen. Jelolje [a/,'] a kovetkezd
intervallumot. Valasszuk az 1j osztopontokat, z'-t és y/-t a szabdly szerint, és f(z') és
f(y') Osszehasonlitdsaval hatdrozzuk meg a kovetkezd intervallumot. Még nem definidltuk 7-t.
Az aranymetszés szerinti keresés médszere gy valasztja meg r-t, hogy az 4j 2/, i/ osztépontok
koziil az egyik egyezzen meg egy el6z6 osztéponttal, azért hogy minden lépésben csak egy 1j
fliggvényértéket kelljen kiértékelni.

A abrdn azt az esetet tiintettiik fel, ahol a jobb oldali, [y,b] intervallumba esik a
minimumhely. Ekkor azt koveteljiik meg az osztédpontok valasztasatol, hogy 3y = z legyen.
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| -
a Y x

~

~
[y

<

|
a i/ T b
8

.3. 4bra.

Ekkor teljesiilnek a kovetkezd Osszefiiggések:

a+rb—a) = y'
= d+(1-r) -d)
= y+A=r)b—y)
= a+(l-r)b—a)+(1-r)b-—a—-1-7)b—a)),
és igy
r=1—-r+1-r)(1-(1-r)),
amibdl
P24+r—1=0 (8.3)

kovetkezik. Ennek pozitiv megoldédsa r = (v/5—1)/2 ~ 0.61834. Ez az aranymetszés aranyossagi
tényezbje: r teljesiti az

egyenlet.

Abban az esetben, amikor az [a, z] intervallumban van a minimumbhely, akkor ugy valasztjuk
x',y/-t, hogy 2’ = y legyen. Megmutathatd feladat), hogy ez a kovetelmény is a (8.3))
egyenlethez vezet.

8.3. algoritmus. Aranymetszés szerinti keresés médszere

INPUT:  f(x),
a,0],
g, - tolerancia
OUTPUT: p - a minimumbhely kozelitése

— (V5-1)/2
za+rb-—a)
y«—a+(1-r)(b—a)

fr <+ f(2)
fy fy)
while (b —a) > ¢ do
if fr > fy do
b+ x
Ty
fr < fy
y<—a+(1—-7r)b—a)
fy <+ f(y)
else do
a+y
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YT
Ty < fx
rz+—a+rb—a)
fr + f(z)
end do
end do
output((a +b)/2)

Konnyen igazolhaté a kovetkezo tétel:

8.4. tétel. Legyen f € C(a,b) unimoddlis figgvény. Ekkor az aranymetszés szerinti keresés
mddszere konvergdl az f fligguény minimumhelyéhez.

Konnyt ellendrizni, hogy az aranymetszés szerinti keresés médszere n 1épése utan az inter-
vallum hossza (b — a)r™ lesz. Igy a algoritmus az € tolerancia értéket

lo _£
n> # (8.4)
ogr

lépésben éri el.

8.5. példa. Keressiik meg az f(z) = 2% — 0.8z + 1 fiiggvény minimumhelyét! Kénnyfi kiszdmolni, hogy
a fliggvény a minimumét a p = 0.4 pontban veszi fel. A algoritmust alkalmaztuk az adott fliggvényre
a [—1,2] kezdeti intervallumot és az € = 0.005 tolerancia értéket hasznélva, amelynek eredménye a
tablazatban lathatd. A formula szerint n > 13.29337586 1épés kell az eloirt tolerancia elééréséhez.
A minimumhely az utolsé Iépésben kapott [0.3977741449,0.4013328688] intervallumban helyezkedik el,
a[8.3] algoritmus az intervallum felez8pontjat, 0.3995535068-t adja meg, mint kozelits értéket. O

8.1. tabldzat. Aranymetszés szerinti keresés médszere, f(z) = 2% — 0.8z + 1

k [ak, bk Yk Lk

0 [-1.0000000000, 2.0000000000] 0.1458980338 0.8541019662
1 [-1.0000000000, 0.8541019662] -0.2917960675 0.1458980338
2 [-0.2917960675, 0.8541019662] 0.1458980338 0.4164078650
3 [0.1458980338, 0.8541019662] 0.4164078650 0.5835921350
4 [0.1458980338, 0.5835921350] 0.3130823038 0.4164078650
5 [0.3130823038, 0.5835921350] 0.4164078650 0.4802665738
6 [0.3130823038, 0.4802665738] 0.3769410125 0.4164078650
7 [0.3769410125, 0.4802665738] 0.4164078650 0.4407997213
8 [0.3769410125, 0.4407997213] 0.4013328688 0.4164078650
9 [0.3769410125, 0.4164078650] 0.3920160087 0.4013328688
10  [0.3920160087, 0.4164078650] 0.4013328688 0.4070910050
11 [0.3920160087, 0.4070910050] 0.3977741449 0.4013328688
12 [0.3977741449, 0.4070910050] 0.4013328688 0.4035322811
13 [0.3977741449, 0.4035322811] 0.3999735572  0.4013328688
14  [0.3977741449, 0.4013328688] 0.3991334565 0.3999735572

Feladatok

1. Az aranymetszés szerinti keresés mddszerét alkalmazva keresse meg az aldbbi fliggvények mini-
mumbhelyét az adott intervallumon:

(a) f(x)=a3-3x+1, z€[-1,2], (b) f(x)=]cosz|, =x€][0,2],
(¢) flx)=1—10xze™ ", z€]0,2], (d) f(z) =cos(z® —z), z€[1,3].
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2. Alkalmazza az aranymetszés szerinti keresés médszerét az f(x) = —1/z? fiiggvényre a [—1,1]
intervallumon! Mit tapasztal?

3. Igazolja, hogy az [a’,V'] = [a,z] vélasztéskor az ' = y egyenlet akkor teljesiil, ha r megolddsa a
(18.3) egyenletnek!

4. Bizonyitsa be a[8:4] tételt!

5. Ellendrizze a formulat!

8.3. Szimplex modszer
Egy n-dimenzids szimplezen olyan n + 1 darab n-dimenzids vektor konvex burkat, azaz az
{oox@ 4+t apx™: 0<a; <1, ag+-+a, <1}

halmazt értjiik, ahol az x; — xg,x2 — Xg, ..., X, — Xo vektorok linedrisan fiiggetlenek. FEkkor
az x(© ... x(™ vektorokat a szimplex csticspontjainak hivjuk. Egydimenziés szimplexek a
szakaszok, kétdimenziés szimplexek a haromszogek, haromdimenziés szimplexek pedig a tetraé-
derek.

A szimplex mddszert n-véltozds fiiggvények minimumhely keresésére hasznaljuk. Vegyiink
fel kiindulasként egy n-dimenzids szimplexet. Keressiilk meg, hogy melyik a ,legrosszabb”
csucspont, azaz melyik cstcspontban veszi fel az f fliggvény a legnagyobb értéket. Legyen ez
példaul az xU) pont. Ekkor a szimplex legrosszabb pontjat tiikrozzik az x) ponttal szemben
fekvo oldal kézéppontjara, azaz a tobbi csticspont

o= L3 0
n 1=0
it
stulypontjara. A tiikrozott pont koordinatait az
X, = 2X. — x()

képlettel szamithatjuk ki. Ha f(x,) nem kisebb, mint az eléz6 1épésbeli legnagyobb fiiggvény-
érték, f (x(j)), akkor a tiukrozést nem fogadjuk el, hanem ahelyett a legjobb csticspontbdl fele
akkorara zsugoritjuk a szimplexet: legyen x(*) a legjobb csticspontja a szimplexnek, azaz ebben
a legkisebb a fiiggvényérték. Ekkor a tobbi csicspontot az

X(i)FX(k)_i_%(x(i)_x(k))? i=0,1,....k—1k+1,....n

képlettel szamoljuk tjra. Ezutédn a kapott (tiikkrozott vagy zsugoritott) szimplexszel megismé-
teljik az eljarast.

Az elébbi iterdciés médszerhez tobbféle megallasi feltételt, illetve feltétel kombinaciot ad-
hatunk meg. Példaul megkovetelhetjiik, hogy az eljaras akkor érjen véget, ha a szimplex egy
elére megadott méretnél kisebb lesz. A szimplex méretét definialhatjuk példaul a leghosszabb
éle hosszaként, azaz a max{||x®) —xU)||: i,j =0,...,n} képlettel. Egy mésik lehetSség lehet
az, hogy a szimplexek stilypontjaiban felvett f; fliggvényérték sorozatara alkalmazzuk az | f11 —
fr| < € feltételt. Egy harmadik megélldsi feltétel lehet a kovetkezd: Legyen f a csticspontokban
felvett fliggvényértékek atlaga, o pedig a szoérisa, azaz

SRR S Y _ L Sy - F
f—nH;f(x ) o= nH;(f(x()) f)>.
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Ekkor addig folytatjuk az iterdciét, amig o kisebb nem lesz mint egy elére megadott tolerancia
érték. A fiiggvény minimumhelyét az algoritmus utolsé 1épésében kapott szimplex siulypontjaval
szokds kozeliteni.

8.6. példa. Keressiik meg az f(z,y) = (22 — 2y)? + 2(x — 1)? fiiggvény minimumbhelyét! Konnyen
lathatd, hogy a fiiggvénynek az (1,0.5) pontban van (globdlis) minimuma. A szimplex mddszert alkal-
maztuk a feladat megolddsara a (—2,4), (—1,4) és (—1.5,5) kezdeti hdromszoghdl kiindulva. Az elsd
25 lépésben kapott haromszogeket és a csucspontokhoz tartozéd fliggvényértékeket a tablazatban
soroltuk fel. A abran lathaték f szintvonalai és az egyes 1épésekben kapott haromszogek. A 25.
haromszog kézéppontja, (0.9063,0.3542), jé kozelitése a pontos minimumhelynek. Az ebben a pontban
felvett fiiggvényérték 0.0303, ami kozel van a pontos minimum értékhez, 0-hoz. O

8.2. tabldzat. Szimplex médszer, f(x,y) = (22 — 2y)? + 2(z — 1)?

k x(k,1) x(k:2) x(k,3) f(x(k,l)) f(x(k,2)) f(x(k,B))
0 (-1.000, 4.000) (-2.000, 4.000) (-1.500, 5.000) 57.000 34.000 72.563
1 (-2.000, 4.000) (-1.000, 4.000) (-1.500, 3.000) 34.000 57.000 26.563
2 (-1.500, 3.000) (-2.000, 4.000) (-2.500, 3.000) 26.563 34.000 24.563
3 (-2.500, 3.000) (-1.500, 3.000) (-2.000, 2.000) 24.563 26.563 18.000
4 (-2.000, 2.000) (-2.250, 2.500) (-1.750, 2.500) 18.000 21.129 18.879
5 (-2.000, 2.000) (-1.750, 2.500) (-1.500, 2.000) 18.000 18.879 15.563
6 (-1.500, 2.000) (-2.000, 2.000) (-1.750, 1.500) 15.563 18.000 15.129
7 (-1.750, 1.500) (-1.500, 2.000) (-1.250, 1.500) 15.129 15.563 12.191
8 (-1.250, 1.500) (-1.750, 1.500) (-1.500, 1.000) 12.191 15.129 12.563
9 (-1.250, 1.500) (-1.500, 1.000) (-1.000, 1.000) 12.191 12.563 9.000
10 (-1.000, 1.000) (-1.250, 1.500) (-0.750, 1.500) 9.000 12.191 12.066
11 (-1.000, 1.000) (-0.750, 1.500) (-0.500, 1.000) 9.000 12.066 7.563
12 (-0.500, 1.000) (-1.000, 1.000) (-0.750, 0.500) 7.563 9.000 6.316
13 (-0.750, 0.500) (-0.500, 1.000) (-0.250, 0.500) 6.316 7.563 4.004
14 (-0.250, 0.500) (-0.750, 0.500) (-0.500, 0.000) 4.004 6.316 4.563
15 (-0.250, 0.500) (-0.500, 0.000) ( 0.000, 0.000) 4.004 4.563 2.000
16 ( 0.000, 0.000) (-0.250, 0.500) ( 0.250, 0.500) 2.000 4.004 2.004
17 ( 0.000, 0.000) ( 0.250, 0.500) ( 0.500, 0.000) 2.000 2.004 0.563
18 ( 0.500, 0.000) ( 0.250, 0.000) ( 0.375, 0.250) 0.563 1.129 0.910
19 ( 0.500, 0.000) ( 0.375, 0.250) ( 0.625, 0.250) 0.563 0.910 0.293
20 ( 0.625, 0.250) ( 0.500, 0.000) ( 0.750, 0.000) 0.293 0.563 0.441
21 ( 0.625, 0.250) ( 0.750, 0.000) ( 0.875, 0.250) 0.293 0.441 0.102
22 ( 0.875, 0.250) ( 0.750, 0.250) ( 0.813, 0.125) 0.102 0.129 0.239
23 ( 0.875, 0.250) ( 0.750, 0.250) ( 0.813, 0.375) 0.102 0.129 0.078
24 ( 0.813, 0.375) ( 0.875, 0.250) ( 0.938, 0.375) 0.078 0.102 0.024
25 ( 0.938, 0.375) ( 0.875, 0.375) ( 0.906, 0.313) 0.024 0.031 0.056

A szimplex médszernek egy moédositott valtozata a Nelder—Mead-mddszer. Ennél a médszer-
nél a szimplexet tiikrozzik, illetve megnyujtjuk vagy zsugoritjuk aszerint, hogy milyen értékeket
vesz fel a fliggvény a csicspontokban. Feltessziik, hogy minden egyes 1épésben a cstcspontokat
tigy indexezziik, hogy a fiiggvényértékek névekvd sorrendben legyenek, azaz f(x(0) < f(x(1)) <
oo < f(x(™). Ekkor x(™ a legrosszabb csticspont, ezt tiikrozziik a szemben fekv oldal

stlypontjdra. Legyen a titkrozott pont x, = 2x,—x. Vizsgéljuk meg, hogy milyen értéket vesz
fel az f fiiggvény x,-ben. Harom esetet kiilonboztetiink meg: 1. f(x(0) < f(x,) < f(x(=1),
2. f(x,) < f(x(9), azaz x, lenne az 1j legjobb pont, és 3. f(x,) > f(x(»V), azaz x, lenne az
4j legrosszabb pont.

Az 1. esetben x(™-t x,-re kicseréljitk (elfogadtuk a tiikrozést), és folytatjuk az iterdcidt.
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8.4. dbra. Szimplex maddszer.

A 2. esetben el6szor megprobaljuk az x, irdnyban megnyijtani egy kicsit a szimplexet, hatha
még jobb pontot kapunk. Legyen

Xe = X + (X, — X.),

ahol a > 1 egy rogzitett szam (egy paraméter a médszerben). Ha ekkor f(x.) < f(x(9) teljesil,
akkor a megnyujtast sikeresnek itéljiik, és x(™-t x.-re cseréljitk ki. Ellenkez$ esetben viszont
x("_t x,-re cseréljiik ki, azaz tiikroziink, de nem nytjtjuk meg a szimplexet.

A 3. esetben azt gondoljuk, hogy til messze titkroztitk x(™-t, {gy megprébéljuk zsugoritani
a szimplexet. Legyen

X, = { Xe — B(xr — %), ha f(x™) < f(x,),
T xeH B —x), ha f(x™) > f(x),

ahol 0 < f < 1 egy tjabb paraméter. Ha f(x,) < min{f(x™), f(x,)}, akkor x("-t x.-
vel cseréljiik fel. Ellenkezd esetben viszont a szimplexet a legjobb pontjabdl, x(0)-bél a felére
zsugoritjuk Ossze:

x(0  x(0) L %(X(i) — X(O)), i=1,...,n.

8.7. példa. A Nelder-Mead-moédszert alkalmaztuk az o = 1.4 és § = 0.7 paraméter értékekkel a
feladatban mér vizsgdlt f(z,y) = (2?2 — 2y)? + 2(x — 1)? fiiggvény minimumhelyének keresésére. Most
is a (—2,4), (—=1,4) és (—1.5,5) héromszogbdl indultunk ki. A kapott sorozat elsé 17 tagja ldthatéd
a tablazatban, illetve a abran. A 17. haromszog kozéppontja (1.0071,0.5929), a hozzé tartozéd
fuggvényérték pedig 0.0295. Lathatd, hogy ez a mddszer sokkal gyorsabban konvergdl a minimumhelyhez,
mint a szimplex mddszer. O

Feladatok
1. Keresse meg a kovetkezd fiiggvények minimumhelyét Nelder—-Mead-mddszerrel!

(a) flz,y) = >+ by?, (b) fla,y) =2+ (x+y—2)
(€) flz,y)=322+e@ ¥ (d) f(z,y) =2+ cos’(z—y)

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem



150 8. Széls6értékszamitas

8.3. tablazat. Nelder-Mead-médszer, f(z,y) = (22 — 2y)? + 2(zx — 1)?

k x (k;1) x(k:2) x(k:3) f(x(k,l)) f(x(k,z)) f(x(k’?’))
0 (-1.000, 4.000) (-2.000, 4.000) (-1.500, 5.000) 57.000 34.000 72.563
1 (-2.000, 4.000) (-1.000, 4.000) (-1.500, 2.600) 34.000 57.000 21.203
2 (-1.500, 2.600) (-2.000, 4.000) (-2.500, 2.600) 21.203 34.000 25.603
3 (-1.500, 2.600) (-2.500, 2.600) (-2.000, 1.200) 21.203 25.603 20.560
4 (-2.000, 1.200) (-1.500, 2.600) (-0.700, 0.920) 20.560 21.203 7.602
5 (-0.700, 0.920) (-2.000, 1.200) (-1.200,-0.480) 7.602 20.560 15.440
6 (-0.700, 0.920) (-1.200,-0.480) ( 0.520,-1.152) 7.602 15.440 7.088
7 ( 0.520,-1.1562) (-0.700, 0.920) ( 1.464, 0.394) 7.088 7.602 2.270
8 ( 1.464, 0.394) ( 0.520,-1.152) (-0.192, 0.530) 2.270 7.088 3.891
9 ( 1.464, 0.394) (-0.192, 0.530) ( 0.555,-0.668) 2.270 3.891 3.097
10 ( 1.464, 0.394) ( 0.555,-0.668) ( 0.168, 0.330) 2.270 3.097 1.783
11 ( 0.168, 0.330) ( 1.464, 0.394) ( 0.999, 1.083) 1.783 2.270 1.362
12 ( 0.999, 1.083) ( 0.168, 0.330) ( 1.200, 0.487) 1.362 1.783 0.296
13 ( 1.200, 0.487) ( 0.999, 1.083) ( 0.448, 0.467) 0.296 1.362 1.147
14 ( 1.200, 0.487) ( 0.448, 0.467) ( 0.648,-0.129) 0.296 1.147 0.707
15 ( 1.200, 0.487) ( 0.648,-0.129) ( 0.591, 0.380) 0.296 0.707 0.505
16 ( 1.200, 0.487) ( 0.591, 0.380) ( 1.068, 0.828) 0.296 0.505 0.274
17 ( 1.068, 0.828) ( 1.200, 0.487) ( 0.754, 0.464) 0.274 0.296 0.251

w

n

-

o

-3

8.5. dbra. Nelder-Mead-modszer.

T6bb kiilonbozé «, 8 paraméter értékekkel prébélja ki a médszert!

2. Alkalmazza a Nelder-Mead-moédszert tetszbleges o > 1 és 0 < 8 < 1 paraméter értékeket hasznal-
va az f(r) = 22 — y? fiiggvényre és a [0,1], [0,—1], [1,0] kezdeti pontokra! Mit tapasztal? Mit
tapasztal, ha ugyanerre a fiiggvényre és pontokra a szimplex mdédszert alkalmazza?

3. Fogalmazza meg a szimplex modszert egyvaltozds fliggvények minimumhelyének meghatarozasara,
és alkalmazza a [8.2] szakasz[I] feladatéban szerepld fliiggvényekre!

4. Tekintsiik a kovetkezé, derivaltat nem hasznélé médszert kétvaltozds fliggvények minimalizaldsara:
legyen f egy kétvaltozds fliggvény, (pgo), pg))) egy adott kezdeti pont. Minimalizaljuk a ¢ —
f (p(lo) +t, péo)) egyvaltozos fliggvényt (példdul szimplex mddszerrel, lasd az el6zé példat). Legyen

() 0y 2

t; a minimumhely. Ekkor jellje (p; ’,ps (pgo) + tl,péo)). Ezutdn minimalizaljuk a t —

f (p(ll) , pél)th) egyvéltozds fiiggvényt. A kapott to minimumhelyhez tartozé (p§2), pg)) = (pgl), pél)Jr
t2) pontbdl megismételjiik az eljardst. fgy felvaltva az x- illetve y-tengely irdnyaban egydimenzi-
6s minimumkeresési feladatokat megoldva kapjuk a sorozat kovetkez6 pontjat. Alkalmazza ezt a
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modszert az |1} feladatban felsorolt fliggvényekre! Hasonlitsa Gssze a kapott sorozat konvergencia-
janak gyorsasagat a Nelder—-Mead-modszer gyorsasagaval!

8.4. Gradiens modszer

Tekintsiink egy f: R™ — R fliggvényt. Analizisbdl ismert tétel szerint egy p pontban az f
fiiggvény a — f/(p) irdnyban csokken a leggyorsabban:

8.8. tétel. Legyen f € C'. Ekkor a
f(p+tu) — f(p)

li =1
10 t ’ Iu:
irdnymenti derivdltak minimuma az uw= —f'(p)/||f'(p)|2 irdnyban van.

Egy u irdnyt az f fiiggvény p pontbeli lejtdjének nevezziik, ha létezik olyan § > 0, hogy
f(p+tu) < f(p) minden 0 < ¢t < d-ra, azaz a fiiggvény csokken a p pontbdl az u irdny mentén
indulva. A tételt gy is megfogalmazhatjuk, hogy az f fiiggvénynek a p pontban a —f’(p)
irdnyban legmeredekebb a lejtoje.

A gradiens mddszer szerint egy p®©) kezdeti pontbél a negativ gradiensvektor irdnydban
kell elmozdulni. Szokas az elébbiek miatt ezt a legmeredekebb lejté modszerének is nevezni. A
modszer altalanos képlete ezért:

pktD) = p®) _ o, ¢ (p®)y, (8.5)

ahol ay a lépéskozt meghatdrozé szorzotényezd. A gradiens moédszernek tobb véltozata
van. A legegyszerlibb esetben a lépéskoz allandé. Legyen h rogzitett, és hasznaljuk az oy =
h/|f'(p*))||2 szdmot. Ekkor az egyes pontok kozotti tévolsag konstans h lesz. Természetesen
ekkor dltaldban nem varhaté el, hogy h-néal pontosabban megkozelitsiik a minimumbhelyet.

Egy masik valtozatban gy valasztjuk meg a 1épéskozt, hogy

Pr(a) = min Px(1)

legyen, ahol
on(t) = 1 (p™ — t£'(p™)). (8.6)

Ekkor minden egyes 1épésben a gradiensvektor altal meghatdarozott egyenes mentén egy egy-
valtozos fiiggvényt kell minimalizdlni. Ez utébbi médon valasztott 1épéskdzt hasznaloé gradiens
modszert optimalis gradiens modszernek hivjuk.

Az optimélis gradiens médszernél a gradiensvektorral parhuzamos egyenes mentén egy olyan
pontig lépiink, ahol az egyenes érint egy szintvonalat. Abbdl a pontbdl pedig a pontbeli
gradiensvektorral parhuzamosan 1épiink tovabb. Ebbol kévetkezik, hogy az optimdlis gradiens
moédszernél az egymads utdni 1épések iranyai merélegesek egymasra. (Lasd a|3| feladatot!)

Megmutathatd, hogy az optimélis gradiens mddszer lokalisan linedrisan konvergens. A
sorozat aszimptotikus hibakonstansa néha kozel van 1-hez, azaz a konvergencia lassu is lehet.

8.9. példa. Tekintsiik Gjra a és példakban vizsgalt f(z,y) = (22 — 2y)? + 2(x — 1)? fiiggvényt.
Elészor az oy, = 0.3/||f'(p™*)]|2 1épéskozzel futtajuk a gradiens médszert, két kezdeti pontbél inditva
a modszert: a (—1,4) kezdeti értékbdl (piros karikdk) és a (0.5,3.5) kezdeti értékbdl (zold karikdk).
A kapott sorozatok elsé 25 tagja a abrdn lathaté. A sorozatok lassan kozelitik meg az (1,0.5)
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minimumbhelyet (kék pont), és annak kozelében oszcilldlnak. Vegyiik észre, hogy ahogy az az analizisbél
ismert, a gradiensvektor merdleges a ponthoz tartozo szintvonalra, igy a gradiens mddszer sorozata mindig
a szintvonalra merdéleges irdnyban mozdul el.

Ezutén az optimélis gradiens médszert alkalmaztuk a (—1,4) és az (0.5, 3.5) kezd6pontbdl indulva. A
két sorozat elsd 3 illetve 12 tagjat a[8.7] dbrén lathatjuk. Az elsd sorozat gyorsan a minimumhely kozelébe
keriilt. A mésodik is gyorsan a minimumhelyet tartalmazé hosszikas ,,volgybe” keriilt, de ezutan ott csak
lassan, cikcakkban haladt a minimumhely felé. O

-2 -1

8.6. abra. Gradiens mddszer konstans 8.7. abra. Optimalis gradiens médszer.
1épéskozt hasznélva.

Ha f gradiensvektorat nem tudjuk vagy nem akarjuk kiszamolni (t1l sok miiveletet igényel),
hasznalhatjuk (8.5 kovetkez6 valtozatét:

ahol a v(%¥) vektor i-edik komponensét a

o = 2 (£ + he) — ;™). i=1,.n

képlettel szamoljuk (e az i-edik egységvektor).

Feladatok

1. Alkalmazza a gradiens médszert a [8:3] szakasz [I] feladatédban felsorolt fliggvényekre! Vélasszon
tetsz6leges kezdépontot, és hasznélja az ap = h/||f' (p®)||2 1épéskozt valamely h > 0-ra, illetve az
optimalis gradiens moédszert!

2. Ismételje meg az el6z6 feladatot az oy = h 1épéskozt haszndlval

3. Széamitsa ki a képlettel definidlt ¢y, fliggvény derivaltjat! A derivalt t = «y pontbeli értékébdl
vezesse le, hogy a plit2) — p(h+1) &g p(k+D) — p(*) vektorok merblegesek egyméasral Magyardzza
meg, hogy a numerikus mddszerrel generalt abran a jobb oldali sorozat els6 és mésodik lépése
miért nem merdleges egymésral
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8.5. Linearis egyenletrendszerek megoldasa gradiens modszerrel

Legyen A € R™ "™ gzimmetrikus métrix, b € R", ¢ € R, és tekintsiik a

1
g: R" - R, g(x) = §XTAX —bTx+¢ (8.8)

alakti kvadratikus fiiggvényt. Az A = (a;;), x = (z1,...,2,)T, b = (b1,...,by)T jeldléseket
hasznalva felirhatjuk g-t a kovetkezo alakban:

1 n n n
g(x1,...,xy) = 3 ZZaijxixj - Zbixi + c.

i=1 j=1 i=1

Szamitsuk ki a % parcidlis derivaltat. A feltevés szerint a;; = aj;, ezért

ag 1 n n
%(1’1, ey Tp) = B E (aijzj + ajiz;) — by = 5 a;jr; — by,
! j=1 j=1
azaz vektoridlis alakban
dg dg r
"(x) = == e, = Ax —b. :
709 = (5200 ) = Ax (5.9

fgy ha A invertdlhatd, akkor g-nek pontosan egy kritikus pontja van, amely az Ax = b egyenlet
megoldasa. Legyen X a g fiiggvény kritikus pontja és x = x + Ax.

g(X+ Ax) = %()‘( + Ax)TA(X + Ax) — bT (X + Ax) + ¢
1

1 1 1

— b’z - bTAx +ec.

Ebbél kapjuk az A = AT, xTAAx = (Ax)TAx, b Ax = (Ax)Tb és az Ax = b Ssszefiiggéseket
felhasznalva, hogy

1 1
g(x+ Ax) = §>’<TA5< —bTx + (Ax)T(Ax —b) + 5(AX)TAAX +c

= g(X)+ %(AX)TAAX.

Ezért )

g(x+ Ax) —g(x) = i(Ax)TAAX. (8.10)
Ha A pozitiv definit métrix, akkor g(x + Ax) — ¢g(x) > 0 minden Ax # 0 vektorra, azaz T
minimalizélja a ¢ fliggvényt. Ehhez hasonléan, ha A negativ definit, akkor a (8.10]) egyenletbdl

kovetkezik, hogy g-nek maximuma van Z-ben. Pozitiv ill. negativ definit matrixok a tétel
szerint invertalhatok. Ezzel belattuk tehat a kovetkezd tételt:

8.10. tétel. Legyen A szimmetrikus. Ekkor a g(x) := %XTAX — b x + ¢ kvadratikus fiigguény
gradiensvektora ¢'(x) = Ax —b. Ha A pozitiv (negativ) definit, akkor g-nek létezik globdlis
minimuma (mazimuma), amelyet a fiigguény az x = A~'b pontban vesz fel.

Az ¢el6z6 tétel bizonyitasabdl konnyen belathato:
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8.11. kovetkezmény. Ha egy kvadratikus figguénynek egy pontban lokdlis minimuma (mazi-
muma) van, akkor ott a fliggvénynek globdlis minimuma (mazimuma) is van.

Ha A egy szimmetrikus pozitiv definit matrix, akkor a tétel szerint az Ax = b linedris
egyenletrendszert megoldhatjuk ugy, hogy definidljuk a g kvadratikus fliggvényt a (8.8)) képlettel,
és optimalis gradiens mddszerrel minimalizaljuk azt. Definidljuk tehat a

p+) = pk) o y(®)

sorozatot, ahol
vk — g'(p(k)) — Ap(k) — b

-t az optimalis gradiens médszer definiciéjanak megfeleléen a ¢y (t) = g(p*) — tv(#)) egyval-
tozés fliggvény minimumbhelyének valasztjuk. Az ¢y fliggvény egy masodfoki polinom, hiszen

be(t) = % (p<k> N tv(k))T A <p<k> _ tv<k>) T (p<k> N tv(k)) ny

1 T T
— 22 (v(® (k) _ (k) (k) _ T (k)
t2(v ) Av t(v ) (Ap b) +c¢—b' p'™.

Ezért ¢ minimumhelyét explicit médon meg tudjuk adni:

(v " (Ap®) —b)
(v Av®)

. —

Ha bevezetjiik az r'®) := b—Ap* rezidudlis vektort, akkor az el6bbi képleteket 6sszefoglalhatjuk
a kovetkezd alakban:

r® = b—Ap® (8.11)
NT p(k)
- % (8.12)
(r) " Ar(k)
pH) = pk) L p(R), (8.13)
8.12. példa. A
41 4+ 220 — rz3 = 0
2.131 + 51‘2 = 8
—I1 + 3x3 = 1

linedris egyenletrendszerre alkalmaztuk a gradiens médszert a — rekurziv képletekkel a p(® =
(3,3,3)T kezd6értékbdl kiindulva. Megjegyezziik, hogy a médszer alkalmazhaté, hiszen a linedris rendszer
egyiitthatéméatrixa szimmetrikus és pozitiv definit. A kapott p(*) sorozat elsé 13 tagjat a tablazatban
soroltuk fel a kozelités hibdjaval egyiitt. Megjegyezziik, hogy a pontos megoldés (—1,2,0). O

Feladatok

1. Mutassa meg, hogy tetszoleges

g(X) = Z Zéijxixj + Z EZCEZ +c
i=1

i=1 j=1

kvadratikus fiiggvény felirhaté (8.8) alakban! Hogy frhatjuk fel ¢'(x)-et és ¢”(x)-et méatrix jelolést
hasznalva?
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8.4. tablazat. Linearis egyenletrendszer megoldasa gradiens mdédszerrel

k p" ™ — pll2
0 ( 3.00000000, 3.00000000, 3.00000000) 5.09901951
1 ( 0.43469388, 0.77673469, 2.14489796) 2.85575065
2 ( 0.03799038, 1.89938726, 0.41611180) 1.12280719
3 (-0.59954375, 1.61568290, 0.37817223) 0.67162421
4 (-0.75093609, 1.98854968, 0.13393796) 0.28302529
5 (-0.90321440, 1.90857051, 0.10622765) 0.17032651
6 (-0.93575911, 1.99605148, 0.03257991) 0.07213829
7 (-0.97504377, 1.97631917, 0.02650106) 0.04342696
8 (-0.98365956, 1.99904876, 0.00839916) 0.01839730
9 (-0.99365117, 1.99398134, 0.00679190) 0.01107528
10 (-0.99583018, 1.99975420, 0.00213698) 0.00469196
11 (-0.99837993, 1.99846385, 0.00173029) 0.00282459
12 (-0.99893668, 1.99993749, 0.00054530) 0.00119662
13 (-0.99958687, 1.99960829, 0.00044139) 0.00072037

2. Igazolja a kévetkezményt!
Ellendrizze a (8.11)-(8.13) képletek levezetését!

4. Alkalmazza a gradiens médszert a kévetkezd kvadratikus fliggvények minimumbhelyének meghata-
rozasara:

(a) flz,y) =227 — 120+ 3y> + 30y, (b) f(x,y) = 22> —4dwy+3y* — 2y

©w

5. Oldja meg a kovetkez6 linedris egyenletrendszereket gradiens moédszerrel:

6x;1 + 39 — 23 = 6

421?1 — 3132 = 4 ! 2 3 =
a) - b 3x1 + dwx — x3 = —4
( ) 31 + 3z = 3 ( ) —2x1 — X9 + 3x3 = —2

=

6. Legyen f(x,y) = %x2—|—%y2. Igazolja, hogy a gradiens médszert alkalmazva a p(® = (9,1)7 pontbél

indulva a
(k) — 9 k
P = ( (~1)* )0'8

pontokat kapjuk! Mi a sorozat aszimptotikus hibakonstansa? Adjon meg egy olyan fiiggvényt, ahol
a gradiens mddszer sorozatanak aszimptotikus hibakonstansa egy elére megadott 0 < av < 1 szdm!

8.6. Newton-mddszer

Most tekintsiink egy f: R" — R fiiggvényt. Rogzitsiink egy p(® vektort. Ha f € C3, akkor
p© egy kirnyezetében f kozelithets a

1
9(x) := F(O) + /() (x = ) + 5 (x = )T (V) (x - p©) (8.14)
mésodfoki Taylor-polinomjéaval, ahol f/(p(®) f gradiensvektora, f”(p(?)) pedig f Hesse-méatrixa
pO-ban. Tegyiik fel, hogy f”(p(®) pozitiv definit. Ekkor a tétel szerint g-nek globdlis
minimuma létezik, amelyet a
-1

p“”zP“’—(fWP”U) (")

pontban vesz fel. Ekkor pW-et tekinthetjiik f minimumbhelye kozelitésének. Ezutdn megis-
mételjitk az eljarast a p) pontbeli Taylor-kozelitést hasznalva. Igy definidlhatjuk a kovetkezd

iteraciés modszert: .

pk D) — p(k) _ (f”(p(k))> £ (p™) (8.15)
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A (8.15)) iterdciés médszert Newton-féle minimumkeresési modszernek hivjuk. Konnyen lathato,
hogy ez azonos az f’(x) = 0 egyenletrendszer megoldésara felirt Newton-iteraciéval. Ebbol
kapjuk rogton a kovetkezo tételt.

8.13. tétel. Legyen f: R — R, f € C3, f'(p) = 0 és £(p) pozitiv definit. Ekkor f-nek p-ben
lokdlis minimuma van, €s a Newton-iterdcio lokdlisan kvadratikusan konvergdl p-hez.

Bizonyitas. A tételt alkalmazva kapjuk, hogy p-ben f-nek lokélis minimuma van. Mivel a
(8.15)) iteracié ekvivalens az f’'(x) = 0 egyenlet p gyokének keresésére felirt Newton-mdédszerrel,
ezért a tételbél kapjuk, hogy a (8.15)) iteracid lokdlisan kvadratikusan konvergal p-hez. O

8.14. példa. Alkalmazzuk a Newton-médszert a [8.6], és példakban vizsgalt f(z,y) = (22 —
29)? + 2(x — 1)? fiiggvényre. A (—1,4)T pontbdl inditott (8.15) iterdcié elsé 5 tagjat a tablazatban
tiintettiik fel. A sorozat igen gyorsan megkozelitette a pontos (1,0.5)7 minimumbhelyet. Megjegyezziik,
hogy az (1,3)7 pontbdl inditott Newton-sorozat egy lépésben mar a pontos minimumhelyet adja vissza.

a

8.5. tabldzat. Newton-médszer, f(x,y) = (2% — 2y)% + 2(z — 1)?
W

k p® fp®) Ip® —p|, p——plz
Ip¢—D—p|3
0 (-1.00000000, 4.00000000) 57.00000000 4.03112887
1 (-1.33333333. 0.83333333) 10.90123457 2.35702260 0.14504754
2 ( 0.76666667.-1.91111111) 19.55698889 2.42237512 0.43602752
3 ( 0.80979667. 0.32695523)  0.07235807 0.25714159 0.04382173
4 ( 0.99964684. 0.48162536)  0.00129935 0.01837803 0.27794212
5 ( 0.99998771. 0.49998766)  0.00000000 0.00001742 0.05156519

8.15. példa. Tekintsiik az f(z,y) = 0.1(z? — 2y)* + (z — 1)? fiiggvényt. Konnyti ldtni, hogy
ennek a fiiggvénynek is (1,0.5)7 a minimumbhelye. Ellendrizhetd, hogy a minimumpontban a fiiggvény
Hasse métrixa f”(1,0.5) = 0, ami nem pozit{v definit. Ennek ellenére a Newton-médszer a (—1,4)7
kezd8értékbdl inditva konvergens lesz (ldsd a[8.6] tabldzatot), csak a konvergencia sebessége linearis lesz.

O

Feladatok

1. Alkalmazza a Newton-féle minimumkeresési médszert a [8.3] szakasz [1} feladataban felsorolt fiigg-
vényekre!

2. Mutassa meg, hogy olyan kvadratikus fliggvényekre, melyeknek Hesse-matrixa pozitiv definit, a
Newton-mddszer egy lépésben a pontos minimumhelyet adja vissza!

3. Igazolja, hogy ha a tétel feltételei teljesiilnek, és ha p(® elegendéen kozel van p-hez, akkor a
(8.15) sorozat minden k-ra definidlhaté, azaz f”(p*)) invertalhato!
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8.6. tablazat. Newton-médszer, f(x,y) = 0.1(2% — 2y)* + (z — 1)?
)

p® fe™) [p® —p|ly -2l
lpF=1 —pl|2
0 (-1.00000000, 4.00000000)  244.10000000 4.03112887

1 (-1.01468429, 2.84801762)  51.47734819 3.09388745 0.76749902

2 (-1.06550085, 2.12183854) 13.60182932 2.62614813 0.84881825

3 (-1.25304590, 1.80360379) 6.79822461 2.60299802 0.99118476

4 (-2.19917836., 2.64963726) 10.23933318 3.85430701 1.48071838

5 ( 1.13216300,-4.75372475) 1355.09401353 5.25538684 1.36351018

6 ( 1.13190045.-2.95581491)  267.68684927 3.45833116 0.65805454

7 ( 1.13102026.-1.75800646)  52.89017856 2.26180447 0.65401616

8 ( 1.12811546.-0.96208855) 10.46057564 1.46769088 0.64890263

9 ( 1.11900871.-0.43955842) 2.07752857 0.94706552 0.64527588

10 ( 1.09458417.-0.11167347) 0.41720946 0.61894313 0.65353781
11 ( 1.05056809. 0.07705747) 0.08386326 0.42595483 0.68819704
12 ( 1.01290080. 0.19574848) 0.01637137 0.30452490 0.71492300
13 ( 1.00119582. 0.28963767) 0.00320655 0.21036572 0.69079974
14 ( 1.00003517. 0.35899525) 0.00063312 0.14100475 0.67028386
15 ( 1.00000031. 0.40597370) 0.00012506 0.09402630 0.66683071
16 ( 1.00000000. 0.43731559) 0.00002470 0.06268441 0.66666888
17 ( 1.00000000. 0.45821040) 0.00000488 0.04178960 0.66666668
18 ( 1.00000000. 0.47214026) 0.00000096 0.02785974 0.66666667
19 ( 1.00000000. 0.48142684) 0.00000019 0.01857316 0.66666667
20 ( 1.00000000. 0.48761789) 0.00000004 0.01238211 0.66666667

8.7. Kwvazi-Newton mddszerek

Az el8z68 szakaszhoz hasonléan kozelitsiik az f fiiggvényt egy p*) pontja kornyezetében a

T 1
g@%:f®®%+@“0 (x = p®) + 5 (x — pM)TAD (x — p) (8.16)
kvadratikus fiiggvénnyel. Ha v(®) ~ f/(p®)) & A®) =~ f"(p*), akkor (8.16) kozeliti f
mésodfokd p®)-kériili Taylor-polinomjat, igy valéban f kozelitésének tekintheté p®) egy kis
kornyezetében. Azt varjuk, hogy ¢ minimumhelye kozeliteni fogja f minimumhelyét. Ha A*)
pozitiv definit, akkor a tétel szerint g minimumhelye a

-1
plht1) — k) _ (A(k)) v (8.17)

pontban van. FEzeket az iteracids eljarasokat kvdzi-Newton minimumkeresési modszereknek
hivjuk.

Viélaszthatjuk A®)-t és vt az f7(p*)) Hesse-matrix és az f'(p¥)) gradiensvektor nume-
rikus kozelitésének: AF) = (ag-c)) és v(k) = (ng), e vq(lk))T, ahol

1 . . . ,
ag?) = (f(p(k) + he® 4+ he(])) _ f(p(kr) + he(z)) _ f(p(k) + he(])) + f<p(k))> (8.18)
és

o = L (5o + ne) — fp)),

i,j =1,...,n (e® az i-edik egységvektor, h > 0 rogzitett kis lépéskoz). Itt elsérendii jobb
oldali differencia képlettel kozelitettiik f elsérendii parcialis derivaltjait, illetve a f
képletekkel a masodrendli parcialis derivaltakat. Ezzel a moédositassal nincs sziikség a pontos
Jacobi- és Hesse-métrix ismeretére, viszont minden iterdciés lépésben n? nagységrendti fiiggvény
kiértékelést kell elvégezni, arrdl nem is beszélve, hogy nem tudjuk, mi a h 1épéskoz idealis va-
lasztésa.
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Most tekintsiik azt az esetet, amikor a |i képletben v(*) = f’(p(k)), azaz vizsgaljuk a

-1
plEtl) — pk) _ ( A(k)) #(p™) (8.19)

alaki kvazi-Newton mddszereket. Feltessziik tehat, hogy a fliggvény gradiensvektorat ki tudjuk
szamitani, és a kérdés az, hogyan kozelitsiik a fiiggvény Hesse-métrixat. Erre egy lehetOség
a szakaszban vizsgélt Broyden-médszer alkalmazdsa az f'(x) = 0 egyenletrendszer gyoké-
nek meghatarozasara:

AR = k), (8.20)
pD = pk) 4 k), (8.21)
y® = fpttDy — f(ph), (8.22)

k k) (k)y (BT
Al _ At 0 = AP (W) (8.23)

1113

8.16. példa. Alkalmazzuk a (8.20)—(8.23) képletekkel definialt Broyden-médszert az f(z,y) = (22 —
2y)% + 2(x — 1)? fiiggvényre. A (2,2)7 pontbél inditottuk a sorozatot, az A(®) matrix pedig az f”(2,2)
Hesse-matrix A = 0.05 1épéskozii masodrendii differencia képlettel szamitott kozelitése volt. A
kapott sorozat els6 10 tagjat a tablazatban lathatjuk. O

8.7. tablazat. Broyden-médszer, f(z,y) = (22 — 2y)% + 2(x — 1)?

L p® F(p™) Ip® — pll. _1p™—plz_
lpt=1 —p||2
0 ( 2.00000000, 2.00000000) 2.00000e+00 1.80277564
1 ( 1.28952043, 0.56127886) 4.59574e-01 0.29593441 0.16415488
2 ( 1.35039835, 0.89916410) 2.46195e-01 0.53114121 1.79479368
3 (1.24875073, 0.73204681) 1.32833e-01 0.34018032 0.64047058
4 ( 1.12570322, 0.59780553) 3.67287e-02 0.15927091 0.46819553
5 (1.05911935, 0.54518730) 7.97359e-03 0.07441095 0.46719737
6 ( 0.99939685, 0.49649610) 3.43894e-05 0.00355544 0.04778109
7 (1.01133354, 0.50962433) 2.69479e-04 0.01486866 4.18194987
8 (1.00464762, 0.50384065) 4.58758e-05 0.00602918 0.40549562
9 ( 1.00047293, 0.50036811) 4.91375e-07 0.00059931 0.09940111
10 ( 1.00008014, 0.50006497) 1.37638e-08 0.00010316 0.17213595

A 1' iteraciés médszerrel az a probléma, hogy mivel A%) az f”(p) Hesse-matrix kozelité-
se, igy természetes megkovetelni, hogy A*) pozitiv definit legyen minden k-ra. Ez ahhoz is kell,
hogy a kvadratikus fiiggvénynek legyen minimuma minden k-ra. A numerikus tapasztalat
is azt tamasztja ald, hogy azok a alakd kvazi-Newton mddszerek a leghatékonyabbalk,
ahol A®) pozitiv definit kozelitése a Hesse-matrixnak. A Broyden-médszerrel generslt A ()
matrixsorozat viszont pozitiv definit matrixbdl kiindulva még csak nem is szimmetrikus méatrixo-
kat general.

Az tétel szerint ha egy A méatrix pozitiv definit, akkor az A = LL” Cholesky-felbontésa
létezik, ahol L nemszingularis. Forditva, ha A = MM alakd, ahol M nemszingularis, akkor A
pozitiv definit, hiszen x’ MM”x = [[MTx|]3 > 0, és egyenl6ség csak akkor van, ha MTx = 0,
és ezért x = 0.

Legyen A®) = M® (MEN)T alaki, ahol M®*) invertalhaté (de nem feltétleniil alulrél trian-
guldris). A kovetkez6 Hesse-matrix kozelitést, A*+D et AR+ = MEHD(MEFNT alakban
keressilk, ahol A*TD_t5] megkoveteljiik, hogy teljesitse az AKTDsk) = y(k) gzel8 egyenleteket.
A szel§ egyenletbdl kovetkezik, hogy (y*))Ts®) = (s*)T AF+DgF) - ezért ha AR+ pozitiv
definit, akkor az

(y"HTs®) > o (8.24)
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egyenl6tlenség teljesiil. Megmutatjuk, hogy (8.24) teljesiilése esetén a szel$ egyenletnek van
pozitiv definit megoldésa.

Vezessiik be a v(F) .= (M(kﬂ))Ts(k) jelolést. Ekkor a szel6 egyenlet felirhat6é a kovetkezo-
képpen:

MEHFNTE) k) 9
( )'s v, (8.25)
MR — k), (8.26)

Az M*+D) mgtrixot az M*®) métrixot médositva szeretnénk elééllitani, ezért a Broyden-médszer
levezetését kovetve (8.26) alapjan természetes M+ et az

(y(k) — M(k)v(k))(v(k))T
v 13

M) — itk (8.27)

alakban keresni. Ekkor M*+1) teljesiti a (8.26) egyenletet, és a legkevésbé tér el M*)_t61
abban az értelemben, hogy minden z L v(¥)-ra Mkt z = MKz, ME+D_et visszahelyettesitve

a (8.25) egyenletbe kapjuk, hogy

((y® — ME)y®) (k)T T

®)  — (k) (k)
v = (MYW)"s\™ + TCIE s
(k) (v (k) _ M)y (BT
_ T (k) , V(Y v
= (MY)"s'™ + TCIE S
(k) — k) (BT (k)
NTo(k) , Y v Tt g
(M) Est) 4 H"(k)H% v\,
Ebbél kivetkezik, hogy (M*)Ts*) = qv(*) alaki, ahol
| ) = MOV TS
T VT3
(yENTsk) - (vENT (VR Ts(k)
a VP35 [KaalF:
2 (y(k))TS(k)
= O my M (M) Tsm T
és igy
s (S(k))TM(k)(M(k))TS(k)
¢ = (y O Ts®)
(k)\T A (k) (k)
_ ) AW (8.28)
(y O Ts®

Mivel a szamlslé pozitiv, hiszen feltettiik, hogy A®¥) pozitiv definit, ezért o kifejezhetd a 1)
egyenletbdl, és

1
a (st)T Alk)s

K\T (K 1/2
(M) Tsh) — ( (y*)Ts! )(k)) (M) Tsh).
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Ezt visszahelyettesitve a (8.27) egyenletbe

(y(k) — éM(k) (M(k))TS(k))é(s(k))TM(k)
2z [|(ME)Ts®)]|3

y®) (NI AR)g(R) (g(R))TV(R)

(st))T Ak)g(k) (sHT A(R)s(k)

MG — k)

M®) +

Kis szamolassal ebbdl levezetheto feladat), hogy

y® (yNT  ARgHR) (BT A ()

(k+1) _ A (k) _
AT = AT U TSR T (s®) T ABS®)

(8.29)

Hétra van még azt megmutatni, hogy az iterdcié pozitiv definit matrixot general. Mivel A*K+1) =
MEFD(MEHNT - ezért elegendé azt belatni, hogy M*+D invertilhaté. A feltevés szerint
M®*) pozitiv definit, és ezért invertdlhaté. Ha feltessziik, hogy teljesiil, akkor M(+1)
invertalhatésagat konnyen kapjuk a képletbol a tételt alkalmazva. A részletek
kidolgozasat az olvaséra hagyjuk feladat).

A formulat Broyden, Flecher, Goldfarb és Shanno vezették be 1970-ben, ezért BFGS-
iterdcionak nevezzilk. Ez a jelenleg ismert legjobb iteracios formula a Hesse-méatrix kozelitésére.
Az iterdci6 kezdeti matrixdnak vagy f”(p(®))-t vagy ennek egy masodrendii differencia
kozelitését célszerti hasznélni. Ha p(© elegendéen kozel van p-hez, és f”(p) pozitiv definit,
akkor f”(p(©)), és ezért A is az lesz.

Végiil vizsgaljuk meg, hogy a (8.24]) feltétel milyen megszoritast jelent. A Lagrange-féle
kozépértéktételt tétel) és a (8.21]), egyenleteket alkalmazva kapjuk, hogy

BO)TSE = (§p%) — p®)) " (D~ pih)

=~ (0fi(*)  afi(p®)
Z( (axl ) ng ) (D )y

i=1

Z 2 fi(g® (D — py | (D _ 00y,

Pj J
.  Ox; O 895]

Ha a p® iterdltak elegendSen kozel maradnak p-hez az iterdcié kozben, akkor £%9) is p
kozelében marad, és ezért f” folytonossdga miatt

& fi(p
(N Ts®)  ~ Z Zaxlaxj N g

= (p(’”l) —p"T 7 (p)(p*+Y — p)),

ami pozitiv, hiszen f”(p) pozitiv definit. Ez a feltétel tehdt, ha a sorozat p-hez tart, p kozelében
teljesiilni fog. Természetesen ha nem teljesiil, akkor is definidlhaté a iteracid, csak
ekkor A1) pozitiv szemidefinit lesz, nem pozitiv definit.

Belathat6 a kovetkezo tétel.

8.17. tétel. Legyen f € C3, f'(p) =0, f"(p) pozitiv definit. Ekkor létezik olyan ,8 > 0, hogy
a (8.20)-(8.29), (8.29) iterdcid definialt minden k-ra, és szuperlinedrisan konvergdl p-hez, ha
1P pll2 < e és A — f"(p)ll2 < 0.
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8.8. tabldzat. A (8.19) kvazi-Newton mdédszer BFGS-iteraciéval

(%)

p®) fe®) |lp® —p||; le—pl
[P —pll2
0 ( 2.00000000, 2.00000000) 2.00000e+00 1.80277564
1 ( 1.28952043, 0.56127886) 4.59574e-01 0.29593441 0.16415488
2 ( 1.25102079, 0.70409379) 1.50630e-01 0.32352080 1.09321792
3 (1.19910219, 0.73444653) 8.02473e-02 0.30758228 0.95073416
4 ( 1.14966546, 0.69907469) 5.06393e-02 0.24905919 0.80973192
5 ( 1.00399514, 0.50473229) 3.40491e-05 0.00619320 0.02486638
6 ( 0.99975498, 0.49938607) 6.64526e-07 0.00066102 0.10673251
7 ( 1.00003118, 0.49997474) 1.46839e-08 0.00004012 0.06070113
8 ( 1.00001593, 0.50000889) 7.05953e-10 0.00001824 0.45466117
9 ( 1.00000627, 0.50000724) 8.24492e-11 0.00000958 0.52515860
10 ( 1.00000015, 0.50000024) 7.49020e-14 0.00000028 0.02901243
8.18. pelda A BFGS-iterdciéval kaptuk an 8.8 téblazatban szerepld sorozatot az f = (22 -2y)%+

2(x — 1)? fiiggvényre. Ugyanabbdl a kezdéértékekbdl inditottuk a médszert, mint a[8.16| példaban. O

Teljes indukciéval ellendrizhetd, hogy a BFGS-mdédszerrel képzett A*) matrixok B*) =
(AR~ inverzét a

B+ _ gk <1+ (y(k))TB(k)y(kz)> s(k) (s(k)YT

(s Ty® | () Ty®
(s Ty (®) '

rekurziv képlettel is kiszdmithatjuk. Ezt az sszefiiggést hasznédlva a (8.20)) egyenlet helyettesit-
het6 az

st} = —BW f/(pk)) (8.31)

egyenlettel, és igy a mddszer alkalmazasakor nincs sziikség linearis egyenletrendszer megoldasara
vagy matrix invertalasra.

A BFGS-iteracié levezetéséhez hasonléan kaphatjuk a DFP-iteracié eletet UJra A+ —
MEHD (MEHINT alakban keressiik a médositott Hesse-kozelitést, de a 1 . szel6 egyen-
letek helyett most az azzal ekvivalens

(MED)=1y®) )
<M<k+1>T)*1v(k> _ W

egyenletekbdl indulunk ki. Ennek megoldasat

k k)\— k ENT
(M(k—i—l))_l _ (M(k)>_1 N (s — (MW)~"tv(®) (v(¥)

V&3

alakban keresve kapjuk, hogy

KN o (k 1/2
V) (y™)Ts™ (M) ~1y (0
) T(A®) Ty ®
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feltéve, hogy a ({8.24) teljesiil. Ebbé6l a [2.58 tétel alkalmazédsaval kiszamithatd, hogy

B) _ AW (y T 4y (k) (y (k) _ A (R)g(k))T

(
1) _ At Y
AT = AT ) Ts®)

(y®) — AWk TgH)
- ((yk))Tsk))2

y(®) (y )T (8.32)

Ezt a formuldt DFP-iterdcionak nevezzik felfedez6i utan: Davidon (1959) és Flecher, Powell
(1963). Erre az iteraciora is teljesiil tétellel analég konvergencia eredmény.

Ellenérizhetd, hogy a DFP-iteraciéval generslt A¥) matrix inverze kiszdmithaté a kovetkezd
rekurziv médon:
S(k)(s(k))T B (A(k))—ly(k)(y(k))T(A(k))—l
(s(k))Ty(k) (y(k))T(A(k))_ly(k) )

(AGHD)= — (AR~ 4 (8.33)

8.19. példa. A DFP-iterdcidt vizsgaltuk a és példak feladatara. Ez a mddszer is a BFGS-
iterdciéhoz hasonléan gyorsan konvergal. A sorozat a (8.9, tabldzatban lathato. O

8.9. tabldzat. A (8.19) kvazi-Newton mdédszer DFP-iterdciéval

k P fE) ) —ple  LE—-pl
lp(e=1 —pl|2
0 ( 2.00000000, 2.00000000) 2.00000e+00 1.80277564
1 ( 1.28952043, 0.56127886) 4.59574e-01 0.29593441 0.16415488
2 ( 1.25682024, 0.70394625) 1.61396e-01 0.32794924 1.10818219
3 (1.09891338, 0.59229507) 2.00977e-02 0.13528576 0.41252041
4 ( 1.01148073, 0.50204318) 6.24877e-04 0.01166112 0.08619621
5 ( 1.00103666, 0.50022718) 4.77384e-06 0.00106126 0.09100838
6 ( 1.00001771, 0.50001111) 8.01068e-10 0.00002090 0.01969409
7 ( 0.99999976, 0.49999958) 2.45621e-13 0.00000049 0.02332123
8 ( 1.00000001, 0.50000002) 4.22000e-16 0.00000002 0.03601757
Feladatok

1. Alkalmazza az ebben a szakaszban bevezetett kvazi-Newton mddszereket a [8.3] szakasz [Il felada-
tdban felsorolt fliggvényekre!

Ellenérizze a (8.29) formula levezetését!
Igazolja, hogy M(**+1) invertalhaté, ha (8.24) teljesiil!

Igazolja a (8.30) rekurziv Gsszefliggést!
Dolgozza ki a DFP-iterdci6 levezetésének részleteit!

Igazolja a (8.33)) rekurziv Osszefiiggést!

AR
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9. fejezet
Legkisebb négyzetek modszere

Tegylik fel, hogy egy fizikai folyamatot egy ¢ fliggvénnyel irhatunk le, amelynek ismer-
jik vagy feltételezziik az altalanos képletét, de bizonyos paraméterek a képletben ismeretlenek.
A paramétereket egy a vektorban térolva a g(z;a) jeloléssel hangsilyozhatjuk, hogy ¢ az a
paraméterektdl fiigg. Feltessziik, hogy vannak y; (i = 0,1,...,n) mérési adataink a g fliggvényrél
az x; alappontokban. Tegytik fel a példa kedvéért, hogy tudjuk vagy sejtjiikk, hogy g egy
masodfokd polinom. Ekkor g-t 3 paraméter, az egyiitthatéi hatarozzak meg. Ha 3-nél tobb
mérési értékiink van, akkor dltaldban méar nem tudunk egy parabolat rajzolni a pontokon
keresztiil (a mérési hibdk miatt az adataink valészintileg nem a parabola grafikonjén helyezked-
nek el). Ezért a célunk az, hogy keressiik meg azokat a paraméter értékeket, amelyhez tartozéd
g fliggvény a ,legkevésbé” tér el a mérési adatoktol. Ezt a feladatot hivjuk gorbeillesztésnek.
Nem nyilvanvald, hogy mit értsiink azon, hogy a fiiggvény ,legkevéshé” tér el az adatoktol.
Attol fiiggben, hogyan definidljuk az illesztés hibajat, mas és m&as matematikai feladatként
fogalmazhatjuk meg a gorbeillesztés feladatat. Lehetséges az illesztés hibajat mérni az

Fi(a) ;== max{|g(z;;a) —yi|: i =0,1,...,n}

vagy az
n

Fy(a) := Z 9(xi;a) — il

1=0

képletekkel. Mindkett6t természetes valasztasnak érezhetjiik, hiszen ha a képlet értéke kis széam,
akkor a g(x;) fiiggvényérték és az y; mérési érték eltérése is kicsi lesz minden pontban. A
probléma az, hogy ha Fj(a)-t ill. F»(a)-t szeretnénk minimalizalni a szerint, akkor ez matemati-
kailag nehéz feladat amiatt, hogy egyik fiiggvény sem differencidlhaté a szerint. Fzt a technikai
problémat kikiiszobolhetjiik azzal, ha az

n

F(a):=) (g(z;;a) —4:)°,

1=0

un. négyzetes hibdaval mérjiik a fiiggvény és a mérési adatok eltérését. A matematikai fel-
adat tehdt az, hogy minimalizéljuk az F'(a) fliggvényt, és a minimumhelyhez tartozé paraméter
értékekkel definidlt g(z;a) fliggvényt tekintjiik a pontokra legjobban illeszkedé adott tipusi
fliggvénynek. Ezt a mddszert hivjuk a legkisebb négyzetek modszerének.

A négyzetes hiba segitségével torténé gorbeillesztést tanulményozzuk ebben a fejezetben.
El6szor linedris fiiggvény, majd tetszoleges polinom, és végiil néhdny specialis nemlinedris fiigg-
vény és trigonometrikus polinom illesztésével foglalkozunk. A fejezet végén rosszul definialt
linedris egyenletrendszerek legkisebb négyzetes megoldasat vizsgaljuk.
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9.1. Egyenes illesztése

Adottak (z;,vi), i = 0,1,...,n pontok, ahol x;-k paronként kiilonbéznek. Keresiink egy olyan
g(z) = az + b linearis fliggvényt, amelynek az adatoktdl szamitott négyzetes eltérése, azaz

n

F(a,b) := Z(Gl“i +b—y)? (9.1)

1=0

minimélis. Az igy definidlt F' fliggvény folytonosan parcidlisan differencidlhaté a és b szerint, és

OF -
%(a,b) = 2Z(aaci +b—yi)zi,
oF =0 (9.2)

n
Sy (@b = 2Z(axi +b—yi).
=0
A (9.2) parcidlis derivéltakat 0-val egyenlévé téve, atrendezés utdn kapjuk az un. Gauss-féle
normdlegyenleteket.
n n n
aZx?—i—bZl’z‘ = Zﬂﬁz‘yz‘,
i=0 i=0 i=0

ainer(nJrl) = Zyl
=0

=0

(9.3)

Erdemes hangstlyozni, hogy a masodik egyenletben b egytitthatéja, n+1 az adott mérési adatok
szamét adja vissza. Ez egy linedris egyenletrendszer a-ra és b-re. Az egyenletrendszer akkor és
csak akkor oldhaté meg, ha az egyiitthatématrix determinénsa,

n n 2
Sroa? o ) )
d := det ( =0 =0 =(n+1) Ty — i
SITETS L%

nem nulla. A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenl6tlenség (2.42] tétel) szerint

(Zx1> :<Zl'xi> SZIZm?z(n—Fl)Zm?.
=0 i=0 i=0

=0 =0

Ebbdl kovetkezik, hogy d > 0. Ha feltessziik, hogy legaldbb két z; kiilonbozik, akkor a[2.42] tétel
szerint egyenlGtlenség nem &llhat fenn, azaz d > 0. Ezért a (9.3) egyenletrendszernek pontosan
egy megoldasa van, amely a kévetkez6 alakban adhaté meg:

(n+1) QO o iti) = Oio i) (oo i)
(n+1) (Cio?) - Cigw)”

(Z?:o 3312) (itoyi) — Oiomivi) oio i) .
(n+1) (Xiso i) — (Xiso )’

A tétel szerint F-nek az (@, b) pontban lokalis széls6értéke van, ha

S

. F . 9PF 2F -\’
D(CL, b) = W(a, b) . W(a,b) — <aaab(a, b)) > 0.

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem
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Konnyen kiszdmithaté, hogy

Ezért

D(a,b) =4(n+1)y z? -
=0

3
S
N
(]
&
~_
no
I
S
=~

amir6l mar megmutattuk, hogy pozitiv. Mivel 88275(&,@ > 0, ezért a tételbdl kovetkezik,
hogy az F fiiggvénynek lok4lis minimuma van az (@,b) pontban, ami a kovetkezmény
szerint egyben globalis minimum is. Ezzel belattuk a kovetkezd tételt:

9.1. tétel. Adottak az (x;,y;) (i = 0,1,...,n) pontok, ahol van olyan i és j, hogy x; # x;.
Ekkor a

n
min az; +b—v;)?
(a.b)eR2 & 0( ‘ vi)

szélsoérték feladatnak létezik egyértelmi megolddsa, amely teljesiti a normdalegyenleteket.

9.2. példa. Tekintsiik a kovetkezo adatokat:

z; | -1.0 1.0 25 3.0 40 45 6.0
yz‘ 00 12 19 25 31 32 45

Keressiik meg az adatokra legjobban illeszkedd egyenest! Kézi szdmolaskor irjuk le az adatokat a
tédbldzatban ldthaté médon! Kiilon oszlopban kiszdmoljuk az z? és x;y; szdmokat, ill. az utolsé sorban
az oszlopban szereplé szdmok Osszegét. Ezen Gsszegeket hasznéljuk a ([9.3]) normaélegyenletek felirdsdhoz:

67.25a + 20.0b
20.0a + b

67.25
16.4.

amelynek megolddsa a = 0.630243 és b = 0.542163. A megadott pontok és az y = 0.630243z + 0.542163
egyenes grafikonja a[9.1} dbrdn ldthaté. Az illesztés hibdja:

6
. €T; + . — yz = U. .
0.630243 0.542163 2 = 0.124691
i=0 O

9.1. tablazat. Egyenes illesztése
2

Z; Yi €5 TilYi
-1.0 0.0 1.00 0.00
1.0 1.2 1.00 1.20
2.5 1.9 6.25 4.75
3.0 2.5 9.00 7.50
4.0 3.1 16.00 12.40
4.5 3.2 20.25 14.40
6.0 4.5 36.00 27.00
20.0 16.4 89.50 67.25

Feladatok

1. Illesszen egyenest a megadott adatokra és szamitsa ki az illesztés hibajat:

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem



166 9. Legkisebb négyzetek modszere

05, 0 1 2 3 4 5 6

9.1. abra. Egyenes illesztése: y = 0.630243z + 0.542163

2] 00 1.0 15 20 30
y; | -18 1.3 25 39 83

z; |-1.0 1.0 20 30 40 50 6.0

yi | 42 21 13 21 28 -21 -3.0

z; |-1.0 1.0 30 50 90 100 13.0
y; | -01 34 73 151 29.1 356 56.3

9.2. Polinom illesztése

Ebben a szakaszban m-edfokd polinom illesztését vizsgdljuk megadott (x;,y;) (i = 0,1,...,n)
pontokra, azaz kerestink olyan a,,, am—1, - .., ag szdmokat, amelyek minimalizaljak az

n
-1 2
F(am,am-1,...,a1,a9) := E (@ + a1z + -+ a1z + ao — Yi)
=0

m + 1-valtozos fuggvényt. Ha n < m, akkor a megadott pontokon keresztiil rajzolhatd m-
edfokid polinom (F' minimé&lis értéke 0). Ebben az esetben interpoldciéval meghatdrozhatdk az
egyiitthatdk. fgy az m < n esetre érdekes vizsgalnunk a feladatot, hiszen ekkor F' nem veszi fel
a 0 értéket.

A tétel alapjan az F' figgvénynek ott lehet csak szélséértéke, ahol a parcidlis derivéltjai
nullak:

OF - -
T(amﬂmqa coo,ag) = QZ(amﬂféﬂ +amo1z -+ ag — gl
m i=0
oF - - -
5 (@ms @1, 00) = 2 (ama]" + amo12]" " 4+ ag — yi)a
@m—1 =0
OF . -
T%(am,am,l,...,ao) = ZZ(amx;”—l—am,lmlm Y ag — )
=0

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem
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Ezeket nullaval egyenlévé téve és atrendezve a kapott egyenleteket

n n n n n
amZx%m +am_12x?m_l+--- +alzxzm+l+a02x§” :Zﬁ"yl
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0
n n n n n
am, Z 2?2 g, g Z A S Zx;” +ap Zaﬁ;”_l = Z by,
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0

7:1, n n n TL.
amzw?”l +am-1zx§" +---+alzx? +aozxi =inyi
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0
n n n n
angc;” +am_12x;”_1 +-'-+a1Z:1:i +ap(n+1) :Zyi
=0 i=0 i=0 i=0

Most belatjuk, hogy a (9.4]) linedris egyenletrendszernek létezik egyértelmii megolddsa, azaz az
n n n n
2m 2m—1 m+1 m

i=0 i=0 i=0 i=0

n n n n

§ :x?mfl § :x?me L § :ZL‘;TL § :x;nfl
A —

= | =0 i=0 i=0 i=0

n n n n
PIE D DA DL D 3
=0 =0 =0 =0

egylitthatématrix invertdlhaté. Ehhez a tétel szerint elegendé megmutatni, hogy A pozitiv
definit. Az A métrix jk-adik elemét a > . :U?mﬁ*y*k képlettel adhatjuk meg, ahol j, k =
1,2,...,m+ 1. Legyen z = (21, 20, ..., 2m+1) € R™*!. Egyszerii dtalakitdsokkal adédik

m+1m+1 n
T _ 2mA-2—j—k
z' Az = E E E x; Zj 2k
j=1 k=1 =0
n m-+1m-+1
_ m+1l—j_ m+1—k
= g g E x; 2%, 2k
=0 j=1 k=1

2
n m+1

_ mtl—j
= 2 | XAy

i=0 \ j=1

Tegyiik fel, hogy z” Az = 0. Ekkor az eldbbi szamolasbdl kovetkezik, hogy Z;n;ll x?Hl*J z;j =0
minden ¢ = 0,1,...,n-re. Eszerint ha az x; alappontok paronként kiilénboznek, akkor a p(x) :=
Z?ﬁll ijm—i—l—j m-edfokd polinomnak n 4 1 kiilénb6z6 gyoke van. Ha feltessziik, hogy m < n,
akkor az algebra alaptétele szerint ebbdl kévetkezik, hogy p azonosan nulla, azaz z; = 0 minden
Jj=1,2,...,m+ l-re. Ezzel belattuk, hogy A pozitiv definit, és igy a egyenletrendszernek
létezik egyértelmi megoldasa, amit a-val jeloliink. Mivel

0’F L
a) — 2 ]+k}
aaj 8ak (a) ; xz ’

ezért F'(a) = 2A. Ebbdl kovetkezik a [8.1] tétel alapjén, hogy F-nek a-ban lokdlis minimuma
van, és mivel F' kvadratikus fiiggvény, ezért ez globdlis minimum is. Az eredményeinket a
kovetkezo tételben 0sszegezhetjiik:

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem
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9.3. tétel.  Adottak az (z;,y;)) (i = 0,1,...,n) pontok, ahol az x; alappontok pdronként
kulonboznek. Legyen m < n. Ekkor a

n

min Eza%ﬁfl+am—mfhl+'“4ﬂh$r+ao—y02

(am...,a0)ERM+1 —0

szélsoérték feladatnak létezik egyértelmi megolddsa, amely teljesiti a normdlegyenleteket.

9.4. példa. Illessziink parabolat az

r; | -1.0 -05 0.0 1.0 20 3.0 3.5
yl‘ 16 17 19 15 06 -01 -1.0

adatokra! Kézi szdmoldskor a[0.2] tdbldzatban lathaté médon helyezzik el az adatokat. Az utolsé sorban
szerepld Osszegeket haszndljuk a (9.4) egyenletrendszerhez:

249.1250a + 77.750b + 27.50c = -—7.225
77.750a +  27.50b + 8.0c = —=3.55
27.50a + 8.0b + Tc = 6.2.

amelyet megoldva kapjuk, hogy a = —0.196021, b = —0.084748 és ¢ = 1.752653. A megadott pontokat
és a szamitott parabola grafikonjat a[9.2] dbran ldthatjuk. Az illesztés hibdja

6
> (—0.19602127 — 0.084748x; + 1.752653 — y;)* = 0.0964456.
i=0 0

9.2. tabldzat. Parabola illesztése

ZT; Yi 95? xf’ 55? l‘?yt TiYi
-1.0 1.4 1.0000 -1.000 1.00 1.400 -1.40
0.0 1.9 0.0000 0.000 0.00 0.000 0.00
0.5 1.6 0.0625 0.125 0.25 0.400 0.80
1.0 1.7 1.0000 1.000 1.00 1.700 1.70
2.0 0.2 16.0000 8.000 4.00 0.800 0.40
2.5 -0.1 39.0625 15.625 6.25 -0.625 -0.25
3.0 -2.0 81.0000 27.000 9.00 -18.000 -6.00
8.0 4.7 138.1250 50.750 21.50 -14.325 -4.75

Feladatok

1. Tllesszen paraboldt a megadott adatokra és szamitsa ki az illesztés hibajat:

2120 -1.0 1.0 20 3.0
@) = 21 14 05 25 72
by %10 20 30 40 50 60
) = T25 12 20 39 62 83

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem
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_q I I I I I I I I o

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5

9.2. abra. Parabola illesztése: y = —0.19602122 — 0.084748x + 1.752653

9.3. Nemlinearis fliggvény illesztése

Az el6z6 szakaszokban vizsgalt médszert alkalmazhatjuk olyan nemlinedris fiiggvény illesztésre
is, ahol az ismeretlen paraméterek linearisan szerepelnek, mert ekkor a kapott normalegyenletek
linearis egyenletek lesznek. Az altalanos esetben viszont a normalegyenletek is lehetnek nemline-
arisak. Nézziink egy példat. Tegyiik fel, hogy egy be®® alakt exponencialis fiiggvényt szeretnénk
illeszteni az (z;,y;) (i =0,1,...,n) pontokra. A négyzetes hibat felirva az

n

F(a,b) =) (b — y;)?

1=0

fliggvényt kapjuk, amelynek kritikus pontjait a
n
22(()6‘”” —yi)be"iz; = 0
i=0
n
QZ(be‘m —yi)e®™ = 0
i=0

egyenletrendszer megolddsai adjak. Ezt mar analitikusan nem tudjuk megoldani, és azt sem
konnyt latni, hogy hany megoldds van, és ha tobb van, melyik megoldas fogja minimalizalni
F-et. Természetesen meg tudjuk oldani az egyenletrendszert numerikusan, ill. a [§] fejezetben
ismertetett numerikus modszerek segitségével tudjuk kozeliteni F' minimumat.

Az el6bb vazolt szdmolas helyett alkalmazhaté a kovetkezd, in. linearizdcids modszer: Ve-
gylk észre, hogy ha az y = be® egyenlet mindkét oldaldnak vessziik a logaritmusat, akkor az
Iny = Inb + ax Osszefiiggést kapjuk, ahol In y linearisan fiigg 2-t6l. Vezessiink be 1j véltozokat:
X:=z, Y :=Ilny, A:=aés B :=1nb. lllessziink tehdt Y = AX + B alaki egyenest az adott
(73, Iny;) adatokra. Legyenck A és B az egyenes illesztésekor kapott konstansok. Ekkor a be®®
fiiggvényt tekintjik az (z;,y;) pontokra legjobban illeszked$ exponencidlis fliggvénynek, ahol
a=A, b= eP. Megjegyezziik, hogy a lineariziciés médszerrel illesztett fiiggvény természetesen
nem megoldasa az eredeti nemlinedris illesztési feladatnak, viszont konnyd kiszdmolni, igy a
gyakorlatban ezt az illesztést célszerii alkalmazni.

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem
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9.5. példa. Illessziink be®® alaku fiiggvényt az

2,100 10 15 20 3.0 40
y: |03 07 09 12 1.8 27

pontokra! A linearizdlt adatok a[9.3] tabldzatban lathaték. Az egyenes illesztésekor kapott

32.25A + 11.5B = 5.586294
11.54 + 68 = 0.097352,
normélegyenletek megoldasa A = 0.528951 és B = —0.997597, azaz a linearizdlds moddszerével illesztett

fiiggvény képlete 0.3687650-928951¢  Ennek a fiiggvénynek és az adatoknak a grafikonja a abran
lathaté. A linearizalt illesztés hibaja

5

> (0.5289512; — 0.997597 — Iny;)* = 0.095396,
=0

az eredeti hiba a kapott fliggvényre pedig

5
2(0.3687650'528951“ — ;)% = 0.165543.
i=0 O

9.3. tablazat. be® alaku fliggvény illesztése

T Yi In y; 7 2 Iny;
0.0 0.3 -1.203973 0.00 0.000000
1.0 0.7 -0.356675 1.00 -0.356675
1.5 0.9 -0.105361 2.25 -0.158041
2.0 1.2 0.182322 4.00 0.364643
3.0 1.8 0.587787 9.00 1.763360
4.0 2.7 0.993252 16.00 3.973007
11.5 0.097352 32.25 5.586294
35;

00 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

9.3. dbra. be® alaku fiiggvény illesztése: be®: y = 0.3687650-528951«

9.6. példa. Illessziink egy bx® alaku hatvanyfiiggvényt a kovetkezo pontokra:

2 |05 1.0 15 25 3.0
yi | 07 11 16 21 23

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem
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Ebben az esetben is alkalmazhaté a linearizalds mddszere: tekintsiik az Iny = alnz + Inb Osszefiiggést.
Ekkor Iny linedrisan fiigg In z-t8l. Tllessziink tehdt egy egyenest az (Inx;, Iny;) pontokra. A szdmoldst
a[0.4] tabldzatban lathatjuk, a kapott normélegyenletek:

2.691393A + 1.727221B = 2.032673
1.727221A + 5B = 1.783485.

Ennek megoldasa A = 0.676257, B = 0.123088. Ebbél az eredeti paraméterek: a = A = 0.676257 és
b=eB = 0123088 — 1 130984. A linearizalt illesztés hibéja

4
> (0.676257 Inz; + 0.123088 — Iny;)* = 0.007279,
1=0

az eredeti négyzetes hiba pedig

4
D (1.130984a: 57257 — y1,)? = 0.019616.

i=0 O

9.4. tablazat. bx® alaku fiiggvény illesztése

T; Yi Inz; Iny; (Inx;)? Inz; Iny;
0.5 0.7 -0.693147 -0.356675 0.480453 0.247228
1.0 1.1 0.000000 0.095310 0.000000 0.000000
1.5 1.6 0.405465 0.470004 0.164402 0.190570
2.5 2.1 0.916291 0.741937 0.839589 0.679830
3.0 2.3 1.098612 0.832909 1.206949 0.915044

1.727221 1.783485 2.691393 2.032673

261

06 I I I I I
0.5 1 1.5 2 25 3

9.4. abra. bz® alaki fiiggvény illesztése: y = 1.13098420-676257

Feladatok

1. Illesszen be®® alaku fiiggvényt a megadott adatokra és szamitsa ki az illesztés hibajat:
z; | -20 -1.0 1.0 2.0 3.0
(a) y: | 06 09 16 23 29

b z; | 1.0 15 20 25 3.0 3.5
(b) yvi | 1.3 16 19 22 3.0 4.1

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem
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2. Illesszen bz alaku fliggvényt a megadott adatokra és szamitsa ki az illesztés hibajat:

z; | 1.0 3.0 40 50 60 9.0
(a) v | 1.6 1.9 22 23 34 49

z; [ 1.0 20 3.0 40 50
) = T07 28 75 148 256

3. Oldja meg az el6z6 két feladatot az eredeti nemlinedris négyzetes hibat minimalizédlva Newton-

modszerrel!

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe

Pannon Egyetem



10. fejezet

Kozonséges differencialegyenletek

Ebben a fejezetben kozonséges differencidlegyenletek numerikus megoldasait vizsgaljuk az
Euler-, Taylor-, és Runge-Kutta mddszerekkel.

10.1. Differencialegyenletek el6ismeretek

Ebben a fejezetben az
v =fty),  yto) =wo (10.1)

kezdeti érték probléma kozelité megoldasat keressiik egy véges [to, T] intervallumon. Az egysze-
riiség kedvéért a kozelité mddszerek targyaldsakor azt az esetet vizsgaljuk, ahol y = y(t) valds
értéki figgvény, azaz feltessziik, hogy

filto,T]xR—>R,  yoeR

A kapott eredmények konnyen atvihetdk differencidlegyenlet-rendszerekre: ekkor y = y(t) az
ismeretlen fliggvényekbdl képzett m-dimenzids vektort jelol, és a vizsgalt egyenletrendszert
vektor jeloléssel az

y =fty),  y(to) =y, (10.2)

alakban irjuk fel, ahol
f: [to,T] x R™ - R™,  y©@ cRr™

Vezessiik be a kovetkezd definiciot: Az f: [to,T] x R — R fiiggvény a masodik véltozéjdban
teljesiti a Lipschitz-tulajdonsdgot az L Lipschitz-konstanssal, ha

lf(t,y) — f(t,9)| < Lly — gl minden ¢ € [to, T] és y,y € R-re. (10.3)

Ezt a fogalmat konnyen altaldnosithatjuk a vektor értéki esetre, ha abszolit érték helyett normét
hasznalunk az eléz6 definiciéban.

A differencialegyenletek elméletébdl tudjuk, hogy a ill. kezdeti érték problémak
megoldhatésdgahoz annyit kell csak feltenni, hogy az f ill. f fiiggvények folytonosak legyenek,
valamint a megoldédsok egyértelmiiségéhez még azt is fel kell tenni, hogy a maésodik valtozdjuk-
ban Lipschitz-tulajdonsaguak legyenek. Ervényes tehdt a kovetkezd allitas (a skalar esetre
megfogalmazva):

10.1. tétel.  Tegyiik fel, hogy az f: [to,T] x R — R folytonos figgvény a mdsodik wvdlto-
zdjaban Lipschitz-tulajdonsdgi (valamely L Lipschitz-konstanssal). Ekkor a kezdeti érték
problémdnak minden yo € R kezdeti értékhez létezik egyértelmi megolddsa a [0, T| intervallumon.

Megjegyezziik, hogy a tétel és a kés6bbiekben megfogalmazandé tételek feltételeiben
szerepl6 Lipschitz-tulajdonsag, azaz a egyenl6tlenség teljesiilésének megkovetelése minden
Y,y € R-re elég erés megszoritas f-re nézve. Ehelyett szokds gyengébb, un. lokalis Lipschitz-
tulajdonsdgot megkovetelni: minden T' > ¢ és [a, b] intervallumhoz, amelyre yo € (a,b), létezik
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olyan L > 0 szdm (amely T-t6l és [a, b]-tél fiigg), hogy teljestil minden ¢ € [to, T, v,y €
[a, b]-re. Ez a feltétel a gyakorlatban fellépd f fiiggvények nagyrészére teljesiil. Példaul elég azt
feltenni, hogy a folytonos f fiiggvény folytonosan differencidlhaté a masodik valtozdja szerint,
abbdl kovetkezik, hogy lokdalisan Lipschitz-tulajdonsdgi a masodik valtozdjaban feladat). A
lokalis Lipschitz-feltételbol viszont nem garantilhatd, hogy a feladat megoldasa az egész
[to, T intervallumon létezik, csak annyit mondhatunk, hogy létezik olyan 0 < T' < T szdm, hogy
a feladatnak egyértelmii megoldésa létezik a [to, T intervallumon (lésd feladat). Ennek
a technikai problémanak elkertilésére a késébbi bizonyitdsainkhoz feltessziik, hogy f globalisan,
azaz (10.3) értelmében Lipschitz-tulajdonsigu.
Ismert, hogy az

y(m) = f(t7 Y, yla s 7y(m—1))’ y(tO) = Yo, y/(tO) =Y.y y(m—l) (tO) = Ym-1

m-edrendii kezdeti érték feladat ekvivalens egy ((10.2]) alaku els6rendii differencidlegyenlet-rend-

szerrel, ahol

(mfl))T )T'

Y=,y o6 ¥ = oy yma
Mi az egyszeriiség kedvéért csak a ([10.1]) alaku elsérendii skaldris differencidlegyenletekkel fog-
lalkozunk a tovabbiakban, de a kés6bb ismertetett mddszerek egyrésze konnyen atfogalmazhato
differencialegyenlet-rendszerekre is.

Feladatok

1. Alakitsa 4t a kovetkezd magasabbrendii differencidlegyenletekhez tartozé kezdeti érték feladatokat

(10.2)) alakra:

(a) y" +5y =e* 7, y(0) =3, ¢(0)=-1,
(b) ¥ =t +ty=0, y1)=1, y(1)

(c) v +4y" — 2y + 5y =17, y(-1) =2, y(-1)=-3

2. Bizonyitsa be, hogy az y' = /|y|, y(0) = 0 kezdeti érték feladatnak y(t) = 0 és y(t) = t2/4 is
megolddsa. Mutassa meg, hogy az f(y) = /|y| fiilggvény nem Lipschitz-tulajdonsigi y-ban.

3. Bizonyitsa be, hogy ha az f: [tg,T] x R — R folytonos fliggvény a masodik vdltozéja szerint
folytonosan parcidlisan differencidlhato, akkor f lokalis Lipschitz-tulajdonsdgi a méasodik valtozé-
jaban.

4. Igazolja, hogy az y' = y?, y(0) = 1 kezdeti érték feladatnak nem létezik megoldasa a [0, 7]
intervallumon, ha 7' > 1! Mutassa meg, hogy a g(y) = y? fiiggvény nem globdlis Lipschitz-
tulajdonsagi y-ban, viszont lokélis Lipschitz-tulajdonsag!

10.2. Euler-modszer

Tekintsiik a kezdeti érték problémat. Ebben a szakaszban a probléma legegyszeriibb
numerikus megoldédsi médszerét, az an. Fuler-mddszert vizsgéljuk. A célunk az, hogy egy [to, 1]
véges intervallumon, elore megadott véges sok pontban kozelitsiik a megoldast. Jeloljiik ezeket
az alappontokat (a tg ponttal kezdve): ¢ty < t; < --- < t,, = T-vel, és az alappontok tavolsigat
hi-vel, azaz h; = t;y1 —t; (1 = 0,...,mn — 1). Nem kell feltenniink a médszer definidlasakor,
hogy az alappontok ekvidisztansak (azaz h; = h 4llandd), de a gyakorlatban természetesen erre
az esetre alkalmazzuk a leggyakrabban a mddszert. Az alappontokbeli y(t;) megoldéasértékek
kozelitésére definidljuk a z;, in. Euler-sorozatot a

Zit1 = zi+h2~f(ti,z,-), (7, =0,1,2,...,n— 1), 20 = Yo (10.4)
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rekurziv képlettel.
Most haromféleképpen is levezetjiik az Euler-mddszer képletét, majd utdna vizsgaljuk a
kozelités hibajat.

1. levezetés: Tegyiik fel, hogy y(t) megolddsa a kezdeti érték problémanak. Mivel
y(t) teljesiti a kezdeti feltétet, tudjuk az ¢y alappontbeli értékét: y(to) = yo, ezért zp a pontos
értéke a megoldasnak a to pontban. Hogyan becsiilhetjiik y(t1)-et? Kozelitsiik az y(t) fliggvényt
a to pontjahoz tartozo elsérendli Taylor-polinomjéval (azaz geometriailag a fliggvény grafikonjat
az adott ponthoz tartozd érintdjével kozelitjiik): y(t) =~ y(to) + y'(to)(t — to). Ekkor a t = t;
pontban kapjuk, hogy

y(t1) = y(to) +y'(to) ha. (10.5)

Ebben a képletben szerepel még a megoldas derivaltja a ty pontban, ami a egyenletet
alapjan '(tg) = f(to,y(to)). Mivel y(to) = yo = 20, igy ¥'(to)-t ki tudjuk szdmitani az
egyenlet jobb oldala, ¢y és a mdr definidlt 2o érték segitségével: o'(t9) = f(to,20). Ezért a
osszefliggésbdl kapjuk, hogy y(t1) =~ 21 := z0 + h1f(to, 20). Haszndlhatjuk tehat z;-et,
mint a megoldds t1-beli kozelitését. Hogyan kozelitsik y(t2)-t, ill altaldban y(¢;4+1)-et, ha mar
ismert az y(t;) megoldasérték z; kozelitése? Az el6z6 otletet kovetve y(tiv1) ~ y(t;) + ' (t:)hs, és
mivel y(t;) & z; és {gy y'(t;) = f(ti,y(t;)) = f(ti, 2i), kapjuk, hogy y(ti+1) ~ zit1, ahol z;11-et a
képlettel definialtuk.

2. levezetés: A megoldas teljesiti az y/(¢;) = f(t;, y(t;)) Osszefliggést. Elsérendi numerikus
differencidlasi képletet haszndlva

o L Y1) —y(t)
Y () = +h—i’

azazZ

y<t+1>h—y<t> ~ f(ty(t)).

Ezt dtrendezve kapjuk, hogy y(tiy1) =~ y(t;) + hif(ti, y(t:)). Feltéve hogy y(t:) ~ 2, a (10.4)
képlettel definidlt z;y; teljesiti az y(ti+1) =~ 241 Osszefliggést.

3. levezetés: Az y'(t) = f(t,y(t)) differencidlegyenlet mindkét oldaldt integralva t;-t6l t;41-ig
kapjuk, hogy

y(tivn) — y(ts) = / " (s ds,

ti
AZaZ

) = w0+ [ sy ds (10.6)

A probléma az, hogy nem ismerjik az f(s,y(s)) Osszetett fiiggvényt, mivel nem ismerjiik y(s)
képletét. Igy az integrdl pontos értékét nem tudjuk kiszdmitani. Hasznaljunk egy egyszerti
integral kozelito képletet:

b
/ o(s)ds ~ g(a)(b — a). (10.7)

Ez a kozelité képlet alkalmazhaté ebben az esetben, mivel ehhez csak a fiiggvény intervallum
bal oldali végpontjahoz tartozd értéke sziikséges, amit feltesziink, hogy mar ismeriink. Ezt a
kozelitést alkalmazva ftii“f(s, y(s))ds = h;f(ti,y(t;)), azaz

y(tis1) = y(ti) + hif (i, y(t:),
amibél szintén megkapjuk a ((10.4]) formulat.
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Az Euler-médszer 1. levezetése alapjan a moédszerhez a kovetkezd geometriai interpretaciot
rendelhetjiik hozza: az i-edik lépésben megkapott (¢;, z;) pontbdl egy egyenes (a ponton dtmend
megoldas érintéje) mentén lépiink tovabb egy ,egységet”, azaz az egyenesen levl, t;y; els6
koordinataju pontba.

10.2. példa. Tekintsiik az
y =2y — 10t* + 2t, y(0) = 1. (10.8)

kezdeti érték feladatot! Kénnyen ellenérizhetjiik, hogy a feladat analitikus megoldésa y(t) = 5t + 4t +
2 — e?t. Vegyiink egy h 1épéskézhoz tartozé t; = ih ekvidisztdns beosztast! Az Euler-sorozatot a

%4:%+h@@—wﬁ+%o, i=0,1,2,..., =1

rekurziv definiciéval szamoljuk ki. A tablazat tartalmazza a kozelité sorozat h = 0.2, 0.1 és 0.05
1épéskozokhoz tartozd elsé néhdny tagjat és a kozelités e; = |y(t;) — z| hibdjat. Lathatjuk, hogy a
1épéskozt csokkentve a kozelités hibaja is csOkken, s6t azt is észrevehetjiik, hogy a hiba h-val linearisan
aranyos: ha felezziik a 1épéskozt, a hiba is koriilbeliil fele akkora lesz. O

10.1. tablazat. Euler-mddszer

h=0.2 h=0.1 h =0.05
0.0 1.0000({0 1.0000 0.0000| O 1.0000 0.0000| O 1.0000 0.0000
0.2 1.0652|1 1.1000 0.0348| 2 1.0830 0.0178| 4 1.0742 0.0090
0.4 1.0614 |2 1.1340 0.0726 | 4 1.0986 0.0372| 8 1.0802 0.0188
0.6 0.9899 |3 1.1034 0.1135| 6 1.0481 0.0583 |12 1.0194 0.0295
0.8 0.8518 |4 1.0097 0.1579| 8 0.9329 0.0811 |16 0.8930 0.0411
1.0 0.6487 |5 0.8547 0.2060 |10 0.7547 0.1060|20 0.7025 0.0538

Most ratériink az Euler-mddszer konvergencidjanak vizsgalatara. Az egyszeriiség kedvéért
tegylik fel, hogy ekvidisztans osztépontokra alkalmazzuk az Euler-moddszert, azaz h; = h kons-
tans. Szilikségiink lesz a kovetkez§ definiciéra: Az Euler-médszer (i+1)-edik lokdlis képlethibdjdn
a

Tig1 = y(t“)h_y(t) — s, y(t:)), (i=0,1,...,n—1) (10.9)

szédmot értjik, ahol y(¢) a ([10.1)) feladat pontos megoldésa.
Atrendezve a |i egyenletet kovetkezik

y(ti+1) = y(ti) + hf(ti, y(ti)) + Titah. (10.10)

Innen lathaté, hogy 7;41h adja a numerikus médszer hibdjat az (i + 1)-edik 1épés megtételekor,
ha feltessziik, hogy az i-edik 1épésben a pontos értékbdl indulunk ki.
Vegyiik y(t) elsérendii Taylor-kozelitését a t; pont koriil:

1
y(t) = y(ti) +y'(t)(t — t:) + 59”(5)@ —1;)”.
Ebbél kapjuk, haszndlva az y'(t;) = f(t;,y(t;)) Osszefliggést és a (10.10) egyenletet, hogy az
Euler-modszer lokalis képlethibdja
h

Ti+1 = 59”(5) (10.11)

alaku, ahol £ € (t;,tiy1).
Sziikségiink lesz az alabbi allitasra:
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10.3. tétel. Legyenek a,b pozitiv valds szamok, xg,x1,xo,... eqy szdmsorozat, amelyre xg >
—b/a, és
Ti+1 < (1 + a)xi + b, /) > 0.

Ekkor

teljestil minden © > 0-ra.

Bizonyitas. Egymas utan alkalmazva a feltételt és elemi atalakitdsokat kapjuk a kovetkezo
Osszefliggéseket:

T; (I1+a)ri-1+0b

(1+a)(1+a)r;io+b)+0

IA A

(14 @)(La)(- (L4 a4 )---) ) +b
= (I+a)zo+Q+1+a)+1+a)+ - +Q+a)"Hb

(1+a) -1

= (14+a)z+ b

= (1+a) (Z + x0> - g (10.12)

Az 1+ < €” elemi egyenl6tlenségbdl kapjuk, hogy (14+xz)! < €™, ami a ((10.12)) egyenlStlenséggel
egyiitt adja a tétel allitasat. O

10.4. tétel.  Legyen az f : [to,T] x R — R folytonos figgvény a mdsodik vdltozdjdiban
Lipschitz-tulajdonsdgi az L Lipschitz-konstanssal, jelolje zg, z1,...,2n az Euler-sorozatot, és
7 =max{|r1|: 1 =0,1,...,n—1}. Ekkor

Nl < (oLT=t) _ 1) T -
ly(t:) — 2] < (e 1) = (i=01...,m). (10.13)

Bizonyitas. A (10.10) és (10.4) egyenleteket egymésbdl kivonva
Y(tiv1) — ziv1 = y(ti) — 2 + h(f(ti>y(ti)) — f(ti, Zi)) + Tit1h

addédik. Ebbdl a haromszog-egyenlotlenséget, f Lipschitz-tulajdonsagéat, 7 definiciéjat és a h =
max{h;: 1 =0,1,...,n — 1} jelolést hasznalva:

IN

ly(ti) — zi| + h‘f(tz‘, y(ts)) — f(ts, z:)
< |y(ti) — zi| + Lhly(t;) — zi| + |Tisalh
< (14 IRyt — =] +7h.

ly(tis1) — Zit1] + [Tiv1lh

Ez utébbi egyenlStlenségre alkalmazva a tételt az x; = |y(t;) — zi|, @ = Lh, b = Th
valasztédssal, és haszndlva az g =0 és nh =t,, — tg = T — ty relacidkat adodik (10.13]). O

A tételbol kovetkezik, hogy a kozelités hibdja

\y(ti)—zil SKlT, i:(),l,...,n (10.14)
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alakban becsiilhetd (ahol K egy adott konstans), azaz az Euler-sorozat kozelitési hibdja kicsi,

feltéve hogy minden egyes 1épés lokalis képlethibaja kicsi. A képlet szerint ;411 megbe-

csiilheto a

M,
2

alakban, ahol My = max{|y"(t)|: t € [to,T]|} (feltéve persze, hogy a megoldds kétszer differen-
cidlhat6). Ebbol addédik, hogy ha h kicsi, akkor a kozelités hibéja is kicsi.

A megoldés (definicié szerint) mindig differencidlhaté fiiggvény, és a derivéltja teljesiti az
y'(t) = f(t,y(t)) egyenletet. Ha tehdt feltessziik, hogy f folytonosan parcidlisan differencidlhaté
mindkét valtozdja szerint, akkor a tobbvaltozos fiiggvényekre vonatkozé lancszabdly szerint y
kétszer differencialhaté, és

i1 < =2k, i=0,1,...,n—1 (10.15)

of of

y'(t) = 5, (Ly(®) + 2y Y)Y ().

Itt viszont haszndlhatjuk tjra az egyenletet y/(¢) helyettesitésére:

(0 = S y(0) + S u0) 1t y(0) (10.16

Ha példaul f és parcidlis derivéltjai korlatosak, akkor ((10.16]) segitségével rogton kaphatunk egy
explicit becslést Ms-re.
Osszegezve az eddigieket, belattuk a kovetkezo dllitast:

10.5. tétel. Legyen f: [to,T] x R — R folytonos figgvény a mdsodik vdltozéjaban Lipschitz-
tulajdonsdgu, €s folytonosan parcidlisan differencidlhato mindkét vdltozéja szerint. Ekkor az
Euler-sorozat elsérendben konvergdl a megolddshoz, azaz létezik eqy K > 0 konstans, hogy

|y(t1)—Z@’§Kh, iZO,l,...,TL.

Feladatok

1. Szamitsa ki a megadott 1épéskdzhdz tartozé Euler-sorozat elsd tiz tagjat és a kozelités hibajat
(hasznélva a megadott analitikus megolddst) a kovetkezd feladatokra:

(a) ty —y=2t, y(1)=1, h=0.1, the solution: y(t) = 2tInt +t,
(b) y 72y76 y(0)=2, h=0.1, y(t)=—3+5e*,
(c) y=1, y()=1, h=02, y(t)=20"—-1,
(d) v 71+y’ y(1)=2, h=01, yt)=vt?+8-—1.
2. Fogalmazza meg az Euler-médszert differencidlegyenlet-rendszerekre!

3. Oldja meg a kovetkezo differencidlegyenlet-rendszereket Euler-moddszerrel, és adja meg a kozelités
hibéjét (a megadott analitikus megoldds segitségével)!

A T
(@) Zé = —yil/ll + 4&/227 } t<[0,2], y1(0) =1, 2(0) = -5,
h = 017 yl(t) = _Set + 4e5ta 92(75) - _4e5t — et.
N
h=0.1, y1(t) = e®' cos3t, yo(t) = €' sin 3t.

4. Fogalmazza at a problémat differencialegyenlet-rendszerre, majd szamitsa ki annak Euler-kozeli-
tését a megadott 1épéskozzel az adott intervallumon! Mi az eredeti feladat kozelité megolddsa az
osztépontokban? Adja meg a kozelités hibdjét (a megadott analitikus megoldds ismeretében)!
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(a) v" =3y +2y=2, te[0,1] y(0)=1, y(0)=-1, h=0.1, yt)=1+e" —e*,
(b) ¥’ =2y +5y=0, tel0,2], y()=1, ¢ (0)=3, h=0.2, y(t)=elsin2t+ e’ cos2t.
5. Legyen t; = to + ih ekvidisztédns beosztdsa a [tg, T] intervallumnak, {z;} a hozzd tartozé Euler-

sorozat, és z(t; h) az a linedris spline fiiggvény, amely a z; értékeket interpoldlja az alappontokban:
2(t;;h) = 2, 1 =0,1,...,n. Bizonyitsa be, hogy

sup |y(t) — z(t;h)| — 0, ha h — 0.
te[tU,T]

10.3. A kerekitési hiba hatasa az Euler-mddszerre

A gyakorlatban az Euler-médszer (és barmely mas numerikus maédszer) alkalmazasakor szami-
tanunk kell a kerekitési hibak fellépésére. Eldszor is az 39 pontos kezddérték helyett annak gépi
megfelelGjét taroljuk és hasznéljuk kezdeti értékként, valamint minden egyes iteraciés lépésben
kovetiink el kerekitési hibat. Jeloljiik z;-vel az el6z6 szakaszban definialt Euler-sorozat pontos
értékét, és w;-vel a ténylegesen szamolt értékét. Legyen wg a kezdeti érték gépi megfeleléje.
Legyen §p := yg — wo, és jelolje §; az egyes iteracios 1épések kozben elkovetett kerekitési hibat,
azaz tegylk fel, hogy

Wit1 :wi+hf(ti,wi)+(5i+1, 1=0,1,2,....,n—1. (10.17)
A (10.17)) egyenletb6l kivonva a ((10.4)) egyenletet kapjuk
Wit1 — zit1 = w; — zi + h(f(ti, wi) — f(ti, 21)) + dig1-

Tegyiik fel, hogy f Lipschitz-tulajdonsdgi a mésodik véaltozdjaban az L Lipschitz-konstanssal.
Jelolje ¢ := max{|d1], |02, ..., |0n|}. Ekkor a haromszog-egyenlStlenséget hasznalva:

|w; — zi| + bl f(ti, w;) — f(ti, zi)| + |0is1]

|wiy1 — zip1] <
< |wi—zi|+hL\wi—zi\+6, 1=0,1,2,....

Ebbdl az egyenlotlenséghbol a tétel segitségével belathaté a kovetkezd allitas:

10.6. tétel. Legyen f: [to,T] x R — R folytonos fiiggvény a mdsodik vdltozéjaban Lipschitz-
tulajdonsdagu az L Lipschitz-konstanssal, és folytonosan parcidlisan differencidlhato mindkét
vdltozdja szerint. Ekkor

eMT=to) — 1 (hMy 6 I
N | < - (T—to) | =
’y(tl) U]7,| = I3 < 2 + h) |60’€ ) ¢ 07 1, y 1,
ahol My := max{|y” (t)|: t € [to,T]} és 0 := max{|01],|d2],. .., |0n|}

A tételben szerepl6 h];b + % tényez6 mar nem linedris h-ban, s6t

lim %+§ =00
h—0+ 2 h a ’

Ezért tulsdgosan kis lépéskoz valasztdsa esetén jelentGs lehet az Euler-mddszer hibdja. A
gyakorlatban persze ha a lépéskéz nagysdgrendekkel nagyobb, mint a kerekitési hiba (ami
altaldban teljesiil), akkor a kerekitési hiba hatésa kicsi.
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Feladatok

1. Dolgozza ki a tétel bizonyitasanak részleteit!

2. Rajzolja fel a m tételben szerepls g(h) = 242 4 % fiiggvény grafikonjat! Hatdrozza meg a
fliggvény minimumat!

3. Az elézd feladatban megkapott optimélis, azaz a g(h) fiiggvényt minimalizdlé 1épéskoz értékét
szamitsa ki a példaban vizsgélt feladat esetén, feltéve, hogy § = 0.00001!

10.4. Taylor-moddszer

A [10.2] szakaszban levezetett eredmények konnyen &tvihetSk dltaldnosabb mddszerekre is. Az
Euler-mdédszer képletébdl kiindulva definidljuk a kovetkezo altalanos egylépéses médszert a (10.1))
feladat megoldasara:

Zi+1 :Zz+hF(tlazlah)7 i:O>17"'7n_17 20 = Yo, (1018)

ahol F': [to,T] x R x [0, H] — R, valamely H > O-ra. (Az Euler-mdédszernél F(t, z;h) =
f(t,z).) Megjegyezziik, hogy ebben a szakaszban ekvidisztans osztépontokra fogalmazzuk meg
a moddszereket, de a levezetett képleteket alkalmazhatjuk az altaldnos esetben is a z;41 = z; +
hiF(ti, zi; h;) rekurziv definicié szerint.

Az Euler-médszerhez hasonléan, a modszer (i + 1)-edik lokdlis képlethibdjdn a

Tig1 i= y(t’“)h_y(tl) — F(ti,y(t:);h), (i=0,1,...,n—1) (10.19)

szamot értjik, ahol y(t) a feladat pontos megoldésa.

Nyilvanvaléan a tétel atvihetd a modszerre, ha F folytonos és Lipschitz-tulaj-
donsagu a mésodik véltozdjaban. A tétel utani levezetések is megismételhetdk, és teljesiil a
egyenl6tlenség is. Ha feltessziik, hogy is teljestil (ez nem teljesiil automatikusan),
akkor ebbol kovetkezik a tétel megfelel§ valtozata erre az dltalanos mddszerre. S6t ennél
tobbet is belathatunk. Konnyen bizonyithaté a kovetkezé allités:

10.7. tétel. Legyen F: [to,T] x R x [0, H] — R folytonos fliggvény a mdsodik vdltozéjiban
Lipschitz-tulajdonsdgi, €s folytonosan parcidlisan differencidlhato az elsé és mdsodik valtozdja
szerint. Feltessziik, hogy a modszer lokdlis képlethibdja o rendd, azaz Iétezik egy olyan
K5 > 0 konstans, hogy

|Tig1| < Koh®

minden i =0,1,...,n—1-re. Ekkor a kozelité megoldds is a rendben konvergdl a
feladat megolddshoz, azaz létezik eqgy K > 0 konstans, hogy

|y(ti)—zi|§Kho‘, ’L':O,l,...,n.

Hogyan véalasszuk meg F-et, hogy a[I0.7] tétel feltételei teljesiiljenek? Az Euler-médszer 1.
levezetésébol és a becslés bizonyitasabdl kézenfekvéen adddik az 6tlet, hogy ne elsérendi,
hanem magasabbrendii Taylor-polinommal kozelitsiik a megoldést (feltéve, hogy a megoldas elég
sokszor differencidlhaté):

w0 e %y//(ti)(t —t:)? 4.+ %y(a) (ti)(t — ;)"
+ (a—{l—l)!y(a+1)(fi)(t _ ti)a+17
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ahol & € (t,t;). Hogy szdmolhaték y magasabbrendii derivaltjai? Tudjuk, hogy ¥/(t) =
f(t,y(t)). Ha mindkét oldalt derivéljuk, kapjuk a egyenletet. Ha jobb oldalét
derivaljuk ¢ szerint, és hasznédljuk az y/(t) = f(t,y(t)) Osszefuggést, megkapjuk " (t)-t ¢, y(t),
f és f parcidlis derivaltjai segitségével. Vezessiik be a kovetkez6 jelolést:

i

1O (0) = (7). (10.20)

(azaz fO(t,y(t)) az f(t,y(t)) Osszetett fliggvény t-szerinti i-edrend{i derivéltja). fO(t, 2) pedig
jeloli azt a képletet, amit az elébb definidlt f @ (t,y(t)) képletébdl y(t) z-re cserélésével kapunk.
Ezt a jelolést hasznalva y@ (t) = fO-D (¢, y(t)), és igy
1 1 o .
yltiv1) = yti) + f({t y(ti)h + §f(1)(ti,y(ti))h2 ot Jf(a D (ti, y(ti)h

4441447 (@) (¢ Wkl
B (a+1)!f (&, y(&))htL.

Tegyiik fel tehat hogy f € C¢, és definidljuk F-et a kovetkezOképpen:

F(t,zh) := f(t,2) + %f(l)(t, 2.+ %f(a_l)(t, z)he ! (10.21)
Ekkor 1
Tit+l = mf(a)(fi,y(&))ho‘,

azaz a lokalis képlethiba h-ban a rendd. A ([10.18)) és (10.21)) képlettel definidlt mddszert o
rendli Taylor-mddszernek nevezziik.

10.8. példa. Tekintsiik tjra a ([10.8)) feladatot, és alkalmazzuk ré el6szor a mésodrendii Taylor-mdédszert!
Ehhez szamitsuk ki f(1-et:

d
FO#,y(t) = o (2y(t) — 10¢% + 2t) = 2y/(t) — 20t + 2
= (4y(t) — 20t* + 4t) — 20t + 2 = 4y(t) — 20t* — 16t + 2.

Ezért a kozelité sorozatunk definicidja:

h2
it :zi+h(2zﬁ10t$+2ti) +?(4zi720t?716ti+2), i=0,1,2,..., 2=1

A [10:2] tébldzatban felsoroltuk a sorozat h = 0.2 és 0.1 1épéskozokhoz tartozd elsd néhdny tagjat.
Lathatd, hogy a 1épéskozt felezve a hiba kb. negyedére csokken, ami mutatja a masodrendii konvergenciat.

Osszehasonlitva a kapott eredményt a tablazattal, lathatd, hogy ezzel a képlettel jelentésen kisebb
hibat kapunk, mint az Euler-mddszerrel.

10.2. tablazat. Masodrendli Taylor-médszer

h=0.2 h=0.1
t; y(t;) { 2 ly(ti) — 2l { Z; ly(t:) — zil
0.0 1.00000 | 0 1.00000 0.0000e-01 0 1.00000 0.0000e-01
0.2 1.50818 | 1 1.52000 1.1825e-02 2 1.51160 3.4247e-03
0.4 2.17446 | 2 2.20960 3.5141e-02 4 2.18467 1.0206e-02
0.6 2.87988 | 3 2.95821 7.8325e-02 6 2.90270 2.2813e-02
0.8 3.44697 | 4 3.60215 1.5518e-01 8 3.49229 4.5325e-02
1.0 3.61094 | 5 3.89918 2.8823e-01 | 10 3.69537 8.4425e-02
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Most alkalmazzuk a harmadrendii Taylor-médszert a feladatra. Egyszerti szamoldssal kapjuk, hogy

A, yt) = % (4y(t) — 20t* — 16t + 2) = 4y/(t) — 40t — 16 = 8y(t) — 40> — 32t — 16.

fgy a kozelitd sorozat definicidja:

h? K3
Zigr = 2+ h(QZi 102 4 2ti> +5 (4zi — 2042 — 16t; + 2) + (82 — 40t — 32t — 16),

i=0,1,2,... és zp = 1. A numerikus eredményeket a tablazatban ko6zoljik. a

10.3. tablazat. Harmadrendi Taylor-mddszer

h =02 h=0.1
t; y(t:) { 2 ly(ti) — 2 i 2 ly(t:) — zil
0.0 1.00000 | O 1.00000 0.0000e-01 0 1.00000 0.0000e-01
0.2 1.50818 | 1 1.50933 1.1580e-03 2 1.50834 1.6959e-04
0.4 2.17446 | 2 2.17791 3.4538e-03 4 2.17497 5.0596e-04
0.6 2.87988 | 3 2.88761 7.7257e-03 6 2.88102 1.1321e-03
0.8 3.44697 | 4 3.46233 1.5361e-02 8 3.44922 2.2518e-03
1.0 3.61094 | 5 3.63958 2.8634e-02 | 10 3.61514 4.1989e-03
Feladatok

1. Ismételje meg a[10.2] szakasz[I] feladatdat masod- és harmadrendii Taylor-mdédszert hasznélva!
2. Fogalmazza meg és alkalmazza a negyed- és 6todrendd Taylor-mddszereket a ((10.8) feladatral

10.5. Runge—Kutta-moddszerek

A Taylor-médszer nehézsége az, hogy a médszer alkalmazdsahoz ki kell szdmitani az £ deri-
véaltakat, amikor konnyen kaphatunk olyan bonyolult képleteket, amelyek kiértékelése jelentos
gépidot igényelhet, és a sok aritmetikai miivelet elvégzése kozben a szamolasi hibak felhalmozoda-
satdl is tarthatunk. A Runge—Kutta-mddszerek a Taylor-médszerek szamolasi igényét igyekeznek
csOkkenteni, megérizve azok magasrendil konvergencidjat. Az alapotletet elészor masodrendii
esetben mutatjuk meg.

Legyen f € C?, és tekintsiik a méasodrendii Taylor-médszert definidlé

F(t,z;h) = f(t,z) + g <g{(t, z) + g‘;(t, 2)f(t, z))

fiiggvényt! (Itt is, mint eddig, %?]; jeloli az f fliggvény masodik valtozo szerinti parcidlis deri-
valtjat.) Hasonlitsuk Ossze ezt a képletet a kovetkezé Taylor-formulaval:

ft+a,z+b) = f(t,z) + %(t, z)a + (;J;(t, 2)b+ E(t, z,a,b),
ahol a hibatag masodrendii, azaz
L, O o )
E(t by==|= 2 b+ —5 b 10.22
(t2.0,0) = 5 (Gaa (€nla? + 2500 (6.ndab + S5 (60 (1022)
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valamely € € (t,t +a) ésn € (z,z+ b)-re. Haaz a = h/2 és b = f(t, z)h/2 paraméter valasztast
hasznaljuk, kapjuk hogy

f<t+;,z—|—;f(t,z)> — Pz h)+E(tz Z ;Lf(t z)>

azaz f (t + %,z + %f(t, z)) slényeges része” megegyezik F'(t,z;h)-val. Jelentés kiilonbség vi-
szont, hogy f (t + %, z+ %f(t, z))—t sokkal egyszeriibb kiszdmolni, mint F (¢, z; h)-t. Ez adja az
Otletet, hogy tekintsiik a

h
Zit1 = zi + hf <ti +35

kozelit6 médszert. Ezt a médszert felezépont-mddszernek nevezziik. Legyen 7,41 a felez6pont-
modszer, T;+1 pedig a masodrendi Taylor-mdédszer (i + 1)-edik lokélis képlethibéja. Ekkor

Tiyl = W — f(ti + ﬁ711(1%) + hf(tz‘,y(tz'))>

2 2
y(t"“)h_y(ti) — F(t;,y(t;); h) — E<t¢,y(ti), g g

h
zz+2f(tl7z7,)> ’ i:()?]-aza"'a 20 = Yo (1023)

)

f(ti,y(ti))>
= Tit1 — E(ti,y(ti), ga Zf(t“y(tl))> :

Az eléz6 szakaszbdl ismert, hogy |Tir1| < Kh?, és valamint f € C? biztositja, hogy
létezik olyan K, hogy ‘E(ti,y(ti),ﬁ,% (tz,y(tl))” < Kh?. Ebbél viszont kovetkezik, hogy
ITiv1| < (K + K)h2, és igy a (10.23) médszer méasodrendben konvergél, feltéve, hogy a m
tételben a Lipschitz-feltétel is teljesiil. Ez a feltétel nyilvanvaldéan teljesiil, ha feltessziik, hogy f
Lipschitz-tulajdonsigi a masodik véltozéjaban. (Lasd a[2| feladatot!)

Az el6zoekkel analég médon definidljuk F-et a kovetkezd médon:

F(t,z;h) = ZVJ i(t,z; h),

Gi(t,z;h) = f(t, 2), (10.24)
7j—1

Gj(t,z;h) = f(t-l—ajh,z—khZBjka(t?z;h)) , i=2,3,...,p.
k=1

A (10.18]) és ((10.24)) képletekkel definidlt médszerek osztélyat (ezplicit) Runge—Kutta-mddsze-
reknek nevezziik. A cél gy megvélasztani a képletekben szerepld paramétereket, hogy a lehetd
legmagasabb rendii lokalis képlethibat kapjuk.

Tekintsiik most a p = 2 esetet. Erre

F(t,z;h) =y f (t,z) +vof (t +arh,z + B11hf(t, 2)) .

(Ha v, =0, v2 = 1, a1 = f11 = 1/2, akkor visszakapjuk a felez6pont-médszert.) Prébaljuk meg
ugy megvalasztani a paramétereket, hogy harmadrendii lokdlis hibat kapjunk. Alkalmazzuk a
masodrendii Taylor-formulat a jobb oldalra:

F(t,z;h) = (m+7)f(t,2)+hy (alg{ (t,z) + Bi1 f(t,z)gg(t, Z))
h2 2 02
+ *72( at];(t’ 2) + 201 Puf(t,2) 5 gy (t, 2) (10.25)
2
+ Bh(f(t,2))? % J;( )) + E(t, 2, a1h, Brihf(t, 2)),
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ahol E a harmadrend(i hibatag. Hasonlitsuk ezt 6ssze a harmadrendii Taylor-médszert definidld

F(t,z;h) = f(t,2) +g (g{(t, ) + gg(t, z)f(t,z))

h? 1 5? 0
+ (L2 425202 1,2) (10.26)

ot Oy
of of of

2
FUAP G + S+ (G 0) )

fiiggvénnyel. Lathatjuk, hogy F legfeljebb mésodrendii tagjai mind szerepelnek F képletében.

2
Forditva ez nem teljesiil: a ((10.26)-ban szerepld %{(t,z)g—i(t, z) és (%(t’ z)) f(t, z) tagoknak

nincs megfeleldjiik (10.25))-ben. Ez azt jelenti, hogy nem tudunk minden A-ban masodrendii tagot
helyettesiteni F' masodrendli tagjaival. A kapott képlet igy csak masodrendii lehet. Probaljuk
meg azért a lehet6 legtobb masodrendl tagot eldallitani. Olyan paramétereket keresiink, ame-
lyeknél a (10.25)) és (10.26]) nullad- és els6foku tagjai megegyeznek, azaz:

1

1
1+ =1, 72001 =5 V2P = 2 (10.27)

valamint a megfelel6 méasodrendii tagok egytitthatéi is megegyeznek:

201 _ 1 P2 1

2()41—6, 72012511—3, o P11 T -
Léathaté, hogy példaul v1 = 2 = 1/2, a1 = (11 = 1 paraméterek megolddsai (10.27)-nek, de nem
teljesitik a (10.28) egyenleteket. Viszont mivel a Taylor-médszer minden legfeljebb elsérendti
tagjat visszakapjuk, igy a felez6-modszerhez hasonléan beldthatd, hogy masodrendi modszert
kapunk. Ezt a

(10.28)

h
Zip1 = 2 + §<f(tz‘> zi) + f(tiv1, zi + hf (L, Zz‘))>, i=0,1,2,..., 0=y  (10.29)

formulaval definialt moédszert mddositott Euler-mddszernek nevezzik.

Ha a paramétereknek a v; = 1/4, 79 = 3/4 és aq = (11 = 2/3 értékeket vélasztjuk, akkor
mind a ((10.27)) és ((10.28)) egyenletek teljesiilnek. Az ehhez tartozé modszer, az un. Heun-mddszer
definiciéja tehat:

h 2h 2
Ziv1 = zi+ Z <f(t2,zz) + 3f <ti + g,zi + 3hf(tz,zz)>> , 1=0,1,2,...,

20 = Yo- (10.30)

Mindkét médszer in. masodrendii Runge-Kutta-képlet (mivel mésodrendii lokélis képlethibaval
rendelkeznek).

A médositott Euler-mddszerhez is rendelhetiink geometriai tartalmat: tegyiik fel, hogy az i-
edik 1épésben mér kiszdmitottuk a (¢;, z;) pontot. Ha az Euler-lépéssel folytatnénk a generalast,
akkor az f(t;,z;) irdnytangensii egyenes mentén a (t;;1,w;+1) pontba lépnénk tovabb, ahol
Wit1 := % + hf(t;, z;). Ehelyett vessziik ebben a pontban is a ponton athaladé pontos megoldas
irdntangensét, f(t;+1,w;+1)-et, és képezzik a (f(¢;, z;) + f(tiv1, wit1))/2 atlagos irdnytangenst,
és az ez dltal meghatérozott irdnyban 1épiink (¢;, z;)-b6l a t;11 elsé koordinatdji pontba. Lasd

a[10.1l abrat!

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem



10.5. Runge—Kutta-mddszerek 185

\J

10.1. dbra. A médositott Euler-mddszer geometriai interpretdcidja

Az eddig megadott néhany képlethez hasonlé médon levezethet6é szdmos més Runge-Kutta
tipust médszer. Belathatd, hogy a kiilonbozd p értékekhez tartozo ((10.24]) képletekkel definialt
Runge-Kutta-moédszerekkel a kovetkez6 maximalis rendi lokalis képlethibdkat lehet elérni:

10
7

P |1 2 3 4 5 6 7 8 9
a mddszer maximalis rendje ‘ 1 2 3 4 4 5 6 6 7

Az egyik legnépszeriibb ((10.24)) tipusi mddszer, a ,klasszikus” Runge-Kutta-mddszer defi-
niciéja:

20 = Yo,

win = f(ti, ),

h h
wiz = flt;i+ o % + SWil |

h h
w3z = f(tZ + 5, Zi + 211}7;’2) , (10.31)
wig = f(tip1,2 +hw;z),

h .

Zit1 = zi+ *(wiJ + 211)1‘72 + 2wi73 + wi’4), 1=0,1,2,....

6

Ez a médszer negyedrendii lokélis képlethibaval rendelkezik (feltéve, hogy f € C%). A médszer
levezetését és a képlethiba rendjének bizonyitasat itt nem kozoljik.

10.9. példa. A (10.8) feladatra alkalmaztuk a mdédositott Euler-, Heun- és a klasszikus negyedrendii
Runge-Kutta-médszereket a h = 0.2-es 16péskozt haszndlva. A kapott numerikus eredmények a [10.4]
tablazatban talalhatdk. O

Feladatok

1. Ismételje meg a [10.2] szakasz [Il feladatdt felez6pont-, modositott Euler-, Heun- és a klasszikus
negyedrendii Runge-Kutta-mddszereket hasznélva!

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe Pannon Egyetem



186

10. Kozonséges differencialegyenletek

10.4. tablazat. Runge-Kutta-moddszerek
médositott Euler Heun kIlasszikus
ti y(t) zi  ytt) —zl | am y) —aml | s (y) — 2l
.0000 0.0000e-01{1.0000 0.0000e-01{1.0000 0.0000e-01
.5005 7.6753e-03|1.5042 3.9753e-03|1.5082 1.1773e-05

1 1 1 1
1 1 1 1
2. 2.1570 1.7415e-02|2.1663 8.2078e-03(2.1744 2.6024e-05
2.8799|2.8505 2.9398e-02|2.8679 1.1995e-02]2.8798 4.2338e-05
3 3 3 3
3 3 3 3

.4035 4.3486e-02|3.4331 1.3882e-02|3.4469 5.9304e-05
.55621 5.8862e-02|3.5998 1.1100e-02|3.6109 7.3610e-05

HPOOOOO
QOB NO

Bizonyitsa be, hogy ha f Lipschitz-tulajdonsagi a masodik véltozéjaban, akkor a felez6pont-
modszert definialé h

§,z+ Zf(t,z))

1

F(t,z;h) = §f (t+
fliggvény is Lipschitz-tulajdonsdgi a méasodik valtozdjaban.
Az Euler-mdédszer 3. levezetéséhez hasonlé médon vezesse le a (10.29)) képletet!
Mutassa meg, hogy felez6pont-, moédositott Euler- és a Heun-mdédszer minden 1épéskoz esetén
ugyanazt a kozelité megoldast generélja az

y=2-t—y, y0)=1

kezdeti érték problémara!
Keressen geometriai jelentést a klasszikus negyedrendii Runge—Kutta-moddszerhez!

Igazolja, hogy ha f csak ¢-tdl fiigg, akkor a klasszikus negyedrendii Runge-Kutta-mddszer a
Simpson-féle kvadratira formulara redukalédik!

Fogalmazza meg a klasszikus negyedrendii Runge-Kutta-moddszert differencidlegyenlet-rendszerek-
re!

Oldja meg a [10.2] szakasz [3] és [4} feladataiban szerepld kezdeti érték problémékat negyedrendi
Runge-Kutta-médszerrel!
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Név- és targymutato

{a,0),
AT,
A~1160)

I

xT,
1-norma, [44]

aldcsordulds, [T7]
algoritmus
instabil, [7]
miiveletigénye, [7]
miiveletszama, [7]
stabil, [7]
aranymetszés,
aranymetszés szerinti keresés maédszere, [144
aszimptotikus hibakonstans,

BFGS-iteracié, [160
Broyden, [160]
Broyden-médszer,
Bunyakovszkij,

Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz egyenlétlenség,
@4

Cauchy-féle konvergenciakritérium,

Cholesky-faktorizacid, [L00]

Davidon, [162]
deflécio, [40]
DFP-iteracio, [162
differencia
bal oldali, [T26HI28|
centrlis,
elsérendi,
jobb oldali,
mésodrend,
negyedrendi, [12§]
differencia képlet,
centralis,
mésodrend,
Doolittle-faktorizécio, [07]

dupla pontossig,

egyszeres pontossag,
eliminécio

Gauss, [66} [77] [07]

Gauss—Jordan,

Jordan,

els6rendi differencia
bal oldali,
jobb oldali, [126]
érintéformula, [133]
érintémodszer,
értékes szamjegy,
euklideszi norma, [44]
Euler-mdédszer, [I74]
médositott, [184]

féelem,
féelemkivalasztas
részleges,
teljes, [70]
faktorizacio
Cholesky, [100]
Doolittle, [07]
LU, [97]
felez6pont-médszer, [183
Fibonacci-sorozat, [34]
fixpont,
iteracio,
fixpont tétel,
Flecher,

gorbeillesztés, [163]
Gastinel, [99]
Gauss-elimincio,

Gauss-féle kvadratira formula, [I39]
Gauss-féle norméalegyenleteket,

geometriai sor, [82]

gépi epszilon, [[2]

gépi szamok,

Goldfarb,

gradiens modszer, (151
optimaélis,

gradiensvektor, [{1]

Gram-Schmidt-féle ortogonalizélds, [140]

Halley-médszer,

haromszog-egyenlétlenség, (43 [46]

hasonlé métrixok,
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hasonldsagi transzformécio,
Hermite-polinom,
Hesse-métrix,
Heun-médszer, [184]
hiba, [T2]
képlethiba, [6]
kerekitési, [6]
mérési, [0]
modellhiba, [6]
oroklott, [6]
relativ,
szdmitési, [f]
Horner-eljaras,
hidrmdédszer,

interpolacio
Hermite, [T14]
Lagrange, [103]

Newton, [IT1]

spline, [T1§|
interpoléciés polinom

Hermite,

Lagrange,

Newton, [T11]
intervallumfelezés médszere, [20]
iteracio,

egylépéses,

fixpont,

Gauss—Seidel,

Jacobi,

megéllési feltételek, [40] [90]

Newton, 30} [I56]

tobblépéses, 22]
iterativ finomitds mdédszere,

Jacobi-matrix, [43]

képlethiba, [6]
lokalis,
kerekités,
kettes komplemens kéd, [0]
kontrakcié, [25] [A9]
kontrakcids elv,
konvergencia
globélis,
kvadratikus,
linedris,
lokilis,
rendje, [34]
szuperlinedris, [35]
korrekt feladat, [6]
kozelités
hib4ja,
pontos szamjegyeinek szama,
relativ hibéja,

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe

kvazi-Newton médszer,

kvadratara formula
Gauss-féle, [139]
Simpson, [180]

kvadratira képlet, [133]
pontossagi foka,

Lagrange-féle alappolinom, [103
Lagrange-féle kozépértéktétel,
Lagrange-interpolécio, [103
Lagrange-mddszer, [125] [133]
Lagrange-polinom, [103
lebegépontos szam,
Legendre-polinom, {140
legkisebb négyzetek maddszere, [163
legmeredekebb lejé mddszere, [I5]]
lejté, [I5]]
1épcsés diagaram,
levéagas,
linedris kozelités,
linearizacid,
Lipschitz
konstans,
tulajdonsag,
LU-faktorizécio, [07]

mantissza, [I0]

matrix
Cholesky-faktorizicidja, [L00]
diagondlisan domindns, [60]
Doolittle-faktorizacidja,
féminorja,
gyengén meghatarozott,
héromszog,
hasonld, [62]
Hilbert,
inverz,
karakterisztikus egyenlete,
kib6évitett,
kondiciészdma,
LU-faktorizécidja, [97]
negativ definit,
negativ szemidefinit,
nemszingularis,
norma, [40]
permutécids,
pozitiv definit,
reguldris,
rosszul kondicionalt,
sajatérték,
sajatvektor, [61]
spektral kondicidszdma,
spektralsugdr,
szingularis,
triangularis,

Pannon Egyetem
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trianguldris felbontdsa, [07]
tridiagonalis, [76]
Morrison, [55]

négyjegyl aritmetika,
Nelder-Mead-médszer, [148]
Neumann-sor, [82]
Newton—Cotes-formuldk,
nyilt,
zart,

Newton-médszer, [30} [156]
norma4l alak,

normalegyenletek,
norma

L
euklideszi, 4]
métrix, [46]
végtelen,
vektor,

Olver-médszer,

ortogonélis fliggvények,
osztott differencidk,

p-norma, [43]
Powell,

rezidudlis korrekcié mddszere,
rezidudlis vektor,
Richardson-extrapolacié, [I32]
Rolle-tétel, 21]

ltaldnositott,

Rosenberg,
Runge-Kutta-mddszer, [182H185

sajatérték,
Schwarz, [44]
Shanno,
Sherman, [55]
Simpson-formula
osszetett, [L30]
elemi, [136,
sorkiegyenlités, [71]
implicit, [72]
spektralsugar,
spline, [T1§|
teljes, [12]]

természetes, [L19
stabil feladat, [f]
Stein, [89]
szel6 egyenlet,
szelémodszer,
szimplex,

szimultén egyenletrendszerek, [77]

Taylor-formula,

Hartung Ferenc, Bevezetés a numerikus analizisbe

Taylor-médszer,
trapézformula

elemi, [134]

osszetett, [[374]

tilcsordulds,
unimodalis fiiggvény, [144]

Vandermonde-féle determinans,
vektor

hossza, [45]

norma, [43]
sorozat hatarértéke,

tdvolsaga,
visszahelyettesités modszere, [64]

Woodbury,

Pannon Egyetem
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