Elméleti kérdések: Linearis algebra

Az R" vektortér

1. Linearis kombinacio, trivialis linearis kombinaci6 fogalma
Legyenek ai, a, ..., ax n-dimenzios vektorok és 4, 4,, ... , A skaldrok.

Ekkor a A-a; + Arar+ ... + Aeax € R " vektort az ay, ..., ax vektorok A1, ... , A skalarokkal vett

ercrs

Ha a linearis kombinacioban az 6sszes skalar nulla, akkor trivialis linearis kombinaciorol
beszéliink.

Trivialis linedris kombinaci6é eredménye (barmilyen a;, ..., ax vektorok esetén) mindig
nullvektor.

2. Linearis fiiggetlenség, linearis osszefiiggoség fogalma

Az ay, ..., ax € R " vektorokat linearisan fiiggetleneknek nevezziik, ha bel6liik csak trivialis
linearis kombinacidval (csupa nulla egyiitthatoval) allithat6 el a nullvektor.

Az a4y, ..., ax € R " vektorokat linearisan osszefiiggéeknek hivjuk, ha bel6lik nem trivialis
linearis kombinaciodval is eldallithat6 a nullvektor.

3. Vektorhalmaz rangjanak fogalma

Az {ai, ..., ax} < R " vektorhalmaz rangja r, ha a vektorok koziil kivalaszthat6 r darab
linearisan fliggetlen vektor, de barmely » +1 darab vektor mar linearisan 6sszefiiggd.

4. Generatorrendszer, bazis fogalma

Legyen G < R " egy vektorhalmaz. G generatorrendszer az R " vektortérben, ha G elemeibdl
linearis kombinaciéval az R " vektortér barmely vektora el6allithato.

Legyen B — R " egy vektorhalmaz, amely linearisan fiiggetlen és generatorrendszer. Ekkor a B-t
az R " vektortér egy bazisanak hivjuk.

5. Altér fogalma

A H c R" vektorhalmazt altérnek hivjuk az R " vektortérben, ha barmely a, be H vektorok és
barmely AeR esetén a+b eH és A-a eH 1is teljesiil. (H zért a vektormiiveletekre.)



Matrixok

1. Matrix transzponaltjanak fogalma

Az A m X n-es matrix transzponaltjan azt az n x m—es matrixot értjiikk, amelynek (i,j)-edik eleme
egyenld az A matrix (j,i)-edik elemével. Jel.: A7 (A transzponalt métrixot az eredeti 4 matrixbol a
sorok €s oszlopok felcserélésével kapjuk.)

2. Specialis matrixok (négyzetes, diagonalis, egységmatrix, szimmetrikus, nullmatrix)
fogalma

Négyzetes matrix: n X n -es matrix

Diagonalis matrix: olyan négyzetes matrix, amelynek a f64tlon kiviili elemei mind nullak.

Egységmatrix: olyan diagonalis matrix, amelynek féatlojaban egyesek allnak.

Szimmetrikus matrix: olyan A=(a;; ).x, négyzetes matrix, melyben a;=a;; i,j=1,....n.

Nullmatrix: olyan m x n matrix, amelynek minden eleme nulla.

3. Matrixmiiveletek (6sszeadas, skalarral valo szorzas, matrixszorzas) definicioja

Matrixok osszeadasa:

Legyen 4 = (ajj)mxn €s B = (bjj)mxn két azonos méretli matrix. Ekkor 4 és B dsszege:
A+ B = (ay+ bymxn

Matrix skalarral valo szorzasa:

Legyen 4 = (aj)mxn €s A€R. Ekkor az 4 matrix A-szorosa: A- A = (A-@j))mxn

Matrixok szorzasa:

Legyenek A = (a;j)mxn €8 B = (bj)nxp matrixok. Ekkor az 4 és B matrixok szorzata az a C mxp-s
matrix, amelynek (i,k)-adik eleme:

cit = ai-but ap-but ... +ainbnk

Két matrix 6sszeszorozhatosaganak feltétele, hogy az elsé matrix oszlopainak szama
megegyezzen a masodik matrix sorainak szamaval.

4. Matrix rangjanak fogalma

Egy matrix oszloprangjan az oszlopvektoraibol allo vektorhalmaz rangjat értjiik, mig egy matrix
sorrangjan a sorvektoraibdl all6 vektorhalmaz rangjat értjiik



Igazolhato, hogy barmely matrix esetén a sor- €s oszloprang megegyezik. Ezt a k6zos értéket
roviden a matrix rangjanak nevezziik:

rA)=ry(A4) =r,(A)
5. Négyzetes matrix invertalhatosaga, az inverz matrix fogalma

Legyen A egy nxn-es négyzetes matrix. A-t invertalhatonak nevezziik, ha van olyan X nxn-es
matrix, melyre A-X = X-A = E,,. Ekkor X-t az 4 métrix inverzének hivjuk és 4™ -gyel jel5ljiik.

6. Mi a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy egy négyzetes matrix invertalhato
legyen?

Az A nxn-es matrix invertalhatd < r (4) = n.
Az A nxn-es matrix invertalhatd < det(4) # 0.
7. Részmatrix fogalma

Legyen 4 = (a;) nxn-es matrix. Az 4 matrix a;; elemhez tartoz6 részmatrixan azt az (n-1)x(n-1)-
es matrixot értjiik, amelyet az 4 matrixbol annak i-edik sorat és j-edik oszlopat elhagyva kapunk.
Jel.: 4 ij

8. Négyzetes matrix determinansanak fogalma
(1) Legyen 4 = [ai1] 1x1-es matrix. Ekkor 4 determinansa: det (4) = ai.
(2) Legyen 4 = (a;) nxn-es matrix, ahol n>2. Ekkor 4 determindnsa: (elsd sor szerinti kifejtés)

det(A) = Z":(—1)‘+fa,j det(4,,)

Jj=1
9. Ismertesse a szingularis és a nemszingularis matrixok jellemzoit!

Szingularis matrixokra az alabbi allitdsok ekvivalensek:
e oszlopvektorok linedrisan Osszefliggdek
o 7(Anxn) <n (amatrix nem teljes rangl)
e nem invertalhatod
o det(A)=0
Nemszingularis matrixokra az alabbi allitdsok ekvivalensek:
e oszlopvektorok linedrisan fliggetlenek
o 7(Auxn) =n (amatrix teljes rangl)
e invertalhato

o det(4)#0



Linearis egyenletrendszerek

1. irja fel a linedris egyenletrendszerek altalanos alakjat részletes formaban,
vektoregyenlet formajaban, illetve matrixos irasmoddal!

Részletes alak:
a, -x +..+a, -x =b

ay X, +..+a,, -x,=b,

a, x+..+a, -x, =b

n m

Vektoregyenlet forma:

a -x,+a, - x,+ ... +a,-x,=b

ahol:
al] a]2 aln b]
a, = , 4, e a, = , b=|:
aml am2 amn bm
Matrixos forma:
ahol: A-x=b
al] aln
A=\ : :
aml amn mxn

2. Homogén és inhomogén egyenletrendszer fogalma

Az Ax = b linearis egyenletrendszert homogénnek nevezziik, ha b = o.

Az Ax = b linearis egyenletrendszert inhomogénnek nevezziik, ha b # o.

3. Mi a linearis egyenletrendszerek megoldhatosaganak sziikséges és elégséges feltétele?

Az Ax = b lin. egyenletrendszer megoldhatd < r (4) =r ([4,b]), ahol [4,b] az egyenletrendszer
kibdvitett matrixa: b

a,, .. aq

n

[4.5]=

ml amn mJ mx(n+1)



4. Mit tudunk egy homogén linearis egyenletrendszer megoldasvektorainak szamarol?
e Az A-x =0 homogén linearis egyenletrendszer mindig megoldhato, az x = o megoldasvektort
trivialis megoldasnak nevezziik.
e Az A-x = 0 homogén lin. egyenletrendszernek csak trivialis megoldasvektora van < r(4) = n,
ahol n az ismeretlenek szama.
e Az A-x = 0 homogén lin. egyenletrendszernek végtelen sok megoldasvektora van < r(4) < n,
ahol n az ismeretlenek szama.

5. Mit tudunk egy inhomogén linearis egyenletrendszer megoldasvektorainak szamarol?
e Az A-x = b mhomogén lin. egyenletrendszer nem oldhaté meg < r (4) <r ([4,b]).
e Az Ax = b inhomogén lin. egyenletrendszernek egy darab megoldasvektora van < r(4) =
r ([4,b]) = n, ahol n az ismeretlenek szdma.
e Az Ax = b inhomogén lin. egyenletrendszernek végtelen sok megoldasvektora van < r(4) =
1 ([4,b]) < n, ahol n az ismeretlenek szama.



