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Matrix

= Matrix: téglalap alaku szamtablazat
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i Egyenld matrixok, matrix transzponaltja

= Kéet matrix egyenlo, ha tipusuk megegyezik é€s a

megfeleld elemeik rendre megegyeznek.

Matrix transzponaltja: Az 4 m X n-es matrix
transzponaltjan azt az » x m—es matrixot ertjuk,
amelynek (i,j)-edik eleme egyenlo az 4 matrix (j,i)-

edik elemével. Jel.:

Megjegyzés: A transzponalt matrixot az eredeti 4 matrixbdl

a sorok és oszlopok felcserélésevel
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i Specialis matrixok

= Sorvektor: (1 x n )-es matrix, Jel.: a = (ay,...,a,)
s Oszlopvektor: (n x 1 )-es matrix,
Jel.:

Ca. )

1

\4n )
s Négyzetes matrix: (n x n )-es matrix

foatld (fodiagonal):

all, azz, e o ann
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i Specialis matrixok (folyt.)

» Diagonalis matrix: olyan négyzetes matrix,
amelynek a foatlon kivili elemei mind nullak.

a, 0 .. 0
0O a, .. O _

4., = . - . |=diag(a,,ay,...,q,,)
0 O a

= Szimmetrikus matrix: olyan 4=(a;),, N€gyzetes

matrix, melyben a,=a; ij=1,...n.
Megjegyzés:
A szimmetrikus < A4=A47T

nxn
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i Specialis matrixok (folyt.)

s Egységmatrix: olyan diagonalis matrix, amelynek
foatlojaban egyesek allnak.

nxn

= Nullmatrix: olyan matrix, amelynek minden eleme

nulla.

mxn

(1 0 .. 0)
01 .. 0
0 0 1
0 0 0)
0 0 0
0 0 0,
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i MatrixmUveletek

s Matrixok 0sszeadasa:

Legyen 4 = (a;) ., €s B = (b;),., k€t azonos meretl
matrix. Ekkor 4 és B 6sszege:
A+ B= (alj bl])mxn
s Matrix skalarral vald szorzasa:
Legyen 4 = (a;),., €S A€ R Ekkor az 4 matrix A-
SZOrosa:
A A = (Aay)

= Kéet matrix kilonbsege: szarmaztatott muvelet
A-B=A4+(-1)B=(a,

ij bl])mxn
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i Az dsszeadas és a skalarral vald szorzas tulajdonsagai

A matrixosszeadas és skalarral valo szorzas

tulajdonsagai:

1.
2.
3.
4. A+ (-A) =0, ahol a —4=(-1) -4 matrixot az 4

.
0.

A+B)+C=4+ B+
A+B=B+ A4
A+0=4

matrix ellentettjének nevezziik.
(Atu)A=AA+ uA
A-(A+B)=A-A+ /1B

7o h(ped) = (A-p)-A

3.

1-A=A4
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i Matrixmuveletek (folyt.)

s Matrixok szorzasa:
Legyenek 4 = (a,),,, €S B = (b;),, Matrixok. Ekkor az 4 €s B

matrixok szorzata az a C mxp-s matrix, amelynek (i.k)-adik
eleme:

Ci = A;°byt anbyt ... ta, b,
Figyelem! Két matrix 6sszeszorozhatosaganak feltétele,

hogy az els6 matrix oszlopainak szama megegyezzen a
masodik matrix sorainak szamaval.

= Matrix hatvanya: Ha 4 négyzetes matrix, akkor
A"=A-A-..-A ( n-szer szorozzuk A4-t 6Gnmagaval,
ahol » pozitiv egész)
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i A matrixszorzas tulajdonsagai

= A matrixszorzas tulajdonsagai:
1. Altaldban: 4-B =B -4 (nem kommutativ)

2. Asszociativ, azaz ha az 4 - (B - C) szorzat létezik, akkor
az (4 - B) - C szorzat is létezik és

A-(B-C)=(4-B)-C

3. A-B+CO)=4-B+4-C (balrol disztributiv)

4, A+B)-C=4-C+B-C (jobbrol disztributiv)

5. Zeérusosztos muvelet, azaz ket matrix szorzata ugy is
lehet nullmatrix, hogy a két matrix egyike sem
nullmatrix.

6. 4,0, 0,= mxp, illetve 0. n Ay = Oy

7' Amxn ) Enxn - mxn ! Illewe E Amxn - Amxn

8. (1-A)B=A-(LB)
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Matrix oszlopvektorai

= Tekintslink egy matrixot!

dyp Ap ay,
A= ay a:22 Arn
Ay Ao Aon
s Oszlopvektorok: A=]a, ... a,]
a, a,,
ahol a, = a:zl ey A, = a?n
az,.n1 a

n darab m dimenzids oszlopvektor
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i Matrix sorvektorai

= Tekintslink egy matrixot!

a, dp a,
4 = dy dy dy,
aml am2 amn
s Sorvektorok: -
a
Amxn = E
Qm
ahol a'=(a,,...,a,), ... ,a"=(a

m darab n dimenzids sorvektor

ml, oo e

> 'mn

)
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i Matrix rangja

= Matrix oszloprangja:

Eg imatrlx oszloprangjan az oszlopvektoraibol allo
torhalmaz rangjat értjik, azaz ha

Apn = L@y - a,], akkor r,(4) =r({a, ... ,a,}).

mxn

s Matrix sorrangJa

Egy matrix sorrangjan a sorvektoraibdl allo vektorhalmaz
rangjat ertJuk azaz ha

Cl

4. =| |, akkor r(4)=r({al, ... ,a™).

m

a

= Igazo hato hogy barmely matrix esetén a sor- €s oszloprang
megegyﬁmk Ezt a kdzOs ertéket roviden a matrix rangjanak
nevezzu

H(A) = r(A) = r(4)
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i A transzponalasra vonatkozd szabalyok (allitasok)

= A transzponalasra vonatkozd szabalyok:
. (AN =4
a (A + B)Y=AT+ BT
s (- A=) AT
s (A-B)Y'=BT. AT
n r(A)=r (4"
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i Négyzetes matrix inverze

» Invertalhatdsag, inverzmatrix:

Legyen 4 egy nxn-es négyzetes matrix. 4-t
invertalhatonak nevezziik, ha van olyan X nxn-es
matrix, melyre A4-X=X-A=E

nxn'

Ekkor X-t az 4 matrix inverzeének hivjuk és 4-'-gyel
jeloljik.

» Az invertalhatosag feltétele:
Az A nxn-es matrix invertalhatd < r (4) = n.
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i Matrix invertalasa bazistranszformacioval

= Legyen 4, =[a, ... a,] €gy négyzetes matrix. Ekkor az
Alinverzmatrix az e, ... , e, kanonikus bazisvektoroknak
aza,, ..., a, vektorokra, mint bazisra vonatkozo

koordinataibol épil fel.

T
|
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i Az invertalas szabalyai (allitasok)

s Az invertalas szabalyai:

Legyenek A4 és B invertalhato nxn-es matrixok.

Ekkor:

= 4! invertalhato és (41)!= 4.

= 4-B invertalhato és (4 - B)y'=B1-4".

= AT invertalhato és (47)!=(4V7.

= 1-A4 invertalhato és (1-A4)'=1/4- 4!, ahol A
nullatol kilonbdzo valos szam.
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i Négyzetes matrix determinansa

s Részmatrix:

Legyen 4 = (a;)) nxn-es matrix. Az 4 matrix a; elemhez
tartozo részmatrixan azt az (n-1)x(n-1)-es matrixot értjik,
amelyet az 4 matrixbdl annak i-edik sorat és j-edik
oszlopat elhagyva kapunk. Jel.: 4,.

= Négyzetes matrix determinansa: (rekurziv definicio)
1. Legyen 4 = [a,,] 1x1-es matrix. Ekkor 4 determinansa:
det (A) = ay,.
2. Legyen 4 = (a;) nxn-€s matrix, ahol n>2. Ekkor 4
determinansa: (elso sor szerinti kifejtés)

det( A) = Zn:(—1 )*a, det( 4, )
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Negyzetes matrix determinansa (folyt.)

s A definiciobdl adodo észrevételek:
» 2X2-es matrix determinansa:

det (A) = a)-ay,- a1y°a,
(,f6atlobeli elemek szorzata minusz mellékatldbeli elemek szorzata”)

= A determinans meghatarozasanak szamolasi
igénye rohamosan novekszik a matrix méretével.

= Diagonalis, also- és felsbharomszog matrixok

determinansa egyenlo a foatlobeli elemek
szorzataval.
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i Sorok és oszlopok szerinti kifejtes tétele

= Egy négyzetes matrix determinansa barmelyik sor
ill. oszlop szerint kifejtve megkaphato.

= Az i-edik sor szerinti kifejtés képlete:
det(A) = ZH;H ) a, det(4;)

= A j-edik oszlop szerinti kifejtés képlete:
det(A) = i(—1 J*a, det(4,)

s Kovetkezmeny: det (4) = det (4A7).

Métrixok/ 20



i A determinans tulajdonsagai (allitasok)

A determinans tulajdonsagai egyarant igazak
sorokra és oszlopokra megfogalmazva.

1. Ha a matrix valamely oszlopaban csupa nulla all,
akkor a determinans értéke O.

2. Ha a matrix két tetszoleges oszlopat felcseréljik, a
determinans (-1)-szeresére valtozik.

3. Ha a matrixban van két azonos oszlop, akkor a
determinans értéke O.

4. Legyen 4, = [a,...q,...a,], ahol a;=a’+a;’’. Ekkor:

—J

det(A) = a’et([az1 a;...a,]) a’et([_ [ dy)])

=n
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i A determinans tulajdonsagai (folyt.)

5. lLegyen4,,,=I[q...q...a,],ahol a;=/-a’. EKkor:
det(A) = 1- de([a;...q; ...a,)).
6. Legyen 4 nxn-es matrix és 1eR. Ekkor:
det(). A) = - det(A).
7. Ha a matrix valamely oszlopahoz hozzaadjuk egy masik
oszlop skalarszorosat (azaz un. elemi oszlopatalakitast
hajtunk végre), akkor a determinans értéke nem valtozik.

8. Szorzas-tétel: Legyenek 4 és B nxn-es matrixok. Ekkor:
det(A-B) = det(A)- det(B).
9. Legyen 4 invertalhatd matrix. Ekkor:
det(4)) = 1/ det(A).
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Nemszingularis matrixok

Az alabbi allitasok
ekvivalensek:

s0szlopvektorok linearisan
fuggetlenek

wr(4,.)=n (@ matrix teljes
rangu)

sinvertalhato

adet(4) # 0

i Négyzetes matrixok osztalyozasa

Szingularis matrixok

Az alabbi allitasok
ekvivalensek:

s0szlopvektorok linearisan
Osszefliggoek

wr(d,.)<n (@ matrix nem
teljes rangu)

snem invertalhato

adet(4) = 0
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