!'_ Az R’ tér geometridja

Osszedllitotta: dr. Leitold Adrien
egyetemi docens

2018. 02. 24.



i Vektorok

= Vektor: iranyitott szakasz
Jel.:a, a, aq, E,
Jellemzoi:
= irany,
= hosszusag, (abszolut érték) jel.: |4

s Specialis vektorok:
= nullvektor: hossza 0, iranya tetszoleges. Jel.: 0, o
= egysegvektor: hossza egységnyi.

= Megjegyzes: az azonos hosszusagu €s iranyu, de
killonb6zo kezdopontu vektorokat azonosaknak
tekintjuk.
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i Két vektor szoge

V/' — %’

b

= A vektorokat k6zos kezdopontba tolva az altaluk
meghatarozott félegyenesek szoge Jel.: £ (a,b) = ¢

s Specialisan:

a ¢=0° = aé€s bazonos iranyu, (parhuzamos)
a ¢=180° = g és b ellentétes iranyu, (parhuzamos)
a ¢=90° = a és b meroleges.
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i Vektorok koordinata-rendszerben

A vektorokat helyvektorok-
ként helyezziik el a térbeli,
derekszogl (Descartes-féle)
koordinata-rendszerben.

Ekkor minden térbeli vektor
egyértelmien felbonthato a
koordinata-tengelyek

iranyaba eso osszetevokre:

V= vy vy vk
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i Vektorok koordinata-rendszerben (folyt.)

= A v vektor koordinata-tengelyek iranyaba es6

Osszetevli: vi, Vv,i, Vik
= Ay vektor koordinatai: v,, v,, v,

= Megjegyzés: A v helyvektor koordinatai azonosak
végpontjanak koordinataival.

JEl.! V= (Vl, Vz, V3)

= A v vektor hossza (a térbeli Pitagorasz-tetel
alapjan):

_\/ 2 2 2
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MUveletek vektorokkal: 0sszeadas

Osszeadas:

b

a+b

haromszdg-modszer

paralelogramma-maddszer

ha a és b nem parhuzamos
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i Osszeadas (folyt.)

s Az Osszeadas tulajdonsagai:

Legyenek a, b és ¢ tetszOleges térbeli vektorok.
Ekkor:

(a+b)+c=a+(b+c) (asszociativitas)
atb=b+ta (kommutativitas)
ato=a

a+b|<|alt|b] (haromszog-egyenldtlenseg)

s Osszeadas koordinatakkal:

Legyenek a = (a,, a,, a;) €s b= (b,, b,, b;) térbeli
vektorok. Ekkor:

a+tb=(ayt by, aytb,, as+b;)
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Miveletek vektorokkal: skalarral valo szorzas

s Skalarral valo szorzas:

Legyen a egy tetszOleges térbeli vektor, 1R egy
skalar. Ekkor:

A - a az a vektor, amelynek
» hossza: |A]-|al,
= iranya:
azonos az a vektor iranyaval, ha 1 >0,
ellentétes az a vektor iranyaval, ha 1 <0,
tetszoleges, ha 1 =0.
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i Skalarral vald szorzas (folyt.)

= A skalarral vald szorzas tulajdonsagai:
Legyenek a €s b tetszoleges térbeli vektorok,
A, u € R skalarok. Ekkor:

0-a=o0

A-0=0

l-a=a

Aty -a=i-a+tu-a
A-(@+tb)y=L-a+i-b
A-(p-a)=@Ap)-a

s Skalarral valo szorzas koordinatakkal:
Legyen a = (a,, a,, a;) €gy tetszOleges térbeli vektor,
AeR eqgy skalar. Ekkor:

Aa=Aay, Aay, A'ay)
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i Miveletek vektorokkal: kilonbség

s Kiildnbség (szarmaztatott mivelet):
—b=a+(-1)-b

% =

>

b b

= A kiildnbség szamolasa koordinatakkal:

Legyenek a = (a,, a,, a;) €s b= (b,, b,, b;) térbeli
vektorok. Ekkor:

a-b=(a- by, a,- by, as-b;)

||
IS

|
|G
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i MUveletek vektorokkal: skalaris szorzas

s Skalaris szorzas:

Legyenek a €s b tetszoleges térbeli vektorok.
Ekkor:

a-b=|al|b|cosp , ahol ¢ a két vektor szoge.

Megjegyzés: a muivelet eredmeénye skalar!
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i Skalaris szorzas (folyt.)

s A skalaris szorzas tulajdonsagai:
Legyenek a €s b tetszoleges térbeli vektorok,
e R skalar. Ekkor:

IR IR K

da

-b=0 < a=o vagy b=o0 vagy ¢=90°
(azaza L b)

A(@-b)y=((A-a)-b=a-(L-Db)

a-(bte)y=a-bta-c
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i Skalaris szorzas (folyt.)

s Skalaris szorzas koordinatakkal:

Legyenek a = (a,, a,, a;) €s b= (b,, b,, b;) térbeli
vektorok. Ekkor:
a b=a, b,+a, b,+ta; by
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i MUveletek vektorokkal: vektorialis szorzas

Vektorialis szorzas:
( Ez a muvelet sikbeli vektorokra nem értelmezheto! )

Legyenek a és b tetszoleges térbeli vektorok. Ekkor

a és b vektorialis szorzata (jel.: a x b) az a vektor,

= amelynek hossza: [a x b|=|a || b|sing, ahol ¢ a
két vektor szoge,

= amely merbleges az a vektorra és a b vektorra is,

= amelyre az a, b és a x b vektorok jobbrendszert
alkotnak.

(azaz a x b oda mutat, ahonnan nézve az a-t b-be vivo,
180°-nal kisebb szdgl forgatas pozitivnak latszik)
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* Vektorialis szorzas (folyt.)

Az a, b €s a x b vektorok térbeli elhelyezkedése:

A

axb

-

a
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i Vektorialis szorzas (folyt.)

A vektorialis szorzas tulajdonsagai:
axb#bxa
axb=-(bxa)
(axb)yxc#ax(bxc)
A@axb)=(A-a)xb=ax(4-D)
ax(bte=axbtaxc
(btoxa=bxatcxa

axb=0 < a=ovagy b=o0vagy ¢=0°vagy ¢ =180°

(azaza || b)
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i Vektorialis szorzas (folyt.)

Vektorialis szorzas koordinatakkal:

Legyenek a = (a,, a,,a;) €s b= (b,, b,, b;y) térbeli
vektorok. Ekkor:

a x b= (a,by- azb,, -a,bs+ azb,, a,b,- a,by)

R3 vektortér/17



Az egyenes

Adott: P,=(x,, y,, z,) , aZ e egyenes egy pontja,
v=(v,, v, V3) , @Z e egyenes egy iranyvektora.

Legyen P=(x, y, z) az e egyenes egy tetszdlegesen valasztott
pontja. Jeldlje ,a P, pontba, r a P pontba mutato helyvektort.

0 (or1go)
Ekkor r=r,+ ¢ v teljesil valamely teR valos paraméterre.

Megjegyzés: Térbeli egyeneseknél a normalvektor fogalmat nem
hasznaljuk.

R3 vektortér/18



i Az egyenes (folyt.)

Az egyenes paraméteres vektoregyenlete:
r=rotty , teR

Az egyenes paraméteres egyenletrendszere:

X=Xyt 1V

Y=Y TV,

z=zyttvy , teR
Megjegyzes: A tér egy tetszbleges 4=(x,, y,, z,) pontja pontosan
akkor van rajta egy e egyenesen, ha az 4 pont koordinatai

kielégitik az e egyenes paraméteres egyenletrendszerét
valamely <R valds paraméterrel.
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i Az egyenes (folyt.)

Az egyenes paramétermentes egyenletrendszere
= Ha az iranyvektor egyik koordinataja sem nulla:

X=X _ V=V _ 272

Vi V) V3
= Ha az iranyvektor egyik koordinataja (pl. v; )
nulla:
X=Xy _ Y=Y , z=z,
Vi V)

= Ha az iranyvektor két koordinataja is nulla, akkor
nem irhato fel paramétermentes egyenletrend-
szer.
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i A sik

Adott: P,= (x,, yo, z,) , @z S sik egy pontja,

n=(n,, n,,n;),az s sik egy normalvektora (a sikra
meroleges, nullvektortol kiilonb6zo vektor).

Legyen P=(x, y, z) az S sik egy tetszOlegesen valasztott pontja.
Jeldlje r, a P, pontba, r a P pontba mutato helyvektort.

i
n ‘ /
r-ry . P
s 7
Iy r

« () (or1go)
Ekkor r-ry L n, igy n(r-ry) =0 azaz:
ny-(x-xo) + 1y (-yp) + ny7(z-z5) = 0
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i A sik egyenlete

A sik egyenlete:

ny-(x-xo) + ny(v-yy) + ny:(z-z9) = 0

dZaZ.

nx+ny,ytnyz=n;xy+tn,y,+ nyz, = konst.
vagy:

Ax+By+Cz=D,

ahol n = (4, B, C) a sik egy normalvektora, DeR
konstans.
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