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Ellentmondasos-e a matematika?

Ert a cikket azoknak az olvaséinknak ajdnlnlk, akik nem sajnsljik a fdradsdgot,
hogy a matematika egy igen fontos, de fiatal dgdval 1neglsmerkedJeno];_. Texvnfx Ja n‘e}‘n
kﬂp}agO]édik szorosan a kozépiskolai tanan_}’aghOZ, de._ a benne szerep}é tételek 1svmel!e ez
az egész matematika épiiletébe ad betekinlést. A cikk nemn kinnyi ol'\'{xsmain‘}, nf"%.:‘
figyelnet igényel, a dolog természeténdl fogva a benne szereplé fogulmal} igen aJsz%m -
rak, A hosszd nydri sziner alare Liztosan ’sc_)]; olvasénk veszd majd a fﬂ‘liildsﬂ:g(ll, hogy
alaposan elmélyedjen a cikkben. megprobdlia « !erm” seerepll feladatakat mvgo]dﬁ.m.
Akinck kedve van, megoldésait bekitldhoti a szerkesztfséy clmére (1443 Budapest, ”osi:
tafick 129). Ezeket a megoldiisokat a cikk irdza éreskell, Ha a téma megnyerte olvaséink
tetszén(l, egy kéedbbi szdmunkban folytatjuk. )

Varjuk Olvasdink hozzdszdldzait, meglegyzcseir.

A4 sxerkesctBed g

Bevezetés

A matematika térténetében akndia_ﬂ-: va.i]s{lgos -id{)szuk‘ok s ‘(ikl’u'r: a ft‘!}_]lel‘ﬁ}(:-i
pro®lémik a korulell matematika alappilléreit &rintettdk, s fov ¢ !o‘h—ssel l.eil?'egc'tte’k
a matematika egész ¢pitletét. Telddul a et gy IH'nt'r;l‘_]llk, mint .(1‘df‘] s a]hola'F
westereit. Amikor azouban a pithfigoreusola fv]f@L}czl_é]; a |2 irr:ﬂ»w()‘nu!{taw!us..ut = \:a%yls
azt, hogy a négyzet diléja tsszemérhetetlen ax oldalival —. ezi sokilig ‘llin(l_lfi"lii\. Ebl J'e'n
a ténvhben o vilig harmonidjansk mt_'gbomllasut Emtql{, és attd) féltek, ha nyihvanossagra
Lkeriil. az & tarsadalom harmdnidjat is veszélyeztetné, o .

Legutéhb o szdzadfordulén bulkantak fel a matematikdban olyan e-lfe]11'1130115]5\501_{3
melvel: nagyon sok, eddir hiztosnak es tlsz}u:/,n‘rmu‘k érzett fogalmat T-‘E‘Tt@k kﬂ_-rdesessgg.
epviliniin init értink definfcién. tételen, dllftdsont Hagyan Lithatjul 'b[;, hogy axi6-
neiinis nen tartalrnoznek ellentmondastt Vanee olj.'ax_m_ watematikal dlllitds, amit nem
azért nem tndunk sem bizonyitani, sem cdfclnd, mert figyetlenek vagrunk, hanem mﬁrt
egvalulin nem is lehet se cefolni, se bl_?ﬂ_vlmm‘! AMig oz eddiz prt.ablmm}knt- jal jel el
¥ « itven kérdde: | Mit jelent a 1 1%, addig mest nuiv uz volt a kérdés, mi is a

&)

mezheti
¥ I wl ) R
e [_l‘mjl:dosxbél és wiirzavarhdl a matematika kit i'iam’l b szilletetl: az axinm&tllms
halmazeinélet és & matexnatikad lugilka., Az‘ elsd megolddsi _1&'15%1'],(,1 I3, H'r.[fzc:n‘,tul (18627
1943} &5 B. Russeltol (1872—1870) szdrmazik. Nagvon su[; Ikivild m_ut.e_mankus kapesold-
dotl be a kutatdasokba, hozott ltre maradando ereg‘lme;nyekf’t'. .I\ekunk( magvarcknak
sines szégvellnivelonk, gondoljunk csalt Neumann Jddnosra, Konig Gyuldra vagy a ma
@16k kozil Péter Razsara, Kalmar Lészlora, Ha}nu} Andrasre. L
Hogy jobban tudjunk a témakirben té}élﬁﬂ;(’)d_rp, a felbukkant elle]}tm()n@iisok Laziil
bermutatunk keti6t, slsének a Russel-féle antindmiat, Halmazon akkoriban bizonyos tu-
lujionsdgd dolgok Hsszességét értették, szerintiik halmazt alkomek a magyar nb‘ece bet_m,
& Budapesten tannldé didkok, vagy azok a dolgek, amiket Truxl merndks gepe aklﬁ)r
tiintetett el, amikor Klapanciusz e]hmnurkod’obt,a;m_ & Se_mmlt csindltatta gneg vele. Ha
az X halmaznak az ¥ dolog eleme, aklor ezt igy frjuk: ¥ e X, Jelslje H az tsszes halmas
zok halmazit. Mivel H balmaz, igy H ¢ H. Tehit vannak olyan hahnazel, amelyek elem-
ként tartalmazzdk 8nmagukat, ¢s persze olyanock is, amelyel nem. 4w Ptébbmkac
* nem tartalmazhodd halmazoknalk hivjuk, Jelolje 72 az Gsszes nem tartalmazkodd halmazold
halmarit. Vajon B eleme-c Snmagdnak? Ha igen, akkor A nem tartal’muzkodo, teshat
uern eleme tnmagdnak. Igy csak az lehet, hogy £ nem mrtuhnaz}mdo .hahnaz, all;l_m:
viszont eleme Onmagdnalk, hiszen B az Osszes nom tartalnnzkodd }mlmazt_ elembkén
tartalmazze, s igy megint csak ellentmonddst kaprdnl. Tgy arra o képtelenségre jutot-
tunk, hogy nem tudjuk megmaondani pontosun, nifdyen ekun[‘kb_ol dll a'{JAI?I ha]mfz'.d .
Példiink jol mutatja, hogy precizebhen meg kellene mondus:unk, 1):1/!3 en tulaj {aynl.?s\g
alapidn sorolhatunk kilonbozd dolgokat egvetien hu!:'n;w:lm. Fo ti{)]d?‘.,qpnntﬂsd]; P.I’:
g kellene mondanank, ypit értiink wzon a sxén: uldjdonsdg™, és nit azon, hogy
wlclog?. exiibh. Yajon i Kiwveikezd dltds: b
Masodik példdnk még egyszérlibh., Vajon igez-¢ vagy sem a kivetiezd d itds: ,,ha-
zudok” ¥ Ha igaz, alkor hazudok, tehdt nem mondtamigazat. Igy annak, amit monc}talln,
épp az ellenkezsje igez, azaz nem hazudolk, hanem igazat mondok, A kdr ezzel bexdrult,
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en6l a negyon egyszerl dllitdsrd]l képtclenek vagyunk eldénteni, igaz-e vagy hamis.
EBLO] mizdeneeetre arra kvetkeztethetiink, hegy alapceabban meg kellene vizsgdlnunk,
mit is értiink azon, bogy egy sllfids igaz vagy hamis, és azt is, mit tekinthetimk g1H-
tdenak.

Ennck a cikknelk az a célja, hegy lépet adjon a felvetett kérdések, sllenimonddsok
megoldésdnak matematikai itjérdl. Bemutasea, hogy milyen médszerekkel és fogalmak-
kal dolgozik & matematikai icgika, a matematika Snismereti tudeménya. . -

Regven kevés dolgot bizonyitunk, éppen esak a leghénnyebbeket. Ezzel szemben
nggyen sck 0) fogalomimal ismerkediink meg, amiliet az dttckinthetéség kedvéért a cikk
végen felsoroiunk.

Matematikai struktarik

A matematikusok nagvon furcsa szemiivegen 4t nézik a vildgot, Vizegdljunk pél-
ddul egy népes csalddet, In a bind egy esetlepes védldperes tdrgyaldst, az orves szive és
belmiikadést, a szeciolégus jo vagy ressz Jakdshelvzetet ldt, mindenkit valami mds érde-
kel Mit ldthat és mit vizegdlhai itt a matematikus? Nem sokat, csak annvit ldt, hogy
valaki valakinek az apja. beoy valaki megint mds valukinek a hdzastdrea. Elfelejtkezilc
arrdl, hegy a csalddanva . kék a szeme, itt és itt dolgozik, hogy hény kild, esupdn
ceak viszonyokat, reldcidkat vizegdl: két ember egy bizonyos viszonvban 41l egymdssal,
nevezetesen férj ée feleség. EHenvetdsként bdrki mendbatja, hogy & matemetiks szémolk-
kal feglalkezik jeginkdlh, s igy a cealdd dlethordnak valtozdsat épp tgy létja, mint a
szociclégus. Ez iguz, de kes(bb litni fogjuk, hegy 8 szémok reldeidk segitségével kifejez-
heték. Egy egyezert példdval megvildgitjuk. bogy ez nem is olyan 1dvoll szemléletiinkt ol
A labdmiugdidény veégével az tjsdpok megirjik, ki lett az elsd, a misedik, a tizedik.
Elelyett azcuban teljesen elegendd lenne azt a reliciot megadni, amelyik megmutatja,
melxvik ceapat kit eldgdtt meg.

Definicié:

Individuumtartomdnyor elemek, dolgok bizonyos Bsszességét értjils.

A matematikusok vizsgdléddsi kérébe killonhozd individuumtartoményok
tartoznak. A geometridban példdul ez a sik pontjainak és epyeneseinek
osezessége, az algebrdban példdul a valds szdmok.

Legven A egy individvumtartomdny. 4-beli rendezett m-eson az A-nak » darab
elemét érijiik, meghatdrozott gcrrendben. A rendezett 2-est mésképpen rendezcti pdrnak
hivink, Ez a fcgalom mdr ismert a keardinatagecmetridbél, shol a stk és a tér pontjait
valGs szdmekbé] alid rendezert pdrckkal, illetve hérmasokkal drjuk le. A sfic egy pontja
példéul (14, —5), a téré pedig (1, ~3, 0}, Az elemek sorrendje lényeges, & (14, —5) és a
{— 3, 14) pontok nem azonosak. .

Az A-beli rendezett n-esek halmazdt #.d.val jeloljiik.

Definicid:

Egy A-n értelmezett n-vdltozds M mivelelen egy olfin megfeleltetést ér- '
tiink, amely 4 minden eIeméhez hozzdrendeli 4 egy e_emét,._

I L .

Az M miiveletet 4 tetszblegesen vilasztott n elemdre alkalmezva 4 egy 1jabb elemét
kapjuk. Miiveletelr példdul sz ssceadds s a szorzds, he individeurptertomanynek R-t,
a valés ezdmok habmazdt vdlasztjuk, Nem miivelet B-n az osztais,{‘ng‘_s"anis oz (x, 0) pdanak
nem felel meg scinmi, Ezen kétféleképpen is segithetink: vagy individiramtortomanynak
R {63t vilaszijuk (2 valds szémok halmazabél elhagvve az egyetlen 0 szamot), vagy
@f0-t O-nok definidljuk. Az fgyv kapott oszidsek mdr miliveletek. Négyvalozos mitivelot
R-n a min (z, ¥, z, u). De miivelet az is, ha egy szinhdzban 416 enibutel mindegyikéhez
hozzarendeljiik a hozzd legkdzelehl #16, 16l kilonbizd embert. Itt &z individuumtario-
mdny a szinhdzhan 16 emberck sszessige, a széban forgd miivelet egyveltozos,

1. Jdadat. Jeldlje & & ma €16, &o pedig a valaha ¢t enxberék Buszospépét, of az a
hozz8Tendeles, amelyik mindenkinek megfoldieti az anyidt. Az & és £p individuumbarto-
minyok melyikén lesz of miivelet és nieiyiken nem ¢ . .
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Definici6:
Bgy A-n értelmezett n-vdliozds P reldcid "4 egy részhalmasza.

} j i 3 i - 1 tudom
icsi 1 bhen ez azt jelenti, hogy 4 minden rendezett n-esérél e
dﬁmc{fi‘cﬁﬁg?ffgzsfu 50rrendbenjelerne-e P-nek vagy sem, P roldoidban 4llnak-e vagy
m. Tsmert reldcid példdul N-n. a természetes szdmok halmazdn & ,',klsebb” kétvdltozds
:gié;aié &-n, a ma 616 emberek halmazdn egy kétvdltozos veldci6 az ,,id6sebb” vagy ez a %6
relicié, ami azt jelenti, hogy ,,hdzastdrsalk’,

Definicid:
Egy 4-beli C konstanson A egy kitiintetett elemét értjisk.

. PR TR C . ban
> gz6t gyakran a ,,8zdm" sz.momn"_mjakent haszndljuk, itt azont
eredeﬁ ,,gﬁgﬁh&?"s éli‘zelmégliei szerepel. Példdul £-beli konstens ,,a szerzf édesanyja’.
1

Definicié:
Bogy U=(4A; M, ..., M P0 .., Py Oy oo, §) strukhbiiza 411

i az A nem dres individuumtartoménybdl, )

Eiz) A-n értelmezett véges sok (p davab) M, M, ..., M, ,m'ﬁvelet'bﬁl,
(i} 4-n értelmezett véges sok (g darab} Py, P,, ..., P, reldciébél és
(iv) A-beli véges sok (s darab) C,, C,, ..., C; konstanshl. .

» L xs e . ’ ) iy z - ho Y
: tikus feladata a kiilénbdzs strukbirdk vizsgdlata. Szdmdra mindegy, )
az inc‘?i‘g:iaﬁfxr:lza]rtoufnény elemei szdmolk, emberek, csavarok, vagy dug6htizék, érdekls-
6 reldeidk 3 miiveletek felé fordul. .
dése ilfliﬁl:;:él:;i :truktﬁm fogalmit & legabszirakiabb, tehdt Jegegyazerdbb forrlx:fi;
jaban fogalmaztuk meg. Uélunk ugyanis nem az, hogy egyes matema.t}km feladabo. %l
f)ld('unk meg, hanem az Osszes lehotséges foladutok szerkezetst tanulminyozzale. Min
ke‘}]esebb eszkiat engediink msg a feladatok meglogalmazdsdira, annél kénnyebben b}ld julk
szerkezetitket lefrni.

~-2. feladat. Legyen & a geometrin struktirdja, 1D pedig a vektorok struktdrija. .

Milyen ifalécibkbél,gileﬁveletekbél és konstansolth6! sllnak? Mi az individuumtartomé-
nyuk? ) : )
adal, j i & H 3 hogy ezek ne
., Adjunk meg S-n mindl t6bb mivelstet! Térekedjiink arra, hogy
]egyéﬁial{e‘iégboiﬁka;gg;ak! I%Iib mondhatunk arrél & hozzdrendelésrél, ami minden em-
berhez & nevét rendsli?

Matematikai nyelvek felépitése . 5

5 litett miiveleteknek, reldciéknak _vannak lényeges, meghaté-
i3 %Z Zliﬁzgélrszfl‘;e:zeg;slz:adés kommutati\’r, b pedi anmmet);n.}gus. }_T:ela,da,tunk ne-
i?ézzsé]geg );:pi)an abban 4ll, hogy ezekrdl & .tulajdousdgokrél beszélni tudjunk, értelmes

dllitdsokag rondhassunic ki struktirdnkban. Termiszetesen eddig is beszéltiink réhuk, .

(lsd 37 6, e | Is6 feladatunk
It ayelv tilsigosan sok kétértelmiséget rejt magiban. I ;
féikc:‘?l;%% ?ngsizfség:g nyelv lé%l-ehozésa, umel_;l;lk lehebdse]ag izen‘;lb muﬁgpﬁi{?{tggﬂTﬁ-
Y OLy? fp gyetlen nyelvet, hanem nyelvek egész csalddjst ; -
?ﬁ%{e&t;dsréﬁll::t ?nﬁ;ﬁmgfi!knn?bn&va]vekngk nevezziik. Kilonbzs strukttrabeli dllitdsokat
< 5 0y : valamelyikdn fogjuk felirni. . )
ezelmﬁllsﬁ‘;;zg??lsv?:;;kk;? ?c?mfnk az iijﬂen nyelvek dbéeéjét, & azokat a szabdlyokat,
amelyek sogitségével felépithetjiik mestersléiis nyclviink: mondatait, melyeket itt for-
Tonaks djilnk hozzd a munkihoz! - .
mulﬂl’q'nglell]}ivg'?ll&i%e: lgﬁ\rflet-kezd, az (N, +, 1) struktérdrs] .sz.é:lé .é.]lft.ast.: ,,Tetszéieg;?s
@ termidszetes szém nagyobb vagy egyenls, mint 1.” Az »z" jel ibh inem eg'yeblen)texzmls'-
pzetes ;zdmof: jolent, tetszdsiink szerint akti.rmely_i_k lehet, az sszeset, az egészet képviseli,
mintegy végigfut a terndszetes szémokon. Nyelviinknek szitksége legz ilyen jelekra, .
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(A) Kyelviink tariaimez:za uz a,, oy w ooy Tn. .. vdltozdjeleket,

“égtelen eck véllczdjel van. s hepy meg tvdjuk kilénbdztetni ket egvmdstol,
irdexeltiik ¢ket. Esetenkent mas bet@iket is heezrdihatunk véltczdjeleknek, fentes ceak
az, hegy tudjuk, ezek vdliczdjelek, Mindegy, kepy sz ,,a” betiit milyen tijusral sredik
ki, Knycges, hegy feliemwerick, ez a” betil.)

Ez azcolan még kevdés. Shulktvrdink sz individuumtartc ményen kvl mtveletek-
b6l kenetarsckkdl, reldcickl ¢l élacak. Ezcknek a matematikat chjektumoknak a leird-
&dra kiilonbizé jelcket vezetiink be. .

{B} Nyelviink tartalmazl.al végeseok fj, fo. .. o> [p miveletfelet. Minden miiveletjelrs]
tudrurk kell epgyten, hegy bényvaifczds novelctet 1e prezentdl. Ha példdul f az dsszeadés-
nak fclel meg, akker kétvéhczds miveletjel. Azckal a jeleket, smelyckre a miveletjel
vonatkezik, rendszerint a maveletjel vidn zdrdjelle 1éve screljuk fel. fzokéds azenban a
hagyercdnyes mitivelstjelek esetén példdul f(x. y) helyett (o +y)-t frui. A miiveletjelek
szige1an elkiiloniilnek egvmdsldl, a 4 €8 o - new ceerélhetd Cesze, Az érthetéség és
révidscg kedvéért ez fik lelyett gyekian baszndlunk mds jeleket is nitiveletjelhek, de
mindiy tudni fogjuk, ezek itt miivelet jelek.

(C} Kyelviink tartalmazkar véges sck by, k., Ky Fonstansjelet.

A konstansjelek, a miiveletjelekhez hasonléan, nem felidtleni] o nyelv tartozékai.
Leher hegy eeak nckany van Lelélisk, de akar teljesen el is maiadhatnak. A konstansjelek
irdsdra is haszndlunk néha mas jeleket, .

(D) Nyelviink tartalmazkat véges sck 1 For oo, v reldeidgelet. .

Minden. reldcidjelbez, ugyantgy mint a mivelet jelekhcz,” hozzdrendelimk egy szé-
mct, amely megmutatje, heer hinyvaltczés relicidjel1é] van s26, Ceakugy, mint & mii-
veletjeleknél, a reldcidjel utan téve zdidjellben soroljuk fel azckat a jelekel amire a reld-
cijel veratkozik., Példdul ha 7 az egvenliség reldcidjele, akkor kétvaltozds és szokds
seerint rofz, y ) helyett o=yt frunk.

(E) Nyeiviink terialmaz:a az (= dg), V(= vagy), ={= ha,..akkor), — {= rem),
¥ (= minden egyes}, (= van olyun) logikai jeleker.

Késtbb ezek eegilaégével fogjuk {elépiteni dllftézainkat, akkor részleterz ik ezek
Jelentéast,

Definici:

.. Egy Lmatematikai nvelv az (A)—(E) pontokban felsorolt jelekbél és zérd-
jelekbél 411,

A matematikai nyelvek jeloléedre meghenoecdott L betfi az angol larguage = °
= oyelv sz6 kezd6betlijéhdl szdrmazik, .

Ryelviink 4llandé allctéi a valtozs- ¢s legikai jelek, illetve a kitlénbozs fajta
zdr6jelek. gy & pyely ‘megadiedhoz elegend6 mivelet-, reldeié- és konstansjeleinek g
felecrcldsa. Ha példéul szt mendjuk, hegy a halmezelmelet nyelve mindéesze két darab
kétviltezés reldcidjelhs] 4l (az = ¢g ¢ reldeibjelekkél); akkor ezen azt értjiik, hogy a

- nyelv éllandé elkotéin kiviil minddseze ozt & ket jelet tartalmazze. Benyolultabb a fer. .
mészetes szémck nyelve, amely egy darab egyviliczds és két durab kéivalozde miivelets | .
jelbel { o rékévethezdns — azaz eggyel novelds —, & + é8 a - jelek), egy kétvdltozde

relécitjelbl (=) &g egy kongtansjelb6l (1) 41,
Definici6:

(i) Tetezbleges x, valtczajel illetve tetezbleges k; konstansjel Lifejezds.
o) Ha f, 4, ..., 1. kifejezések €8 f, m-valtozés mfiveletjel, akkor
Jil b, o 1) s Eifejezes. '
(i) Ceak az (i) és (ii) véges sokezori alkalmazésdva)l kapunk Lifejezést,

Legyen példdut a + kérvilicrds miiveletjel. Ekkor (x4 y) és {{x + 1)+ =2) kifejezés,
de +x nem, niert nem kephaté meg (i) és (if) veges sokezori alkalmazdrdval. Definfoiénk.
‘ban ¢rren azt fopalmaztuk meg, omit mindenki kifejezéenek ickint, igy egy helyesen fel-
irt epyenlet mindkét oldala kifejeaés lesz, ha ceak nyelvben szereplémtiveletjeleket
haszngliunk fel. : ’

FErnyi eltl¢ezfiés uidn Fentesan definidlhatjuk, mit is ditfink formuldn,
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Definicio:
(i) Ba #y, 1, ... ., i, tetszGleges kifejesések, &s 7, tetszdleges n-valtozos reld-
cidjel, akkor r{fy, fy - - -5 ) Jormaula.
" (i}) Ha ¢ és  formulék, akkor a kvetkezdk is azok:

@) (og) (D) (@Vey) (d} (g >y}

¢ (e) (pAw) s
(i) Ha ¢ formula, akkor

(¥ag) s (Jayg) is formula,
(iv) Csak az (1)—(i)-ban lefrtak véges sokszori alkalmazasdval kapunk
formulat, .

Egy formuldban adott helven fellépd valtozéjel szaladon fordul elG, ha nines
benne egvetlen V(... o ...}, vagy pedig egy 3&{... & .. .} alaku részformuldban
sern. Példdul a yale+y= 1A 1{z=y) formuldban = elsd kér eloforduldsa nein szabad,
a harmadik pedig igen. A formula szabed valosdinak nevezzitk azokat .a valtordkat, ame«
lyek valahol szebadon fordulnak els. A formula g(z,...,y) alakjéban x, ...,y mindig a
formula szabad valtozéit jelentik, Egy formula zdré, he nines benne szabad viliozo. A
zért formuldkas mondatoknak is hivjuk.

Aliftdsaink elemt &llitdsokhs] épiilnels fol logikai jelek segitségével. Ilyen elemi alli-
tdsok péidaul: ,,az ARC hdromszog derékszdgli”, ,,» tanuld”, ,,x orszagnak v a fovdrosa”,
T=1 7, % maradék nélicil osztja y-t”. Az ilyen allitasok egy dolog tulajdonsdgdt vagy
t8bb dolog kapesolatéb fejezik ki. Az ilyen kapesolatok lefrésat engedi meg a formuldk
definfeidjanak (i) pontja. Az elemi alttdsokhsl logikai dton mds 4llitdsokat kaphatunk,
ezt fejezi ki (i} és (iii).

Eov példgn illusztraljuls, hogyan lehet egy magyar nyetven felirt allitdst dtfordi-
mm""va%%:n Fen metematiikal nyelvra. Legyen a nyelv a természetes szimok nyelve, az
4llitds pedig a kovetkezs:

.Végtelon sok primszém van.”

~—ererenceinkre & pronszamok fogalmit eleve a + és - miveletek segitségével defi-
nidgltuk, igy konnyil dolgunk lesz. A ,végielen sok” kifejezds helyett pedig majd azb
fogalmazzuk meg, hogy tetszéleges termdzzetes szdmndl van nagvebb prim, Elészir az
allitasnole konayen formuldzhatd résadt frjuls fel:

Vae3yly primAy=x).

Az ,y=z” részformuldt kénayen fordithatjulk: Ja{zx +2z=y). Mivel termdazstes ‘szdmok-
16l van csak sz6, ez nyilvin csak akkor lehet, ha y>». Kiesis bonyolaltabb azt felirni,

hogy ,.y prim”. Egy természetes szanrdl akkor mondjuk, kogy prim, ha nines m4s osztdja,

, esak Gnmags és sz 1. Az 1 szdmot, ami teljesiti ezt & tulajdonsdgot, nem tekintjitk prim-

dek. Igy az ,,y prim” definicid szerint a kbvetkezd:

T e vy e=1ve=y) Aly=1)
. ,!,y# 1.t konnyen fordftjuk: i(y=1). Ez mér formula. Végil,,zjy’” pontosan alkkor, ha
" Yan olyan u szém, hogy u-z=y. Bzt forditva: Julwz=y).
,Pg ) - 1gv ax .y prim” a kivetkezének felel meg: . i
4 L} iy ela— »

)] vl Jufws =)~ (E=1Vz=9)A = (y=1).

Osezefoglalva mindezt, eredeti dllitdsunk forditdsa a kdvetkezé: )
vesyi(va(auz=y)~G=1Ve=y)} A 7= DA sl +2=1)- o

Vildgus, hogy ez & formula gyakorlsti célokra vajmi kevésse haszndlhatd. Newn is
kell alliidsainlkat ilyen atakra hoznunk. Abban kel csak biztosnal lenniink, hogy azok az
sllitdsok, amelyeket haszndlunk, egyéréelmien lefordithatok nyelviinkre, ha jon valaki,
aki kétolkedilk ebben, annak meg tudjuk mutatni. Igy az ..y prim’ kifejezést bétran
hasznéihatjuk, s ha valskinek oz nem felel meg, azt mondjule: Vedd az (1) formulds, tedd
mindeniitt 07 5% prim’ helyébe, s amit igy kaopsz, az mdr neked is megfelels formula
lezz. ¥ . .
Formuldinkat sosem irjulk ki teljes részletesstggel, de tudjuk, hogy ezt mindig
megtehetjik. ) :
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P£ 4. feladai. Legyen L=(!, O, X, =, ?).a termiszates szdmok nvelve, ahol a jelek

#.

rendie o Tahovetkends, Ossaeadds, szorzds, egvenlosdg és 1 jelei. Foumuldi-e az L nyelv-
nek a kovetkezd jelsorozatok: -

ta) YeIyleOy=xA3p(paar=0),"
(b) YadylrO t=zV IalyXs=a)-
(e) vyaz{iximAlzDe)=u)).

_ 3. Jeladg, Dontsitic el, hogy az aldbbi formuldk kézil melyek zértal, melyels a
bennik szebadon eléforduld valiozok! =, ¥, = valtozdjelek, ¢lx), iz, ¥. =), -z, y} for-
muldk. ’

@ g} AVrIyp(e,y,2) .
M) 52(y@,) AVeIygle vt AVE Iz ()

{0) vasuvalp@) -zxy)

. . Legyen N egv egyvaltozds reldcidjel, jelentdse: ,,nének lenni”. X jelen-
tése x 68 y hizastarsak”, H Léivdltozés relécidjel. A F kétviltozds reldeiojel, jelentése
& prermeke y-nak”, az elsd véltozdja jelenti a gyereket. Evek segfiségével irjunk fel
olven formuldkat, aminek jelentése rendre a kovetkezd:

(a) = anyja y-nak,

(b) mindenkinck van apja és anyja.

(e} « es y testvérek,

(d) & nagvapja y-nak,.

(e) « és y uncketestvérek,

{fi mindenkinek egyetien anyja van,

{g) « anydsa y-nak, -

(I} & hézestdreak kozill az egyik férfi, a masik nd.

1'5‘ feladal, Legyen Rz, ¥) egy kétvdltozos reldeidjel. Mit jelentenek az alabbi for-
muldk:

(a) vl 2)A Vﬂ:\‘.’y(R(ﬂﬂ: VR, 'T))s

(b) 32l vyRiz, y)~Flz, 0}},

(e} vaVyya(Ble, v) ARy, 2)~R(z 2)).

4

éa -~ § feladat, Legyen H o sik hdromsziigeinek, A pedig & budapesti dllatkert lakéinak
rl;m]mﬂza. A ol Slotikat, % .

Junk meg ezeken a halmazokon reldcidkat, miiveleteket és konstansokat.

Konstrudljunk Iolyan nyelveket, melyek ezek leirgsdrdsa alkalmasak.

) Interpreticick !

A I;l&telllatvﬂ(ﬁ'l- ryelveket azért konstrudltuk meg, hogy ezen a nyelven heszdlhess
stink stroktirdinkral. ! St o S ctnuktira kigt,
Ez'en figy segithetiinl, hogy egy adott strukitira mlveleteinek, reldeidinak és konstan-
sainak egy-egy alialmas jelet feleltetiink meg, Az ilyen tipust megfeleltetést hivjuk
interpreidcidnak. A pontos definfeié a kbvetkezd. . . '

Definfeid: |

Legven 3 =V(A,; M, ..

v
‘ My Py o, Pr O L () tetszileges struk-
tara, L=(f,. fo - fps 000 -2 o Tgs By -, &) az 2 leirdedra alkalmas tetszo-
leges nyelv. Nézzik azt az I megfeleltetést, amelyik az L nyelv i-edik miivelet-
jeléhez hozzérendeli az A struktira i-edik miiveletét, I{ f,-):M,; az L nyelv
j-edik relécidjelének megfelelteti az A jedik relicidjat, I(r)=Fy; végill az
L nyely l-edik konstans jelének az 2 {-edilk konstansit rendeli, J(k)=C}
Ha gy soroltuk fel nyelviimk jeleit, hogy a fenti megfeleltetés n-véltozds mi-
veletjelekhez (illetve reldcidjelekhes) éppen n-véltomés miveleteket (relécio-
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kat) feleltet meg, akkor az [ megfeleltetést az L nyelv A-beli inferpreidld-
stinak nevezzilk.

¥ bad Gss ‘ek'evernﬁnk a jeleket a nekik megfeleltetett valodi (’)bjektﬂl.nnokka]‘
A 'elt?keégaizib?ejﬁ?fki)en, a papiren léteznelk, mig a nekik megfeleld relacidl, n_mveletck a
‘vlalc')ség;’ egy ‘darebjdn, az’ 51 strulstirdn hs:xtnak. Termés_zetespn jeleink igen szovos
i;apcsoihtban 4llnak velik, hiszén azoknak mintegy a mnevei ) B
Képzeljlik, hogy adott egy { kifejends, amelyben az @), @,. ..., @, valtozojelek szere-
© pelnek, a;, s ." ., d, pedig az A individwurdartomdny adott jelel. Ha a t-bep szerepld
Iriaﬁvele’t- j’és -’konstansjeleket 2A-beli interpretdltjukra cseréljiik, az ‘r,'-%f helvére rendl:e
8z agket irjuls, s az igy keletkez6 miiveletcket végrehajtiuk, eredményiil 4 egy elemét
ka])j‘uk. Ecb ot kifojeiés o, Ay, - O €riékeldsnel kapott értdlcnck nevezziik. & pontos
definicid & kivetkezd:
.
Definicid: .
A Hxy, xy, ..., 2, kifejezés éridkét az a,. a,. ...,
kovetkezdlképpen kapjuk meg: .
i)  Ha t=x, vagy ¥=1¥k;, a’kkor é}'ﬁé}ke a;, illetve Cj. e
(i) Hat=f{ty,t, ..., 1) 6s ik értéke rendre by akkor ¢ értéke
My, by oo ey b e4d.

a, értékelés mellett a

{a \ ey Zp) érickét fay, ay, ..., dgl-nel jellfiile. A kifejezés értéke‘lnindig a
megfje;yi;.lgi;iduunﬁ:)m‘tomény[elleme. Ha példaul A=(N, +, -} L=(f; _]2): ] (fl)k=
= % 68 I(f) =3 végil tlzy, w) =fh({my, ), %) 1), akkor i1, 2]=5. _UE{}‘HEI{S A e s
1, x, értéke 2, fyla,, o) éricke 1-2=2, Jilfolzs, )%y} Eriéke 24-2=4, s igy EE'I'EP ie t t;uk

Elsd lépésben ériékeket adtunk _a._vélpozd.]_elgknek, ezek se.gitlségrevel l\lSZﬂ’.lDI' otbul
a kifsjezéselk értékét, most pedig definidlni fogjuk & formulak értélét. Ez az érték mdr
nem A-beli érték lesgphanem a formuls sz értékelés mellett vagy igoz vagy hamis. -

Legyen ¢l &, - .+, %) 8z L nyelven felirt clyan formuia, melynek szabad yz_ié'iio:
261 Ty, Xy, « 1, B KOZEE Keriilnek ki Tegyenek még ay, ty, ..., 0, 87 4 elemei. De{ulé ni
fogjuk, hogy mikor teljesiil a ¢(x), %, ..., 73} formula Un az (a, dy ..., G,) =8 érhé-
kelés mellett, jelben: - . i

A= glay ooy an)  vegy  U=gfd).

Ug'yane;.’a & tényt mis szavakkal is Iifejezhetjitk: ¢[d] igaz A, 2[ modell ¢[4]-ra.
" Definicid:
{i Legyen e=rit, &, ..
. (b,),,eA &zg:{al, Uy, . ,1 a,f] drtékelés mellett. o .
.. 2l= gf@] esakkor, ha (by, by, .-, Ba)EP, vagyis a (by, by ..., by) moes
P, relaciéban All. R 7 -
(if) - A= () ]é] ‘esakkor, ha nem igaz, hogy 2I|=-zp[a-_] :
" Ul=(pAy) [] csakkor, ha A= ¢ld] és A= w[@];
A= (pvp) () esakkor, ba A=g[&] vagy A= vlal;
2 f= (p~) [&] csakkor, ha valahényszor A= g[@], akkor egyben
SR  a i)
(i) A= Vaplay, & .--» @] csakkor, ha akdrhogyan is vilasatunk
egy a€4 elemet, mindig A= gla,, ay, .. coe)s .
A= 3zglay, @ ..., @) oszkkor, ba wan olyin ¢€d, hogy .

vy @iy O Qpag,

2 != (p.[(ll, @y, L. ;,:G:Z,;l, &, Qigps -2 IR
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oo by) formula, a ¢k értékei rendre by, by,

N

.

Legyen megint Y=(N, =, +, ., 1) és L=(=, 00, ¥, ?). Ekkor persze I([3)=+,
Hxy=o, I(t)=1, (=)= =, Vajon a ¢()= — 3x{ D (x, yi=0(4, 1) formula milyen ér-
i€kelés mellett lesz igaz és milyen értékelds mellett Jesz hamis, szaz n€N esetén milor
losz 2 = g(n) ? Végiggondolva uz értékelds definicidjdt, rogtdn latszik, hogy az a kérdss,
van-e olyan m, hogy n+ni=2. Mivel n és m természetes szamok, ez csak n=m=1 ogei-
ben fordulhat €18, Ha tehdt n>1, akkor semmilyen m termdszetes szdmra nem teljesiil
a Oix, y)=0(?, 1) formula az (n, M)} értékelés melletr, tehdt ekkor 2= @(n). Ha vi-
szont n=1, akkor a fenti formula igaz lesz az (1, 1} értékelds meliett, tehdt U nem mo-
delt ¢(1)re. Igy példédul A= Iyp(y), de A vyg(y). :

Példdnk azt is mutatja, hogy ha ¢ tartahnaz szabad viltozét, akkoer az, hogpy ¢
teljesil-e Uen vagy sem, ténylegesen fligw az értéleléstsl, Nem nehéz hizonyitani, hogy
hi ¢ zdrt, alkor tetszdleges értdkelds mellett vagy teljesiil vagy nem. Erre utal a kovet-
kezd tétel:

Tétel: Ha g zért formula, akkor Al=¢ és U= p kbziil pontosan az
egvik 41l fenn, fipgetleniil az értékeléstdl. -

A matematikus Ggy dolgozik, hogy a virsgdlt struktiira néhdny jellemzé tulajdon-
ségdt, azaz a rajla igaz formuldkat, dllitdsokat kiemeli, ezeket axiémakként kezeli.
Ebbé] kbvetkerzilk, hogy vizsgdlati ktrében mér nemesak az az egy struktira &ll, hanem
az gsszes olyan struktira, anely eleget tesz az axiomaknal.

Ay alabbi definicié éppen ennek a preciz megfogalmazdsdra szolgdl.

Defindeio:

Legyen I' az L nyelvén felirt formuldk halmaza. Azt mondjuk, hogy A
a I' modellje, ha minden I'-beli ¢ formulére A= ¢ teljesil. Jelben: A=1"

A formula a I" formulahalmaz kivetkezménye, ha valahinyszor egy U
strukbirdra A =TI teljesiil, akkor egvben 2 = p. Ha ¢ a I kivetkezménye, azt
igy irjuk: I'l=¢.

&. feladat, Konstrudljunk olvan 2l struktdrdkat, ahol a kovetkezd formuldk iga-
zak, ifletve hamisak! {Ez Osszesen hat struktirdt jelent.)

() VadyIAPle pIAPE 2});

M) 3avy(Pfi), =)APE, =));

@  VaIGe g A6 ). ' ’
B ’19 feladat, (I'+ ) Jelentse dzoknak a formulsknak halmazdt, amelyeket vigy kapunk

. bogy I formuldihoz hozzévessziik a ¢ formuldt. Legyen ¢ zért formula, s bizonyitsuk

be, hogy ha (I'+ ¢) =y, aldor Mi=p—yp. )
A _feladat, Bizonyitsuk he, hogy a kdvetkezd két formula tetszéleges struktirdn

" teljosti]:

(® (V'm;(Vac;w))%W_rev;):
(b) THep) (g ATry)

A

Levezelés és a teljességi idtel

Els6 pillantdsra szinte lehetetlennek litszik azoknak a formuldknak a felsoroldsa,
vagy valamilyen értelemben vett rendezése, amelyek minden olyan dtruktdrdn telje-
siilnek, amely egy rdgzftett formulahalmazt, {axidmarendszert) kielégit. Ebben a részben
o célunk egy ilyen eljdrds megaddsa. Mint mér a 14, feladatban is ldttuk, vannak olyan -
formuldk, amelyek tetszdleges struktiirdn teljosiilnek, ezeket logikailag 4gaz formuldk: -
Ea,k nevezziik. Az igaz formulak kizil néhdnynak kiiidnleges és ardnylag egyaszerdi szer- -

ezete van. f ' : -
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Ezel példdul a kivetkezdk:
G glg-oh
Gy g e )= (@) —vi = =)
@) (mp )~ (=)
(iv)  ¥axiple) el ahol ¢ lkfejezés,
(v VJ"(T-’U'(I{))@(Q")V.T“!!‘)(Zl'i)), ahol g-ben nem fordul 8 szabadon .
N » - .
sz bdni 0 s () — (v} formuléls mindegyike teljesiil
N 3 gzbdnank arrdl, hogy ez (i) '(\; ’founu ; gyike tel i
epy Tlﬂ\ti?%]:’};l}; ztll?\jl?i%}rdn, azaz igazak. Az (1)— L(v) t!pl;sl]l fo;'g]iu}g}{la;til{gfxék(izn]c{.;zlgziﬁl
T nevezziik jegyeozziik, - minden ponthan végtelen sok 1or : i< fel,
gk nevezzik. Megjegyeozuiik, hogy ming n v L o o o,
i ¢ BT ink van, de ezek esak viges golk tipusba tartozil
By e o L ol seoitstgevel igaz formuldkbél njra igaz formu-
A o elidragokat kerestink, mélyek segitscgoevel 3gaz ikbd! 2 formu-
Ia’llozqﬁ&:}lﬁ.ﬁﬁ;an :dljérﬁsokuts;nindf'nki 61 iser, aki nné‘cem_at}km all f’o]glatxl‘lgog:)lraz)i
zon, 'itiisi vagy Ldvetkeztetdsi szabalyoknak hiviuk #ket, Sok ilyet fe"‘c he ;eédlus~tds%
d ?:e‘v*iink Lettd is elegendd lesz. Az elsd a modus ponens, magyar 1:13\-('1{ a ’t' 2 :ével
.gfabdif‘:; Ha két formuldnk g s ¢~y alald akkor a levaic:jslztaa sza}m)yegigxf :ﬁ%uh;
zabdly. Ha - L T cdidsi 82 “Ha plz) egy for .
caphatjul a g formuldt. A mdsik az dlialdnositdst szadaly. L8
m‘?’éxﬂgﬁ;}ﬁlg sngéiynuk a seglisigével a ayplay) formuldt kapjuk meg. L

Definicib: ’

Legyen adva formulékmak egy 1 halmaza. I'~b’61 tlijrt.éu§ (Zﬁzaﬁc;gci ;;:
vesstl formuldk egy viges o T 0 UG gt formiihd)
g;%ﬁﬁ;z?l?glzngi’ta‘ﬁ%‘ésité?i?]l:ttj'e a %gvélas,zté 'S,Zﬂ])é,ly sepftségével. Egv ¢ for-
mula levezethetd T-b6l, vagy mis szoval & I tétele, ha van olyan q'l,_g].__., A
levezetés T-bal, hogy ¢=g,. Jelhen I'—¢. gt tautolégidnak nevezzitk, nha €
vezethetd az ires halmazbol, azaz =@

Definiciénkban a bizonyitds il ismert foguimat deﬁ'ma}t»uk, tete} 1Lt 115 11173‘:“1;(')??1?5?&
ami bizonvos elfeltevésekbdl, axiomdkbol lopikal szabilyok segitségeve glkay
Egyszert pelda levezetésre kovetkezd:

{g, Yap- - Ve

. I" eleme
A levezeics: ¢=§ @ b6l dltalénositdssal
. %: yag - I eleme .
Ps= Vo g9 s 68 pg-bol lovdlasztdssal
: ?}i'{;ww 7,-b0) altaldnos{tdssal.
s — 1

A I'bél levezethetd formuldk szoros kapesolatban éd]x}etk a I kévetk;z:gi{nyﬁ;%li

Ardnylag konoyti annak o kimutatdse, hog;_‘y ha.k P ?;skqa - gxg ly;g;ﬁtk:zng?zgeis .C)ss 5 Ao
r is, é# h ) kpvetkezménye [-nak, aikor rhe (i) ds. Usszow

25‘2 lxszizlaipalstén?lye%, fx(g:gllr 8 togikal axiémék minden struktiran teljesiilnek, a kévetlezd

tételt kapjuk:
Pétel: Ha I'-q, akkor egyben I’ = - -
Természetszeriileg merill fel az a kérdés, hogy vajon forditva®nem igaz-e 82 allités,
A vilaszaddstisegtti el6 a kovetkezd definfcib. ]
w
Definicid:
I" konzisztens, ha van modellje, azaz ha van olyvan A struktira, hogy

A= T, I ellentmonddstalan, ha nem vezethets le beldle pA o aial]m ion?.gﬁi
- {A ,konzisztens” Bzd magyarra forditva a2t jelenti pgysn,”hagy ellentmo ]
talan”, de két teljesen kiilonbbzd dolgot jelent 8 maternatikaban!1} )
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Példdul minden olyan I' axidmarendszer, amelviknek van maodellje, ellentmondds-
talan. Ha ugyanis I'¢ A =y, akkor erre a modellre az eléz6 tével szerint A=¢ A "¢,
azaz A= ¢ és A =—1¢. De jol tudjuk, hopy ez utdbbi ketis kozil legfeljebl az egrik
teljesiilhet. Ezért az fires axidmarendszer, mrelyik gy csak (1) a logikai axidméakbdél 411,

ellentmondéstalan, hiszen tetszdleges struktira mcdell rd. Vildgos, hopy esak ellent.

monddstalan I'nals lehet modelije.

Tétel: Ha I ellentmonddstalan, akkor van mcdelije, tehit konzisztens,
Ezzel ckvivalens, hogv ha ¢ a J kévethezmeénye (I =g¢), akkoregyben le is
vezethetd I-bél (I —g). a levezetés és a kovetkczmény azonos fegalmak.

A fenti tételt Kurt Giédel német matematikus bizon}‘it‘o.’ctﬂ be eldszdr 1830-ban, és
Godel-féle teljességi tétel néven iemert. (A bizenyitds izen nehéz és honyolult.) A masik, a
fenti tétellel ekvivalens megfcpalmazas a kvetkezd: :

Tétel : Ha ¢ nem vezetbetd le I-bol, akkor I'nak van olyan Il modellje
is. hogv még A'="1¢g.

11 feladat. Bizonyitsuk be, hogy az utolsé két tétel dllitdsal ekvivalensek!
Egv rovid tébldzatban foglaltuk dssze eddigi fogalmainkat. Gidel teljességi tétele
szerint az egy sorban 416 fogalinak azonosak: N

I’ ellentmonddstalan
I'-bél levezsthetd ¢, I'i-¢
¢ tautoldgia, ¢

I' kouzisziens
I’-l_)()! kivetkerik ¢, I'i=¢
¢ igaz, =9

Lassan & végére jutcttunk azoknak a pozitiv eredményeknelk, amelyek igazoljak,
hogy a matematikai nyelv és strukiura fogalmat jol definidltuk. Ki tudtuk unrtatni, hogy
axidmarendszerfink hilen tiikzdzi deszes modellinket. Ezen a kijelentésen azt értjik, hogy
he I' konzisztens, akker I' kévetkezményei é8-a I'-bél levezethetd formuldk megegyeznek.
Tle ezen beliil egyes konkrét modellck viselkedése nagyon kiilénkdzd lehet, ugyanannak a
T axiémerendszernek egves mcdelljéhen ez vagy sz a formula igaz vagy hamis fehet.
Az ilven allitasckat I'-té] firggetlennck nevezriik. Egy I' formula éppen akkor filggetien
Itol, ha {I, ¢} és {F, ¢} egvarsnt elientmenddstalan. Hogy vannak figgetlen allitd-
sok, ez egréltaldn nem nyilvdnvald. .

A természetes szdmok &s a Gidel-féle nem-teljességi tétel

A maiematika egyik leggyakrabban hasznélt axiémarendszerét mutatjuk be, a tor-
mészetes szdmok axiémarendszerét. A természetes szémnok tulajdonsdgait eloszér Peano
probalia megfogalmazni. A matematikai logika, s kiilonteen annak formalizmusa sokat
koszénhet az 6 tevékenységének. Az itt kozolt T axiémarendszer a Peano-féle rendszer
megfelelé vdltozata.

A természetes szdmok nyelve egy darab egyviliozos, két darab kéiviltozds miive-
letjelet tartalmaz: ezek a ’ (a rékdvetkezés jele), illetve a + és a - jelek, (amelyek az
teszeadds, és szorzds szokdsos jelei). Csupgn techmikei okckbdl nem az egy, hanem a
nulla szémot teldntjiik a legkirebb természetes szdmnak, Nyelviink egyetien konstans-
jele fg); a 0. Egyetlen kétvdltozés reléciéjelink az egyenléség = jele. Tehdt L={, +,
‘s T

Axiémdink, tehdt T elemei a kivetkezdl:

(T1) vavyYele=y—~({z=2-~y=32))
(T2) VaVyle=y—+a'=y)

(T3) ¥z (0=2")

(Td) Veyylr'=y ~z=y) .
(T8} Yx(x+0=x)

(16) vavyla+y' ={z+y))

{T7) Yal{z0=0) .
(18} vavyley = (@y)+2)
(19) ¢ 0= (Valg(z) ~p(=')) = Vp(n)).
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. : e b tulaidonsd- 4 P
— idmdl az Osszeadds, szorzds és rékovetkezds jol ismert i ons . »
. fA (Tllzza‘.]("gi) zx(‘T‘gn) ponthan nem eéy axiomét adtunk meg, hanem ve'gteitz}} so,Lvat , (;% ah’qi;‘;l:i?:;:kﬁfl?l‘i‘éﬁikl
e O? - la? minden lshetséaes vdlaszidsdra egyet-egyst. Az ilyen tipusi axidmdkat ,‘\ - hizasudrsa
a Téﬂaszj;zrgzak hivjuk. Az axiomasémdlkra & matematika minden terdletén sziitkedg van. [ L ind;\i -
gﬂr o logikai axiémélk felsoroldsakor haszndltulk dlet. =
§

A (T9) axidmaséms & teljes indukeié dtfogalmazdsa. Szokdsos megfogalmazdsban konstansjel

matematikai nyelv
ez iy hangzik: . ) . ) . ; ’ M; miivelet
& Leo-vgen K o termiszetes szamok egvik tulajdonsdgs. Tegylik fel, hogy d&llltldui- " P; reldcio .
endelleziic ezzel a tulajdonsdgzal és valahdnyszor egy termeszetes szan‘a liin 'el‘ GZ}{ | 7 a struktura miveleteinek szdma
ivele alkor a rakovetkezéje is. Blogor valamennyi természetes szdm rendelkezik a i 7 veldoiiel
)

tulajdonsdaggal.”

o . a struktara relicidinalt a szdma
A i értil < g ] . 4 . . i g
A problémét ebben a mogfogalmazdsban az okozza, mit értiink tulajdensdgon

4 strukture konstansainak a szdme

. . e e S . it () formulds jelent. By n természetes : :’\ Kkifejezésck I’ﬁ\'I(.iitése .
Ming mlng:ﬁ:;%):f ;?11?3fggf;s;i;l;idhxa;ozég}znﬁ(ig}uz, kﬁiénbén nem. Ezek utdn kiny- ‘ 1 a.t]Peagc-"lféie axiémarendszer
szdin rcelz} ik 5 teEjeS indulcié fonti, formalizdit alakja. y ook T i o ‘.&}ltOE»Jel i
nyen adddik 79} pontokban felsorolt axidmék egyiitt adjdk a termégzetes szdimolk ‘,,1 = viltozdjele )

s (T{i)—( ’b) Xhhoz hogy tényleg jogunk legyen ezt a rendszert a természetes mw a veltorok strukt trdfa
SXOMATCTASZENS dszerének nevezni, meg kell mutatni, hogy a T segitségével fel tudjuk ' formuldk halmazs, axiémarendszer
szémok mu;ma,l'enitmetiké,t: be tudjuk I4tni az Osszeadds és szorzds szokésos Baszeliig- g I-bi levezctheté p .
egltgzﬁ 1;&;;51‘11;;&%;'“]; & kitlonbsdget sth. Ezt valéban meg lehet ten.i, de mivel arrra tf{): 1 {47} r f()i?mlff és a 9; Tormula

eselt, 3 1 i I Oon scka a rakoveltsezes jele
l%ekedt\"lnk, hogy & lshetd legksvesebb axiémét kelljen kimondanunk, sz nagy: . @ f

d i a célunk. ) . i )
mm!ﬁ?é;;ﬁgﬁﬁ :zonban o T axiémarendszerre vonatkozd nagyon fontos teteIt,vamlt | vagy

még egyetlen més bonychiltabb rendszerre sem sikeriilé bebizonyitani. a nem

i 4 - ha, ... akkor
Téiel : (Geﬁtm, 1936). A természotes gzémols T axidémarendszerere ellentniondds- | v minde]n K i, nivesatlis kvanton)
‘ ) ‘ 4 | - z ﬁ . H . e .
talan. srigitl spnek a tételnek a fontossigdt, s modellelmélet még egy” tételét N E:"sakkor :ﬁiog yen S(:]Z a]?koi%mszmncmhs kvantor) )
lit,%lzgy ;mg(}sak olyan axiomarendszerekre szoritlrozunlk, .arn‘elyekban viges sok 7 ,
?{:n : 1}3 n ;111 t%djuk dénteni egy tetsz8leges formuldrdl, hogy azidma-e vagy sem. ‘I;Ez ?{z I ' . . e
élggsré: meglepénelk tlinhet, de sajnos vannak olyan dolgok, graiknelk 1étezésérdl tudunle, ey cikkben swerepld fopalmak s titele

de a dolgob mégsem tudfuk teljes egészében megragadni. Igy lehetséges; hogy valaki

¢ Y j 8nteni, mi axiéma é3 mi nem. A-beli kongtans individunmtartomény
1igy adjs meg az a.nﬁ 1 6mf{i;£.ﬁ,}1:; 2y :ﬁgﬁﬁiﬁggfmkben' felépithetd a természetes szd- A-bel rendezett n-es . igaz formula
Ms_;,sodsgo;_ V'l:. os’ hogs;' azelkel a tulajdonségokksl & metematikdban haszndla- A-_rf értelmezett reldeid interpretécio
mok a.gtmetlkdj&m f: fj‘bb},:a ¢go rendelkezil. Az erlitett idt tulajdonsdgnak eleget tevl axiomarendszer kifejesds
tos AXlOMArEncs wésnek hivjuk. Ezekrél ezdl & Gidel-félo nemteljességi téiel ! axiémaséing ) konstansjel
~ axiémarendszert sfisnek hivjuk. J ‘ ] . dltalédnosité szabaly konzisztens
Tdtel: Legyem I’ az L Toen. Jelirt ellent ddatalan, erds bmarendszer. Bkkor ellentmonddstalan kivetkezmény

wvan az L nyelvonek olyan (Cons I')-val jelots fo

ellentmonddsialan, 82 ez a formula fitggetien r-dl, téi_’z,d_t gem (Cons TI),

wezethetd e I-bél.

i is mutat egy figgetlen dllitdsra minden érés' axiéma-
A tetel teh%?zglbglzlt I;é'zldzuiézat nagyoiglyis :ggretnénk eldénteni, hiszen éppen azt

rendszerben. R

rmuldja, ami ezt fejezi ki, hogy a rendszer
sem a tagaddsa nem

fejezi ki, hogy g rendszer ellentmonddstalan,

i3 ikai i i : : iiletének egy

j a matematikai logika egyik legfontosabb részterit -
ugyar?uzsﬁ 3&2?2:@;?%; rividre fogott dtbekintését. A matematikai logika & matematika
ogyik hatdrberiilee, 'sok vonatkozdshan kapesolodik a lo

gikéhoz és a filozofighoz. A

elebrendti nyelv

erds axiémarendszer
értékelés

forniula

Gentzen tétele

Gadel teljességi tétole
Gédel nem-teljességi tétele
mondat

modus ponens

levélasztdsi szabdly
levezetés :
logikai sxiéma
logikai jel
matermnatikal logika
matematikai nyelv
modell o
rendezett par
Russel-féle, antinomia

- L rarul is sok érdekes kényvhoz juthatnal. Hi mfivelet " gtruktira
kérdés _115'_‘“’ érdﬁédék_mag.“ aru i . - . Ury Liszlé o nyeiv ‘ szabad véltozd
,;xh‘ Peano-féle axidmarendszer tétel
o e " reldcid tautoldgia
A cilkben eldforduld jelslisek éa mvzdit_esck I relécidjel véltozdjel

rendezett n-es

. zért formula

& struktirs individuumtartoménya

A t ) K
tetszdleges strulktira : a . N
%}i - ¥ 4 -t,ebszgﬁleges eleme _ . Ajdnloti irodalom:
a4 .+ A rendezett n-eseinek halinaza Eolmdr L.: A matematika alapjai 11. — Szeged, Egyetemi jegyzet.
5 " Y| _egg ﬁlem} . ] Fious, @, : Bevezetés a formélis logikdba — Bp., Gondolat, 1063,
A . - SVez . : . i .
A=r 221'{ modell ua -re, tetszdleges ériékaldsndl W. V. 0. Quine: A ?oglka midszerel — Bp.,ﬁll{mdr‘,m]a}, 1868. ;
A=g : tmode p-re. 7 drodlelds maellott Buzsa I— Urbdn J. : Matematikai logika, a ¥ Uagnézeti neveldsiink természettudo~
U = pla] A modell a_g-re az & érté _ nidnyos alapjai IV, kotetdben. ) ‘
0, ;t,etazélz;glese};%rizin% sszessége : 1966 Varga T.: Matematikai logika (kezdGlmek) — Bp., Tankbnyvkiadé, I. 1962., X1,
& ma &I6 e . . -
ﬁv " g valaha élt emberek Gsszessége _
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