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Analizis 1.

Valés szamsorozatok (monotonitds, korldtossag,
hatarérték)
1. Vizsgélja meg az aldbbi sorozatokat monotonitds szempontjabol:

(sin(1))", (Vn+3—+vn+4), lim,/%, lim ¥2.

n—oo

2. Vizsgdlja meg az aldbbi sorozatokat korldtossdg szempontjabol:

U3+ (-, A=z him G0 im0

3. Szamitsa ki az aldbbi sorozatok hatdrértékeit:
lim 255 lim 342°401In°—3n48 lim (vVn+3—+vn+4), lim0.77..7,

oo 1031 oo 2nt—4n24-512n4-99° 00
; ; 9n+10 ; 2 ; 5 3 ; n n+3
S sntn) s g ek s), g (0w, g (5D s

4.a) Az e = 1077 hibahatédrhoz adjunk meg egy N kiiszobszdmot:

2n?
n2+1 Y

10m+1-320
10149

lim 2 lim

n—oo n—oo

lim n7%, lim

n—oo n—oo

b) A P =107 korldthoz adjunk meg egy N kiiszobszamot:
lim (3.11)", lim 3n®+n), lim 2= lim 255 lim ¢n .

3
n—00 n—00 n—oo 3Vn+2 "’ 10%n 7 n—00

5. A Rendorelv alkalmazdsdval hatdrozza meg az aldbbi hatdrértékeket:
S %) — im /5" —4n i n/2+ o n/8n4on
Vs, g VoA, s e

6. Haszndlja fel a lim (142)" = e¢® eredményt a kovetkezo feladatokban:

lim (252)" 0 lim (35)" . Hm (352)7
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Egyvaltozés fiiggvények

Inverz fiiggvény

1. Vizsgdljuk meg, hogy az aldbbi fiiggvényeknek van-e inverze, és adjuk
meg az inverzfiiggvényt (és annak értelmezési tartoményat is):

Vi-a2®, 1+Vr -2, $#5, £, In(z®-1)aholz € (—o0;-2).

2. Adjuk meg az aldbbi fiiggvények olyan lesziikitését, amely invertdlhato!
Abrazoljuk a fiiggvényt és annak inverzét kozos koordinatarendszerben:

2 1 a1 3 3
20—, L=, 2> Vo2’ 24vz 2"

Osszetett fiiggvény
1. Adjuk megaz fog, gof, fof é gog fiiggvényeket:

fa)=a? & gl)=r-1, fl)=vE & g)=at i1,
@)= i 65 gla) = sin(a)

f(x)=exp(42®—1) ze€[-1;3] & glx)=1-2z =z€|0;2]
fl)=1—2% z€[0;1] és g(x)= tg“f%;%[(x)

f(z) =cos(x) és g(x)= arcsin(z) ,

f(x) =sin(x) és g(z) = arccos(z) .

Hatarérték, folytonossag

1. Az alédbbi példdkban a felirt hatarérték ellenérzéséhez keressiik meg az
a hely megfelel$ (dltaldnositott) kérnyezetét (a lim definiciéja alapjan):

a) linq z(r —3) = -2 e =3, 0.5, 0.01,

b) lim %t =4 =3, 0.1, 0.001,

z—d VT
c) ;@)ﬁ@ = o0 K =-9, —49, —100,
d) Jlim 5 =400 K =10, 50, 100,
e) lim 3%=1 ¢=1, 025 001,

T——00

f)  lim #2—0  £=1, 005 001,

T—+00



g) lim (z—2?)=-00 K = -8, —18, —5000 ,

Tr—-+00

h) lim vx? —2x = 400 K =10, 20, 100 .

T——00

2. Hatdrozzuk meg a kovetkezo fiiggvények hatarértékét az adott helyeken!

_ - 2225243 _ o
91613(11 —xQ i a=1, 2, —o0,+00, hm i e a=0,1,—o00,+00,
. 2T _5VT
glcllr,l; 3\/2 a=0+, 1, +o0.

3. Hatdrozzuk meg a kovetkez6 hatarértékeket:

. _ . 2_ a2 _ . NN
lim £=2 lim —&=%_ lim Zi4e’—de—d 5 2?-9 lim
70 34+ ) 243242 o1 3 —2x2—x+2 13 VT~ V3 p—o— Vd—a2’

. 31 . 1 1 .

lim ¥ZE Iim ( — — —== lim 22420 — a2 -1
o2 VE+6—2 3 \ =3 (z—3)2 ZT—--00 (\/ + \/ ) ’

lim (z+ V1 - 1?) lim z (Va2 +1—2), lims22 iy sied
T——00 r——+00 z—0 T z—0 sin 3
lim === lim xsin X lim ‘&% lim 22 ctg 2x , lim %7

sin x ) rx—1 7
T—T r—00 r—0 x—0 r—1

: tg 2 2 . _ . 1—+/ .

lim —azfngzm ;o lim =2 lim 1=cosz lim —2;20 2z lim 2%
x—0 x—0 x—0 x—0 x—>5 2

. 2T . cosx __ . 1 1 2 . 1 . xr
lim <=L lim © 1 lim 2@t lim 2ees®) iy ()",
z—0 z ZE‘)% cos r—0 z x—0 B r—+00 z+

lm (237 dm (224)° Im (14207, lm (3+1)7,

x—~+o0 T z—0 z—0 z——+00
. 2z+1\7 . sinzx . sin? 2x2_7r T
lim (—) , lim =& lim cosz - —25=, lim —— |
T—~+00 z T—+oo T % +z 20 54250 7
1
lim /2% + 7 lim 2?2432z -1 lim (10 — Inz)b= .
z——+00 T—-+00 r—0+

4. Ellenorizziik az aldbbi fiiggvények folytonossdgat, az adott € értékhez
keressiik az xy hely megfeleld kornyezetét:

f(x) = 2* 79 =0.1 £=0.2, 0.01, 0.001,
g(x) =L  x2g=2 £=0.1, 0.05, 0.01.

r—1

5. Hol folytonosak az aldbbi fiiggvények:

1
el _ J asing hax#0
f(x)_x2+1 LUER, f(x)_{ O haa::O ’



53111 ha x # —1 f(x) = 7?2 haxreQ
3 hax=-1" 1] 0 hazeR~Q

6. Hogyan vdlasszuk meg c értékét, hogy az aldbbi fiiggvények folytonosak
legyenek az xy pontban?

) =" haz#0 _
f(m)—{ ¢ hax=0" =0,
=2 haze€0;1]
fy 17\/5 ! :1
/(@) { c-x+1 hax€]l;4+oo] ’ o ’

f<x)_{x2+c ha z €] — 00; 0] 0= 0.

tgﬁi ha z € [0; 7] ’
7. Igazoljuk, hogy az egyenletnek van megolddsa az adott intervallumban:
r+1=tgze rel0; 5],

=25+ +10=0  z€]—o0;+oo.

H#HH4H4 - - - Elemi fiiggvények
A4

Differencialszamitas

Alapok

1. Az zo pontokban adjuk meg az adott fiiggvényhez a differencia-
(kilonbségi-) hdnyadost és annak limeszeként a derivaltat (differencidlhdnya-
dost):

f(l’):l‘z, x0:_2727 g(@:% 130:8,0,

h(zx) =lnz  zo=1, e

2. Differencidlhaté-e az adott fiiggvény az adott xg pontban:
fl@)=lz[  x=0,1, g(z) =V1—a® 29 =1

2 i1
h(:l:):{ r®sin~ haz #0

0 haz=0 "’ T =0,



() = 22 hax<2 o=
JWE=Y 2241 hazr>2 0

_J o haz e Q B
k<x)_{x2 haz e R\ Q T =0, 7.

3. Allapitsa meg, hol derivalhatéak az alabbi fiiggvények, és ott adja meg
derivaltfiiggvényeikett (”formalis” derivéltjukat):

. : 49,2 3_ 1—
\3,/5_1081nx+arcszlnm+ﬁ, 4422241 -z 1 VT

x2—5z+5 ? Jz 2z 1++/z ?
. . 2_ 3/ .
sin?z + sinz? + 2% | In|z|, Ver —2rtm Vsin® o + 5
2 5tg 5+4 1 P 1 cosx e’ arctg \/z 2, 3zt 4 3)2
5 arctg — , 5 Intg 5 2sin?z ' In(i—lnz) ° T P (23)".

A derivalt geometriai és fizikai jelentése, alkalmazdasai
1. Trja fel az alabbi fiiggvények adott pontbeli érintéjének egyenletét:
flx) =22 — 2 +5x+2, P(7;4496) ,

glx) =arctg(z) , =1, h(z)=11s

2. Huzzon érintét az alabbi fiiggvényekhez az adott kiilsé6 pontbdl:

Yy = \/E ) Q(—l,()) , y=e’, Q(_LO) ) Yy = lg(ib’) ) Q(07 _2) :

3. Keresse meg az aldbbi fiiggvények adott meredekségii érintoit:
fz) =223 +b22+62—-8, m=2, g(x) =tg(x), m=3,
h(z) = arctg(z), m=1/3.
4. Szamitsa ki az aldbbi gorbék hajlasszogeét (érintéik szogét) a gorbék
metszéspontjaban.
f(x) =223 +522+62—8 & g(x)=22%— T2 — 4z,
Fla)=E2 6 ga)=T-%.

1-3x



L’Hospital szabalyok

Szamitsuk ki az aldbbi hatdrértékeket L’Hospital szabdlyainak alkalmaz&dsé-
val:

. 1 . 2— 1 . x . 1 h .
hm@ . lim Tmarde@) gy el iy Bh@) iy <i2 — %),
x—1 ¥~ T—00 € x—o0 T T—00 z z—0 \ T sin(z)
lim (l - 1), lim z-e*, lim x-e¥*, limz-In(z), limz-In*(2),
x—0+0 ¥ e T——00 z—0+0 z—0 z—0
. . P . H . .
lim 2%, lim z1-+ | lim 2@ lim #'/* ,  lim ch(x)Y/*
z—0+0 z—0+0 z—0+0 T—00 T—00

1i 1— In(x) 1 148 x li 1 & 322 1/z2? I; . tg(x).
Jim (1) Tim (14 2)7, lim (14 327) , dim (sin2))

Részletes fiiggvényvizsgalat

Részletesen vizsgdljuk meg és vazoljuk a kovetkezo fiiggvényeket:

5 9.2 Q.2 4 3, 48 L _z+l 241 223
x> =3z, T-—-8x "+, x*+>, 8 @)? 0 a1 ez
3/ 3 3 2 T T 1w —64+-5x—a2
-1, 2zr-14{/(z+2)", =, mo €, ¢ ,
w?Inz, zln(e+1), 2sinz+sin2z, 1-sin’z—3cosz,
l4+z—cos’r, —=— , arccos=, e 7,

Szoveges szélsOértékszamitas

1. Melyik a legnagyobb teriiletii téglalap, aminek a keriilete 100m ?

2. Egy 10cm x 20 cm méretti téglalap alaki lemezbdl akarunk a lehetd
legnagyobb térfogati feliil nyitott téglatest alaki dobozt késziteni, a sarkok-
bdl torténd négy egybevagd négyzet kivagasa utdn, az oldalak felhajtdsaval.
Mekkora legyen a kivagott négyzetek oldala?

3. Milyen magas és milyen atméréji legyen az a 1001 térfogati henger
alaku tartdly, melynek felszine a legkisebb?

4. Honnan kell kapura l6nie a labdarigé pélya szélén lévo jatékosnak,
hogy a kapu eltaldldsa a legkonnyebb legyen, vagyis ahonnan legnagyobb
szogben latja a 7.23 m széles gélvonalat, ami az oldalvonaltél 20 m tavolsagra
van.

5. Hogyan juthat a medence szélén 4116 tiszémester legrovidebb ido alatt a
bajbajutotthoz, ha az t6le (a medence szélén mérve) 23 m tavolsagra ugrott



a vizbe, és mar a medence szélétél 8 m tdvolsdgra van? Az dszémester a
parton 2™ sebességgel szalad, a vizben 0.7 sebességgel tszik.
S S

Taylor- polinomok

1. Irjafel az f(z) fiiggvény zo pont koriili n -edrendii Taylor- ill. McLaurin-
polinomjat és a hozza tartozé (Lagrange-féle) hibatagot:

a;)) f(z)=32° =522 +Te+2, z20=2, n=3il. n=6,
a) f(x)=32° =522 +Tx+2, z2g=0, n=3il. n=6,
b) f(z)=e", z=0, n=T,
c) f(e)=lhzx, z=1, n=T7,
d) f(x)=arctg(x), 20=0, n=4,
2. Szémitsuk ki az aldbbi szdmok kozelito értékét egy megfeleld fiiggvény

érintdje majd masodrendii Taylor-polinomja (=érinté parabola) segitségével,
és becsiiljiik meg mindkét esetben a hibat:

In(1,1), sin(0,1574) | /35, arctg(0,9) .
A keresett értékeket szamolégéppel is széamoljuk ki, és hasonlitsuk Ossze a
fenti kozelitéssel!

3. Szamitsuk ki az aldbbi szdmok kozelito értékét a megadott pontossdg-
gal:
a) In(1,5), e=107%,
b) cos(0,6"), =105,
c) V39, e=1073.

Primitiv fliggvények

1. Szamitsa ki az aldbbi alapintegrélokat:
f(3x3+4x2—7x+§+%——)dx ﬁdm, fde,
i Q/Q?dm [@2+2)de, [exp(2z+9)dr, [(0.9)" “dx,
[sin(2 = 3z)dz , [ Wl(?x)d:c . f Sm(%dx [ tizda

2. Elozetes atalakitdasok utdn szamitsa ki az aldbbi integralokat:
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/ 3,.0.2 _
f %dl‘ ) f QZ\S/lid:B , f 42”42z {)’/::;56—’—2 4/9[»’dx ’ f 4;32_|_1d$ 7
[ mde, izﬂdl' 22dr, [ cos*(x)dx

Txz-2%

[sin?(2 +3z)dz , [sin(z)cos(x)dz , [ch*(x)dx, [ sh*(x)dx

3. Szamitsa ki az adott pontban eltiiné primitiv fiiggvényeket:

[ V2 de, [ _sin(2e—1)dz, [ ,(2z+ 8)*" du .

4. Hasznélja a parcidlis integralds szabalyat:
[asin(3z)dzr , [ (z+2)exp(—x)dz, [(z+2)° 2z —3)dz,
[ (2 + 52 — 2)cos(Tx)dx , [ (2 + bx) sh(2x)dx , [a2?-2%dx,
[x-arctg(x)dx , [ (2®*+z)In(z)de, [In(z)dz, [arctg(z)dz
[arcsin(z)dz , [In*(x)dr, [xe"dx, [e *sin(3x)dxr,
[sin(2z) cos(z/2)dx ,  [sin(z +2)sin(3z — 1)dz , [e*t2. 27"z .

5. Haszndlja az I. tipusi helyettesités specidlis eseteit:

[ gy ‘”ﬁ—i(fda: [sin(z) cos(z)dx , [ —— xln(x I
z— arctg?(x)
3126_5f+1dx ’ ftg(x)d:v f ﬁ(\}im)dx ’ f H—gx2 dx

x

| asepde s [ (6 +9) Va2 + 3z —1dr,  [sin(x)\/cos(z)dz ,
[sin?(z)cos(z)dz ,  [sin*(x)dw, [cos(w)dw, [ EEdr .

cos’ (z

6. Haszndlja az I. tipusu helyettesités dltaldnos alakjat:

sin(+/z in(z z
[zexp(a?)dz, [ %dm , 1—Scog2(z) de, [ ,/OC;S(sm(:c

[ Woremalll f mdx . Sui(/l/f dv, [5°@sin(z)dx ,

f€f+2da;, / (1+a:2 Traedr fm\/li-Tzd:C

7.Hasznéljon II. tipusu helyettesitést:

1+ewdx . ch}m dx | j\/ﬁdm . fﬂdx . mdx
f\/Tda: f1+\/7d:c [V1—22dz, [V4-2%dz,
f\/ﬂdx, j\/ﬁdm, f\/mm:
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Parcidlis tortek és racionalis tortfiiggvények

1. Bontsa fel az aldbbi torteket egy valddi tort és egy polinom Osszegére
(ahol kell, végezzen polinomosztést):

z443z—6 23 —Tx 3z 22244 2541 x4+22243 323 —22244
r24x—2 z4-3 r2—8x+15 * 25-3x 7 z+1 ) r2—8x+15 °

2. Irja fel az alabbi tortek racionalis tort alakjst, a konstansok kiszamitésa
nélkiil:

382412 x4 +522+3 22 +8x+42
(x—1)2(x24+4249) ° (a+7)(224+524+7)2 7 (2—1)3(22+42+9)% (z+7) (22 +5)

3. Bontsa fel az aldbbi torteket parcidlis tortekre:

1 46 3x+2 z2—1 T T
k-(k+1) *  22+z—2 °  (a242z+5)(z+1) ’ 234222 7 (1-22)2 °  (a—1)°
23 2245 1 32322244
(2+1)2 7 21-16 ° (1—z2)(1—23) > x2—8z+15

4. Szémitsa ki az aldbbi alaptipusokat:

5 8 _7 4 3 5
f3 dx f (1+233)3d$ f (1—2z )2d$ 1+m2dx 4+3:2dx f x2+2x+2d$

—6 8 4z+2 3a+4
f12+4z+7dm f:r2+7m+13 / 2x2+5x+7d‘r / Trede e

5. Parcidlis tortekre bontds utdn szamitsa ki az aldabbi hatdrozatlan integ
ralokat:

r+6 3z+2 1
fm x—l—l)dl’ IIQ—HU 2d{E f (m2+22+5)(:p+1)d$’ f:r3+21"2dx’

T T z3 x“4+5 1
/ (1—2;1:)2d$’ J (J;_1)3d$7 S (x2+1)2dxv o +16d35 / T

Hatarozott (Riemann-féle) integrdl és alkalmazdsai

1. Szdmitsuk ki az aldbbi hatdrozott integrdlokat a definici6 alapjan
(integralkozelité osszegek segitségével):

fol xdr fol 2% dx .

2. Szamitsuk ki az aldbbi integrdlokat a Newton-Leibniz szabdly segit-
ségével:
2

2 1 3 5
[sin, [——=dz, [l|zlde, [|2®—2|de, [|2®+ 22— 3|dz.
0 1 -2 -2 -5

3. Keressiik meg az alabbi fiiggvények integrilfiiggvényét a megadott in-
tervallumon:
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f@)=10—-2z, -1<2<12, gz)=2>+z, —2<z<1,
3t ha —-3<z<2
f(:c):{_1 ha scm<p o 35T<5,
0 ha =<0
f(iU)Z{)\em ha z>0 0 LER, Ae R adott,
x ha =z €[0,1]
fx)=4 (x—1?% ha 2z€(1,2] , reRY
2 ha z>2

f(z)=|cos(x)], 0<x.

4. Szamitsa ki az aldbbi fiiggvénygorbék ”alatti” teriiletet:

y=+vzr, 0<x<3, y=sin(z), -—-7n/2<z<m7/2,
y=vr2—a?2, —r<z<r, y:rlxz, —-3<zx<3,

5. Szamitsa ki az aldbbi fiiggvénygorbék és az x tengely kézotti teriiletet:
y=a2*-2r -3, y=a'—22, y=sin’(z).

6. Széamitsa ki az aldbbi fliggvénygorbék és a két koordindtatengely
kozotti teriiletet:

y=25—2r, y:3+ﬁ, y:ﬁ.

7. Szémitsa ki az aldabbi y = f(z) és y = g(x) fiiggvénygorbék kizotti
teriiletet:
flx)y=a2?ésg(x)=3x+4, flr)=2>+2r—4¢sg(x)=—2?/2+2x+2,
fl@)=2esgla)=5-a, f(r)=xésglz)=a/3+1/2,
fo) =TT T es o) = VBT

8. Szamitsa ki az aldbbi gorbedarabok {vhosszait:
y=ch(z), 2<x<2, y=+vVr3, 1<2<2,
y=22,2<x<3, y=vR:—22, —-R<z<R,
y=¢e",-1<z<2, y=hh(z), 1<z<2.

9. Szamitsuk ki az aldbbi fiiggvénygorbék x tengely koriili forgatdsakor
kapott testek térfogatédt:

y=sin(z),0<z <7, y=cx+d,0<z<m,
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10. Szémitsa ki az aldbbi fiiggvénygorbék x tengely koriili megforgatédsa-
val kapott feliiletek felszinét:

csonkakip: y=c-z, K<< K+ M ahol 0<K,
az r és R sugaru korokkel hatdarolt, M magassdgu csonkakup,
katenoid: y = ch(z) ,2 <z <3,

parabolatiikor: y =c\/x , a <z <b,

Lo3 a<zx<b.

3 b
Improprius integralok

Szamitsuk ki az aldbbi improprius integralokat (vizsgaljuk meg el6tte az
integrandus értelmezési tartoményat!):

0 dr 0 dx 0 i1 oo . o Ing 0 z

o 22 fs (z—1)(z—2) ° I e [eosin, [ Bz, [0 57 da,
0 —x oo sin(x) 0 dx 0 1 1 1

fO re dx ) fO 1+cos?(x) dx ’ f—oo 4z2+4x+2 0 f—oo ch ? fO \/1—xd$ ’
1 e 1 1 In(x) 3 da 3 da 3 dz

fo In, ff z-ln(w)dx ’ fo o 2220 Jo2Fz o J-22274x13 -

Sorok

0. Az aldbbi sorokndl ellenérizziik a konvergencia “a, — 07 sziik-
séges feltételét, és ez alapjan mondjunk véleményt a sor lehetséges konver-
gencigjarol:

0", Y2r, Y2, Y& Y (-1 0T,
n=1 n=1 n=1

n=0

o0

1

3
I

o0}

00
1 1 1
n’ Z In(n) Z nn(n) °
n=2 n=2

13

(—1)™- 0.1+

0 n

8

1

S
I

1. Irjuk fel az aldbbi sorok M -edik részletosszegét, és ez alapjan vizs-
galjuk meg a sor konvergencigjat, adjuk meg Gsszegét:

I ) Z (_1)n ) Z 2" ) Z 27" ) Z (‘1)714;—13 )
=0 n=0 n=0 n=0

n— n=0



[e.e]

S, Xlmmtee), X (VaFl-ve-1),
n=0 n=0 n=1

00 00 00 o0
1

1 1
> (\/n +2-2vn+1+ \/ﬁ) ) n;l n(nt3) ’ n;o Bn—2)(3n+1) ° HZ:O 21

n=0

2. Melyek konvergensek az aldbbi sorok koziil?

[eS) [eS) o)
1 1 2n+1 1 3
2T 2 EEE . 2 w0 2 0 2w
n=1 n=0 n=1 n=2 n=2

00 1 00 1 00 1 00 1 00 o

Z 2 ) Z 210 Z Vno Z /N2 ’ 3npn 9

n=1" i n=0 " n=1 (\/ﬁ) n=0 " + n=0 +

i 1 3n_5 nl0 i 1+\/ﬁ 2n 10107
3n_on Z on ’ 107 Z n ) Z nl

n=1 n= n=0 n=1 n=0

00 0 0 0

S L 1 (8 )sn,ﬁ s (n)? S
n! >’ V! 3n—2 ’ (2n)! n!l

n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

n=0 n=0 n=1 n=0
>~ o) n o) 1 %) 00 .
n n . s s
3n E (2n+1) ) Z arcsin (ﬁ) ) Z Sln(%) ) Z " (nt1) °
n=0 n=0 n=1 n=1 n=1
o 5nt3 o 8n241 . o 37p2 = 1
n n n n
SEa, Yaw, Tz, S
n=0 n=1 n=0 n=1 n=1
% 1 o 2m - n! = 3n+13\7 o= sin?(n)
Z n-Yn nl Z o Z (4n+14) ’ Z n2+1
n=1 n=0 n=1 n=0 n=0

3. Adjuk meg az aldbbi osszegeket kettd tizedesjegy pontossdggal:

= (=1)" S n nit3 =~ (~1)" = (—1)" - n p?
n;lT ) n;l (_1) nz——:—_Qn ) n;O 2n—11 n;ﬂ 2n)! n;() (_1) om *

4. Vizsgaljuk meg, hogy az aldbbi sorok konvergensek-e, abszolit- ill.
feltételesen konvergensek-e:

Z (77?” ) Z (;IS)n I
n=1 n=1

18

(-1)" = n_n =~ (=1)"
N/ Z (_1) 1+n2 722 In(n) *

n=1 n=0

5. A megadott paraméterek mely értékeire konvergensek az aldbbi sorok:

So S e SE), Se)”, S o
Z ¢L3(+1112)+33 ’ Z (_1)n (I;S) ’ Z tgn(x) ’ Z n-a", Z i_: ’

n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
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Analizis 11.

### n-dimenziés euklideszi-tér (R")

Yt 1.
D:\ Apu\SkMuvek\ VeOktat-Mat+zh-354Mb\ Analizis\ Feladat-sorok\ Ajanlott2felev(GrJ)\

feladat2.jpg , feladat3.jpg ,

Tobbvaltozés fiiggvény hatarértéke, folytonossaga

1. Mely pontokban folytonosak az aldbbi f :R? — R fiiggvények?
cos(3z —y?), sgn(z+y), (r+vy) -sgn(z+y).

2. Folytonosak-e az origéban az aldbbi f :R? — R fiiggvények?

2

_ A ha (@) £0,00 ] s ha (2,y) #(0,0)
fl(‘”’y)_{ 0" ha (r,y) = (0.0 ’y)_{ 0" ha (z.y) = (0,0)

W haz?4y>>0 ol ha g2 42 >0
— x24y? — \ T2 +y?
fS(JU,y) { O ha $2 + y2 — O f4(ﬂf,y) O ha $2 _|_ y2 _ 0

3. Szémitsuk ki az aldbbi hatdrértékeket:

2_,2 2442
I P lim &°=¥ lim & | z
@) om0 ®)-sin (3) an v a7V (o) Ve

. 2 .
lim lim L

z i (L _ i) _
0,0) Va2+y® T (0,0) Y’ (é%l) @2 y?
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Tobbvaltozés fiiggvények differencidlhatésaga

Parcidlis differencidlhanyadosok

1. Hatérozza meg az alédbbi parcidlis differencidlhdnyadosokat (derivél-
takat) és adja meg értelmezési tartoményukat is:

d.3,4 8.3 d d d

22LY a—ymy ,35 3yt %m-ln(y), a—yx-ln(y),gm-ln(y),
Oy Oy 0.y

P nA g

2. Hatdrozza meg az aldbbi fiiggvények osszes valtozé szerinti parcidlis
differencidlhdnyados fiiggvényeit és adja meg azok értelmezési tartoményait:

flz,y,2) =2 +x-y*+32°,

g(z,y) = Bzy? + 23y)\/2y — sin(x) + 5y - 3274 |

h(z,y) = —= h(z,y) = —2L

3. Adjuk meg a parcidlis deriviltak értékét az adott helyeken!
a) f(:v,y) r:2$2+y—“—5+ﬂ (x=0,y#0),

5 f(12), 5 f(1,2), £./(0,—4) , 5,/(0,—4) ,

b) f(x, y,z)zzéi (x,z€R, y#0),
5:0(0,1,2) , 52 f(1,2,0) , £ f(1,1,0)

ha 22 + 3% > 0

haz?4+y2=0 ' 5:£(0,0), ££(0,1) , £ f(1,2) .

) fa) ~{ T

4. Adja meg a 2. feladatban szerepld fiiggvények (6sszes véltozé szerinti)
legfeljebb harmadrendii parcidlis differencidlhdnyados fiiggvényeit!

5. Adjuk meg az aldbbi parcidlis derivalt fiiggvényeket:

2 2
a) f(r,y) =2y +v*  Eaf . ol Zaf,

2
b) f('ru Y, Z) = 2‘7:23/ - 33/22 + 1Yz Wayf ) % ) 83:8y8zf ) xzayf )

83
C) f(ﬂf,y) =Y d;z:(?yf’ ayaxf: d;r28yf’ axayaxf-

6. Szdamitsuk ki a kovetkezo parcidlis derivdltak értékét a megadott
helyen:
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a) f(ZE y) = iiz ax2f(0 O) axayfu 1) 5_;2f (272) )

Y 22 4y >0
b) f(:r,y)Z{ T 2aar—o0

a5y [(0,0) ;555 £(0,0) .

7. Igazolja: ha f(x,y) =In (2?4 y?) akkor % + giy/; =0.
Teljes (totdlis) differencidlhdnyados (gradiens)

1. Vizsgilja meg, hogy az alabbi fiiggvényeknek létezik-e az adott pont-
ban gradiensvektora, majd szdmitsa is ki a gradiensvektort!

fl(x y):$2_xy+y27 P1(172)7P2(070)7P3(071)7

(v,y) =2* +y* =3zy,  Pi(1,2), P(0,0), P3(0,1),
fa(z,y) =y -sin*z + 2 - cos?y , Pi(5,%) , P(0,0) , P3(0,7) ,
falz,y) = (1+2),  P(1,2), P(3,0), P5(3,1)
fs(z,y) = Bay? + 2%y)/2y —sin(z) +y- €34, P(2,57%)
fo(z,y,2) =22 +9* + 2%, Pi(1,2,3) , P,(0,0,0) , P5(0,1,2),
fo@,y,2) =22+ y2+ 22, Pi(1,2,3), P(0,0,0) , P3(0,1,2),
fs(z,y,2) = \/$2Ty P(3,4,5) .

A differencidlhanyadosok alkalmazasai

Iranymenti differencidlhanyados

1. Adja meg az f fiiggvény irdnymenti derivaltjit az a pontban a v
vektor illetve a szog irdnydban! (Ellendrizze, hogy v egységre normalt-e,
amennyiben nem, igy normaélja!)

fl(x7 y) - €x2+y2 9 a - (_172) ) y: (%ﬁ’%) )
f2($7y,2) :ZSID([E+y) a= (%7%a1) v
fs(z,y) = In(x + y) a=(1,1), a=30°,

z|y| 2 2
f4(x,y)={ V@2 +y? vy =0 ) CL:(O,O)7 U:(l,\/g)

0  2°4+y*=0
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2. Adjuk meg az flx,y) = 2 =222y + x> +1 fiiggvény P(1,2)
pontbeli, Q(4,6) pont irdnydba vett irdnymenti derivaltjat!

3. Milyen irdnyban valtozik "legjobban" az flz,y) = 22 +4y? fiiggvény
a P(2,1) pontban?

Szélsdértékszamitas

1. Hol lehet szélstértéke az alabbi fiiggvényeknek?

flo,y,2) =22 +2zy — 20+ 29> — 2y + 22 + 1,

g(z,y) = ev v h(z,y) =sinz +cosy+z —y .

2. Hatédrozza meg az aldbbi fiiggvények helyi (lokdlis) széls6érték helyeit
és azok értékeit:
flx,y) = 23 +y* + 3zy g(z,y) = 32 + y* + 22y — 3z,
h(z,y) =22 +y' —2® —2¢%,  j(z,y) = 2" +y' — 22% + doy — 29,
k(z,y) =zy/1—22—y* (P +y° <1),

2,2
74y 1—z+y

lz,y) =mwe™ =, m(x,y) = e

Erintosik

Adja meg a "gradiensvektor" alfejezetben taldlhaté (kétvaltozos) fiig-
gvények érintosikjainak egyenletét a megadott pontokban.

#### Egyenletmegoldds, kozelitd szamitasok

iiiaia
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Osszetett fiiggvény derivaldsa (tobbvaltozos lancszabaly)

1. Adja meg az aldbbi tsszetett fiiggvények teljes derivaltja (gradiensvek-
torat):

fl(l',y,Z):I'y'Z&hOl .CL'(U,U):U,—{—U, y(U,U):U—'U, Z(U,U)Z
sinu ,

fa(z,y) = § ahol z(t)=1Int, yt)=c¢e",
fs(z,y) = e +v" ahol z(r,p) =rcos¢ , y(r,¢)=rsing .

2. Adjuk meg az f(z(u,v),y(u,v)) osszetett fiiggvény gradiensét
az a pontban, ha

a) flr,y)=2>+ay, a=(1,2), 2(1,2)=3, y(1,2)=4,
gradz(1,2) = (=1,0) grady(1,2) = (v/2,10) ,
b) a:(_lv\/ﬁ)7 %f(—l,l):?), a%/ (_171>:27

w(u,v) =u? —v?,  ylu,v) = —2%.

Kettos integral

### Definicié
H#HH#

Integralas normaltartomanyon

1.) Szdmitsuk ki az aldbbi szukcessziv (ismételt) integrélokat:
7 /5 2 /9
a) f(fx2+y3dx>dy, f(fx5y3dy>dx,
3 \1 1 \3B
v

b) [[f ahol f(z,y)=
H
pontok dltal hatarolt téglalap.

c) [ [ (22% + 3zy +4y?) dady .
[1,2]x [0,3]

és Haz A(2,3), B(2,5),C(6,5), D(6,3)



22

b v(z)
2.) Szdmitsa ki az aldbbi [ [ f(z,y)dydz integralokat, ahol

a u(x)

a) u(z)=2>-2r—4,v(r)=322+8z, f(xv,y) = 32° + 8y> — zy ,
a=—6,b=38§,

b) wu(z)=2+zx—4,v(x) =32 +8, f(z,y) =2 +zy,a=3,0=09.

3.) Szdmitsa ki az aldbbi [ [ f integrélokat, ahol a H tartomdnyt alulrdl és
feliilrél a g és h fﬁggvényggrbék hatdaroljak:

a) fay)=v+y, g@)=a"+2, h(z)=4—a

b) flzy)=2y, g(x)=2>, hx)=v+2,

c) flz,y) =ycos(x), g¢g(r)=sin(z), h(z)=2sin(z), 0<zx<m.

4.) Szémitsa ki az aldbbi [ [ f integrdlokat. Minden esetben rajzolja fel
H

a H tartomdnyt is. Ahol lehet, szdmitsa ki az integrdlt mind fiiggdlegesen,
mind vizszintesen is.

a) f(xr,y)=2+y+1, H-tazuz-tengely, y-tengely és az z+2y =1
egyenes hataroljak,

b) fle.y) =VI—® & H—{(y):ie<y<1,0<z<1},

c) f(x,y)==zy és H akoordindtatengelyek és az y = 1 — = egyenes

altal bezart korlatos halmaz,

d) f(z,y)=2*+y>, H = ABCA = az A(3,2), B(5,8) ¢s C(9,4)
pontok dltal meghatdrozott haromszog.

e) f(z,y)=yxr é H = az (1,0) kozepli egységsugari kor = tengely
feletti fele,

f1) flx,y) =y és H = origé kozepii egységsugari kor 1. stknegyedbe
es6 negyede,

£) flr,y) = 1422y és Haz y=+r, y=2r—1ész =0
gorbék dltal hatarolt korldtos halmaz.

f3) flx,y) =2e¥ & H-tazax=0,y=0,y=2¢éy=4—2x
egyenesek hataroljak,

5.) Adja meg a H tartoményt az aldbbi feladatokban:
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3 dax—a? V3/2 1—y2
a) [ [ flzy) dyde, b) [ [ f(z,y)dady ,
11 V2 12
2 1+/1-y
o [ [ [f(xy)dxdy,
0 y

6.) Cserélje fel az integralas sorrendjét (azaz vizszintes és fiiggbleges irdnyat)
az aldbbi feladatokban:

1.5 3-y/2 11 3 4zr—a?
a) { E[f(rzay)clawly, Offf(:c,y)dxdy, 1f {f(w)dydx,

1—y V3/2 \/1-y?
[ fleydedy, [ [ [f(z,y)dedy,
—\/1—y2 —/3/2 Y

b) az 5) feladatban szerepld integrélokban.

]

7.) Szamitsa ki az aldbbi [ [ f integralt:
H

a) f(z,y)=e", H-tazax-tengely, azy = x és az © = 1 egyenesek
hataroljak.

Integraltranszformacick

1) Szémitsuk ki az alébbi [ [ f integralokat poldrtranszformécio segitségével,
H

ahol:

a) f(z,y)=y és H = origé kozepii egységsugaru kor 1. siknegyedbe
esO negyede,

b) f(z,y) =yx és H = az (1,0) kozepli egységsugari kor = tengely
feletti fele,

c1) flz,y)=+/22+y? & H={(z,y): 2> +y* <1, y> -z},
c2) flry)=In(Q+22+y*) és H={(z,y):1<a?+y> <4},

) fwy)=at=2wy & H={(,y):1<2°+y* <4, Po<y< Vi),
d) f(z,y)=3x+y és Hz{(m,y):%—i—%gl},

2.) Szémitsuk ki az aldbbi [ [ f integrdlokat linedris transzformdcié segit-
i}

ségével, ahol:
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a) f(r,y) = 2> —y*> é H = az A(0,0), B(3,1), C(5,4), D(2,3)

pontok dltal meghatédrozott paralelogramma,

b) f(z,y) =2y ¢é H = az A(0,0), B(1,2), C(1,3), D(2,1) pontok

altal meghatdrozott paralelogramma,
c) flz,y) =zxz+y é H =az A(-2,0), B(0,3), C(2,0), D(0,-3)
pontok dltal meghatédrozott paralelogramma,
3.*) Szamitsuk ki az aldbbi [ [ f integrdlokat egyéb transzforméci6 segit-
H

ségével, ahol:

|=

a) f(r,y)=y/x, H=a y= L y=xés y=22

gorbék altal meghatérozott korlatos sikrés

Y=

N 8

Y

b) fley) =1, H—w y=a’/2, y=27, y=te y=1
gorbék dltal meghatéarozott korlatos sikrész.

Ko6z6nséges differencidlegyenletek

### Alapfogalmak

H44+ .. Ertelmezési tartoményt is !!!

Szétvalaszthato valtozaéja (szepardlhaté) differencidlegyen-
letek

Oldja meg az alédbbi differencidlegyenleteket! Adja meg a megoldéds értelmezési
tartomanyét is!

a)y(v) = A, y0)=1,
b) y'(r) = i, y(0)=1,
o) y(z) =, y()=1,
d) y'(z) =4-Yylx), y1)=3,
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Elsérendii lineéaris differencidlegyenletek

Oldja meg az aldbbi differencidlegyenleteket! Adja meg a megoldds értelmezési
tartomény&t is!

a) y(x)+2y(x)=e*, y0)=0,
b) y'(z)+2z-y(x)=22, y0)=0,

Madsodrendii linearis differencidlegyenletek

Oldja meg az aldbbi differencidlegyenleteket! Adja meg a megoldds értelmezési
tartomdanyat is!

a) y'(r) —6y'(x) +25y(x) =0, y(0)=-1, ¢(0)=0,
b) y'(z)+y(x) = y(0)=0, ¥(0)=0,

c) y'(x)+3y(x)+2y(x) =0, »(0)=0, y(0)=1,
d) y'(z)+3y(z) +2y(x) =€, y(0)=1, ¥(0)=0,
e*) y'(z)-2y(x)+1=0, y0)=1, y(0)=-1,

£) y'(x)+2(z) +ylx)=1, yl)=-1, y(1)=1,

Laplace- transzformacié és alkalmazasai

1. Széamitsa ki az aldbbi Laplace- transzformaltakat:
L (3 —4e®T60) - L (e cos(2t)), L(t3%™), L(cos*(t)), L (sin’(t)),
L(t?cos?(t)), L(t%esin(4t)),  L(sh(5t)), L (t'ch(3t)) .

2. Szamitsa ki az aldbbi f fiiggvények Laplace- transzformaltjat:

0 hat <2 1 hat <2
fl(t)—{1 ha ¢ > 2 fQ(t)_{o ha ¢ > 2

0 ha t<2 0 ha ¢t <27
fs(t)=<¢ 1 ha2<t<3 fa(t) =< sin(t) ha2r <t <d4dn

0 ha 3<t 0 ha 4r <t
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0 ha t <1
fs()=< t—1 hal<t<2
1 ha 2 <t

3. Szémitsa ki az aldbbi F (s) fiiggvények inverz Laplace- transzformélt-
jait:

1 1 1 5543 5+10 25+3i 1 1

55—3 7 s2—4 0 s244 0 s244 0 S244s43 0 s243is—2 7 (s43)° 0 (2s—1)3 7
s+1 4542 1 s2 3546 5543 s2-3

(s+3)° s24+6s5+13 7 s3+4+6s2+13s ? (s—3)° ? (s2+4)% 7 (s2-1)% 7’ (5244)%
3

(s2+9)”

4. Oldjuk meg a kovetkezo integro-differencidlegyenleteket Laplace transz
formacié segitségével:

a) y(t)+3y(t) =€ +cos(2t), y(0)=1,
b) ' (t)—2y(t) —3y(t) =e* +2¢", y(0)=0, ¢ (0)=0,
c) y®W —13y" +36y =0, »(0)=1,4(0)=0,1y"(0)=3,3"0) =2,

d) 1) +20() + [ f) do—sin(t) , FO) =1,
0

e) f(t)=cos(t) —}—ftet””f :
0

f) f’(t):sin(t)—i-oftf(x)cos(t—x)dx, f(0)=0.

5. Oldjuk meg a kovetkez6 integro-differencidlegyenlet rendszereket Laplace
transzformécio segitségével:

¥ (t)=x()+3y(t) =z(0)=4 ¥ =-3r+y z(0) =1
?) { y=zt)—y@®) yo)=—2 " { y' = 2x—2y+cos(t) y(0)=0

x 3x+2y z(0)=1 f@t)y=e+[f(x) dx—ftg(x)-et*wdx
) v=3yt2 y0)=0 d) % " :
4 2x——z 2(0)=0 gty =—=t—[(t—=x) f(2) dm—i—{g(a:) dx

0
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