Geometria, 11-12. évfolyam

Dobos Sandor és Hraské Andras

2013. majus 4.



4 TARTALOMJEGYZEK

4. A hiperbolikus sik Poincaré-modellje . . . . . . . . ... ... ... .... 117

5. Vegyes feladatok . . . . . . . .. ... 117

Segitd 16kések 125

T.Inverzid . . . . . . . e 125

2. Projektiv geometria . . . . . ... oL 126

3. A gémb geometridja . . . .. .o 128

Tartalomjegyzék 4. A hiperbolikus sik Poincaré-modellje . . . . . . .. .. ... . L. 129

5. Vegyes feladatok . . . . . . . ... oL 130

Irodalomjegyzék 131
Feladatok 5
T.Inverzid . . . . . . . o 5
1.1. Az inverzi6 szerkesztése . . . . . . . .. ..o 5
1.2. Kogyenesek képe . . . . . ..o 6
1.3. Szerkesztések csak korzével . . . . ... oL 9
1.4. Meré6legesség, fix kor, fixfix kor . . . ... ..o 9
1.5. BErintkezd kordk . . . . . . 10
1.6. Az inverzid szogtartd . . . . . . ..o 13
1.7. Korok specialis elrendezései . . . . . . .. ... oL 13
1.8. Komplex szamok és inverzidk . . . .. .. ... . ... ... ... 17
1.9. A gOmb vetitései és az inverzidk . . . . .. ... oL 18
1.10. Versenyfeladatok . . . . . .. ... ... oL 19
2. Projektiv geometria . . . . ... 0oL o 23
2.1. Perspektivitds . . . . . . ..o 23
2.2. A kettésviszony fogalma (pontok és egyenesek) . . . ... ... ... 26
2.3. A kett&sviszony fogalma (kéri pontok, komplex szdmok) . . . . . . . 30
2.4. Harmonikus elvalasztds . . . . . . . ... ... . L. 31
2.5. Kupszeletek, kor vetitése . . . . . . .. ..o oo oo 33
2.6. Vetitések és a kettOsviszony alkalmazdsa . . . . .. .. .. ... ... 34
2.7. Polaritds . . . . . ... 38
2.8. Véges struktirak . . . . ... ... oo L 40
2.9. Vegyes feladatok . . . . ... ... o oo 42
3. A gobmb geometridja . . . . . ... L. 45
4. A hiperbolikus sik Poincaré-modellje . . . . . . . . ... ... ... .... 47
5. Vegyes feladatok . . . . . . . . ... 49
Megoldasok 51
LInverzid . . . . . . L 51
2. Projektiv geometria . . . ... ..o Lo 97
3. A gomb geometridja . . . . ..o 110



1. FEJEZET
Inverzio

Adott a sik (tér) O pontja és egy zérustdl kilonboz8 A szdm. Inverzidnak nevezziik
a stk (tér) azon leképezését, amely az O-t6l kiilonb6z6 P ponthoz, az OP irdnyitott
egyenes azon P’ pontjit rendeli, amelyre — el8jelesen szdmolva —

OP-OP' =\

Az inverzié az O ponton, az inverzié centrum-an nem értelmezett, a sik (tér) cent-
rumtél kiilénb6z6 pontjainak halmazat énmagara képezi le koleséndsen egyértelmii
modon.

Ha ) > 0, akkor megfeleld pozitiv 7-rel A = r2. Ebben az esetben az inverziénak
vannak fixpontjai, nevezetesen az O kézéppontd r sugaru i kor (gomb) pontjai.
Tlyenkor azt mondjuk, hogy az i korre (gombre) invertdlunk. A negativ paraméterti
inverzié némileg kézzelfoghatobbd valik az 1.46. feladat megoldasa révén.

Az inverziét Jacob Steiner svdjci szarmazasi matematikus vezette be a XIX.
szazad els6 felében.

A feladatgytijteményben a korok és egyenesek halmazat helyenként egyben kezeljitk
és kogyenesnek neveziink egy alakzatot, amely kor és egyenes is lehet.

1.1. Az inverzio szerkesztése

1.1. (M) Adott egy kor a kozéppontjdval, és még egy tovabbi pont. Szerkessziik
meg az adott pont adott kérre vonatkozo inverz képét!

1.2. (MS) Adott egy kor a kozéppontjival, és még egy tovabbi pont. Szerkessziik
meg az adott pont adott kérre vonatkozé inverz képét csak korzovel!

1.3. (MS) Adott két pont. Szerkessziik meg a
a) felezépontjukat; b) harmadol6épontjaikat

csak korzével!

6 1. FEJEZET. INVERZIO

1.2. Kogyenesek képe

1.4. (M) Mutassuk meg, hogy ha az O centrumi inverziénél az A, B pontok képe
A’ és B’', akkor

a) az AOB, B'OA’ hdromszogek hasonloak;

b) az A B, A’, B’ pontok egy koron vagy egyenesen vannak.

1.5. (M) Adott az O kozépponti, r sugari ¢ kor és az i-t érintd e egyenes.

a) Invertaljuk az e egyenes hat pontjat i-re!

b) Fogalmazzunk meg sejtést az e egyenes inverz képére vonatkozdlag!

c) Igazoljuk a sejtést!

d) Mi lesz e képe egy olyan korre vonatkozé inverziéndl, amely koncentrikus
i-vel, de sugara csak harmadakkora, mint ¢ sugara?

e) Mi lesz e képe az O kozéppontti A = —r? paraméterti inverziénal (OP-OP' =
=A<0)?

1.6. (M) Milyen egyszer(ibb geometriai transzformaciéval kaphaté meg egy alakzat
i1 korre vonatkozo invertaltjabdl az eredeti alakzat i1-gyel koncentrikus, de harom-
szor akkora sugari io korre vonatkozé invertaltja?

1.7. (MS) Az adott O pont a A # 0 valés paraméter meghatdrozta i inverz-
i6t vizsgaljuk. Milyen alakzatot kapunk, ha valamely e egyenes minden pontjat
invertaljuk?

1.8.(S) Adott az O kozéppontu ¢ kor, rajta az A pont és az OA szakasz k Thalesz
kore.

a) Invertaljuk a k kor hat pontjit i-re!

b) Fogalmazzunk meg sejtést a k kor inverz képére vonatkozélag!

c) Igazoljuk a sejtést!

d) Mi lesz egy tetsz6leges O ponton athaladé kor képe az i korre vonatkozoé
inverziéndl?

1.9. Adott az O kozéppontu ¢ kor, valamint a k kor, amely nem megy at O-n.
a) Invertaljuk a k kor hat pontjit i-re!
b) Fogalmazzunk meg sejtést a k kor inverz képére vonatkozdlag!

1.10. (S) Adott az O kézéppontt i kor, rajta az A pont, valamint az OA egyenest
A-ban érint6 k kor.

a) Invertaljuk a k kor hat pontjit i-re!

b) Fogalmazzunk meg sejtést a k kor inverz képére vonatkozélag!

c) Igazoljuk a sejtést!

d) Milyen alakzat lesz egy tetszdleges, de O-t nem tartalmazé kor képe az i-re
vonatkoz6 inverzional ?

e) Es egy negativ paraméterti (OP - OP' = X < 0) inverziénal?
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1.11. Mutassuk meg, hogy az inverzié ,kogyenestart6”, azaz ha egy alakzat kor
vagy egyenes, akkor az inverziénal szarmazo képe is kor vagy egyenes!

1.12. (M) A koordindtarendszerben dolgozunk. Inverziénk centruma az origé,
paramétere a A # 0 szdm (tehdt OP - OP' = \)
a) Hatdrozzuk meg a P(xz;y) pont inverziénél szdrmazé képének koordinatait!
b) Hatérozzuk meg, hogy az inverziéndl a P(z;y) pont mely pontnak a képe!
c¢) Hatérozzuk meg az

A@@® +y>)+ Bz +Cy+ D=0

egyenletii alakzat képének egyenletét!
d) Ennek alapjin adjunk 4j bizonyitdst arra, hogy az inverzié énmagdra képezi
a korok és egyenesek halmazat!

1.13. (M) Egy R sugart kort invertdlunk egy r sugard korre. A két kozéppont
tavolsaga d. Hatarozzuk meg a kor képének sugarat és kozéppontjanak tavolsagat
az inverzié centrumétol!

1.14. Készitsiink vazlatot az 1. dbrak I korre vonatkozé inverz képérol!

1.15. (M) Mutassuk meg, hogy az O centrumdu ¢ inverzi6é pontosan akkor cseréli
ki egymaéssal az A, B pontokat, ha O, A és B egy egyenes hdrom kiilonboz6 pontja
és az i inverzi6nal A és B nem fixpont, de ¢ énmagéra képezi az A-n és B-n is
atmend egyik k kort.

1.16. (M) Adott a sikon hdrom kiilonb6zé pont: A, A’ és B. Hatdrozzuk meg
a sik osszes olyan B’ pontjat, amelyhez van olyan inverzid, amely A-t A’-be, B-t
pedig B’-be viszi.

1.17. (M) Adott a sikon harom kiilénboéz8 pont: A, A’ és B. Szerkessziink olyan
kort, amely 4tmegy B-n és amelyre invertdlva A-t A’-t kapjuk.

1.18. (M) a) Legyen A és A’ egy pont és a képe a K korre vonatkozé inverziéndl.
Bizonyitsuk be, hogy az inverzié alapkorén (M € K) az AM/A'M ardny értéke
allando!

b) Bizonyitsuk be, hogy az A, B pontpar Apolléniusz-korei pontosan azok a
korok, amelyekre vonatkozé inverzidk A-t és B-t egymadsra képezik!

1.19. (M) Adott a K és az L kor. Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi allitdsok ekvi-
valensek (korok merdlegessége)!

A) K és L metszi egymast, és barmelyik metszéspontban a korok érint6i merélege-
sek egymasra.

B) K kozéppontjabdl az L-hez hizott érinté érintési pontja a K koron van.

B’) L kozéppontjabol a K-hoz hiizott érintd érintési pontja az L koron van.
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C) A kérék Rk, Ry, sugaraira és kdzéppontjaik d tdvolsdgara R2% + R —d? = 0.

D) A K, L korok kiilonbozdek és a K-ra vonatkozo inverziéndl L fix.

D’) A K, L kérok kulonbozbek és az L-re vonatkozé inverziénal K fix.

E) L-nek van két olyan (egyméastdl kiilonbozd) pontja, amelyek a K-ra vonatkozé
inverziéndl kicserélédnek.

E’) K-nak van két olyan (egyméastol kiillonb6z8) pontja, amelyek az L-re vonatkozd
inverziénél kicserélodnek.

F) A K, L korok

ak (2> +y?) +bgr +cxky+dx = 0;
ap(x® +y?) +brr+cpy+dr = 0,

egyenletében
2axdr, — bgbr, — cixer, + 2dgar, = 0.

1.14.1. abra.
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1.20. Adott a sikon hdrom kiilonb6z6, nem kollinearis pont: A, B, C. Legyen ka
az A-n 4&tmend B-t a C-be vivé, ky a B-n &tmend C-t az A-ba vivé, k. a C-n dtmend
A-t a B-be vivl inverzié alapkore. Mutassuk meg, hogy van két pont, amelyeken a
harom kor mindegyike atmegy.

1.21. Adott a sikon harom kiil6nb6z6, nem kollinearis pont: A, B, C. Jellemezziik
azokat a centrumokat, amelyekre invertdlva az adott pontokat, a kapott A’, B’, C’
pontokra A'C’ = B'C" teljestil.

1.3. Szerkesztések csak korzovel

1.22. (MS) a) Adott egy kor a kozéppontjaval, és adott még egy egyenes is.
Szerkesszitk meg az egyenes korre vonatkozd inverz képét csak korzével! Oldjuk
meg a feladatot abban az esetben is, amikor az egyenes csak két pontjdval van
megadva (és nem megy 4t az inverzi6 centrumén).

b) Adott két egyenes két-két pontjaval. Szerkessziik meg a metszéspontjukat csak
korzével!

¢) Bizonyitsuk be, hogy barmely szerkesztés, ami korzével és vonalzéval elvégez-
hetd, az elvégezhetd csak korzovel is!

1.4. Merdlegesség, fix kor, fixfix kor

1.23. (M) a) Igaz-e, hogy barmely két korhoz talalhaté egy harmadik kor, mely
mind a kettére merdleges?

b) Igaz-e, hogy barmely két kogyeneshez talalhat6 olyan kogyenes, amelyik mind
a kett6ére meréleges! (kogyenes: kor vagy egyenes.)

1.24. (M)

Az 1. a)-d) dbrdkon harom-hérom kor lathaté. Melyik esetben van olyan kor,
amelyik mind a haromra merdéleges?

e) Adott hdrom kor. Szerkessziink olyan kort, amelyik mind a hdromra merdleges,
ha van egyéltaldn ilyen!

f) Adott harom kor. Van-e mindig olyan inverzi6 vagy tengelyes tiikrozés, amely
mind a hdrmat énmagéra képezi?

1.25. (M) Adott két kiilonbozd kor. Adjuk meg az Osszes olyan inverziot, amely
a) kicseréli a két kort egymédssal;
b) énmagdra képezi mindkét kort!

1.26. (M) Adott egy hdromszog.

a) Szerkessziik meg annak a kornek a kozéppontjat, amely meréleges a haromszog
mindharom hozzairt korére!

b) Ez méskiilonben milyen nevezetes pont?
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1.27. (M) Tekintsiik azt a hadrom kort, amelyek érintik egy haromszog harom
hozzairt korét, méghozza egyet dbnmagukon beliil, kett6t pedig kiviil. Bizonyitsuk
be, hogy ennek a hiarom koérnek van kozos pontja!

1.5. Erintkezé korok

1.28. (MS) Az AB = d atmér8jli L félkérbe irt r = d/4 sugart K; kor érinti
a félkorivet és az AB &tmér6t is. Hatdrozzuk meg annak a Ky kornek a sugarat,
amely érinti a félkorivet, az atmérét és a Ky kort is, és B-hez kozelebb van, mint
A-hoz!

1.29. (M) Az ABC derékszogii hiromszogben ACBZ = 90°, AC = /20, BC =5
A k4 kor kézéppontja A, sugara 2, a kp kor kozéppontja B, sugara 3. Szerkesz-

e
)19

1.24.1. abra.
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tend6k mindazok a C-n dtmend korok, amelyek érintik a k4, kg koroket!

1.30. (M) Apolloniuszi probléma

a) Adott egy pont és két kor (a korok barmelyike, akar mindketté lehet egyenes
is). Szerkessziink kort, amely dtmegy a ponton és érinti a két adott alakzatot!

b) Adott hdrom kor (a korok bérmelyike, akdr mindhdrom lehet egyenes is).
Szerkessziink kort, amely érinti mindharom adott alakzatot!

(Lasd még a G.11.10.1-G.11.10.8. feladatokat!)

1.31. (MS) Adott egy kor és rajta az A és a B pont. Tekintsiink az Osszes lehet-
séges modon két olyan kort, amelyek egyike A-ban, méasika B-ben érinti az adott
kort, egymast pedig (egy elre nem adott) M pontban érintik. Hatdrozzuk meg az
igy ad6dé M pontok mértani helyét!

1.32. (MS) A K és az L kor egyik metszéspontja A. A két kor e és f kozos érint6in
az érintési pontok Fx és Ep, illetve Fi és Fr, (14sd az 1. dbrét). Bizonyitsuk be,
hogy az Ex E A és az Fi Fr, A hdromszog koriilirt kore érinti egymast!

1.33. (M) A k kor érinti az egymdssal parhuzamos Iy, lo egyeneseket. A ky kor
érinti [1-et A-ban és kiviilrél érinti k-t C-ben. A ko kor érinti lo-t B-ben, kiviilrél
érinti k1-et E-ben és k-t D-ben. Az AD, BC egyenesek metszéspontja @ (lasd az 1.
abrat). Bizonyitsuk be, hogy Q a CDE haromszog koré irt kérének kézéppontja.

1.34. (M) Adott a k kor és annak e 4tmér6 egyenese. Képzeljiik el mindazokat a
koroket, amelyek érintik e-t és k-t is és az altaluk meghatarozott egyik félkorlemezen
helyezkednek el (14sd az 1. 4brét).

a) Mi a mértani helye ezen korok kozéppontjainak?

b) Mutassuk meg, hogy a sfkon van egy olyan pont, amely illeszkedik barmelyik
ilyen kornek az e-vel és k-val val6 érintési pontjat egymassal 6sszekoté egyenesre!

c) Ezen korok koziil ketten egymadst is érinthetik. Hol lehet az érintési pontjuk ?

1.32.1. 4bra.
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1.35. (MS) a) Adott két érintkezd kor. Egy harmadik kor az egyik adott kort az A
pontban, a méasik adott kort a B pontban érinti. Bizonyitsuk be, hogy az igy ad6dé

A

A

lo

1.33.1. abra.

1.34.1. abra.
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AB egyenesek mind dtmennek egy bizonyos ponton, vagy mind parhuzamosak!
b) Lényeges-e, hogy a két adott kor érinti egymadst ?

1.36. a) Adott két egymdast metsz8 kor. Tekintsiink az Osszes lehetséges médon
két olyan kort, amelyek mindkét kort érintik és egymadst is érintik (egy elére nem
adott) M pontban. Hatdrozzuk meg az {gy ad6dé6 M pontok mértani helyét!

b) Lényeges-¢, hogy a két adott kor metszi egyméast ?

1.37. (M) a)Adottak az egymést metsz8 nem azonos sugari K, L korok a sikon
(K és L egyike lehet egyenes is). Tekintsiik a K és L altal hatarolt négy sikbeli
tartoméany egyikében az Gsszes olyan kort, amely érinti K-t és L-t. Mutassuk meg,
hogy a sikon van olyan pont, amelynek e korok barmelyikére (nem K-ra és L-re!)
vonatkozé6 hatvdnya egyenlé!

b) Lényeges-e, hogy a két adott kor metszi egymdst?

1.6. Az inverzi6 szogtarto

1.38. (S) Tekintsiink két egyenest érintkez6nek, ha parhuzamosak. Két kor illetve
egy kor és egy egyenes érintkezése ismert fogalom.

Bizonyitsuk be, hogy két kor, két egyenes vagy egy kor és egy egyenes pontosan
akkor érintkez0, ha az inverzional szarmazé képeik is azok!

1.39. Mutassuk meg, hogy az egymaést két pontban — A-ban és B-ben — metszé k,
[ korok A-beli érintéinek egymadssal bezart szoge abszolut értékben megegyezik a
B-beli érintdik szogével, de a két szog irdnyitas szerint egymassal ellentétes.

1.40. (M) a) Bizonyitsuk be, hogy két egyenes szoge megegyezik az inverzi6n4l
szarmaz6 képeik szogével !

b) Bizonyitsuk be, hogy az inverzi szégtartd, azaz barmely két kor vagy egyenes
szogének abszolit értéke megegyezik képeik szogének abszolut értékével!

¢) Mutassuk meg, hogy az inverzié lokdlisan szogforditd, azaz barmely pontban
az ott taldlkozé kogyenesek irdnyitott szoge ellentétes a pont képénél a két kogyenes
képének irdnyitott szogével!

1.41. Kossiik 6ssze az 1. dbran azokat a részabrakat, amelyek megkaphatdk egymas-
bél egy inverzid és egy egybevdgdsig alkalmazdsivall (A pottyozott vonalak csak
segédvonalak)

1.7. Korok specialis elrendezései
1.42. (MS) A ki, ko, k3, k4 korok ciklikus sorrendben érintik egymadst: ki és ko

érintési pontja Plg, kg—é és ]{Zg—é 13237 k!g—é és k:4—é 13347 Végﬁl k‘4 és kl érintési pontja
Py . Bizonyitsuk be, hogy a Pia, Ps3, P34, Py érintési pontok egy korén vannak!
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1.43. (M) A k1, ko, ks, k4 korok ciklikus sorrendben paronként két pontban
metszik egymést: ki Nk = { P12, Qi2}, ko Nk3 = {Pa3, Qas}, ks Nka = {Ps4, Q34 },
ka Nk = {Pu,Quq1}. Mutassuk meg, hogy ha a Pia, Ps3, P34, Py metszéspontok
egy kogyenesen vannak, akkor a @12, Q23, @34, Q41 pontok is egy kdgyenesre
illeszkednek!

1.44. Bizonyitsuk be, hogy ha egy érinténégyszog csicsait invertaljuk a beirt korre,
akkor az érintési pontok alkotta sokszog oldalfelezOpontjait kapjuk!

1.45. (M) a) Bizonyitsuk be, hogy barmely hdromszogben
R*—d*=2-R-r,

ahol R a kortilirt kor, r a beirt kor sugarat, d pedig a kézéppontok tavolsagat jeloli!
b) Irjunk fel hasonlé osszefiiggést a hdromszog koriilirt, az egyik oldaldhoz hoz-
zairt korének sugara és kozéppontjaik tavolsaga kozott!

S o

1] 7] K L]

1.41.1. abra.
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¢)* Hasonl6 osszefliggés 4llithato fel azokndl a négyszogeknél, amelyek egyszerre
hur- és érint6-négyszogek is. Keressiik meg az osszefiiggést és igazoljuk is!

1.46. (MS) Adott az A pont és a K kor. Mutassuk meg, hogy mindazok a koérok,
amelyek dtmennek A-n és K-t egy atméro két végpontjaban metszik tartalmaznak
még egy kozos pontot!

1.47. (M) (Az inverzid inverzidtartd ?)

Az I, K, K' korok és az A, B, A’, B’ pontok elrendezése olyan, hogy az I korre
vonatkoz6 inverziénal K képe K', A képe A’ mig B képe B’, a K-ra vonatkozd
inverzi6é pedig A-t B-nek felelteti meg. Igaz-e, hogy a K’-re vonatkozo inverziéndl
A’ és B’ egymds képei?

1.48. (M) Allitsuk elé a tengelyes tiikrozést inverziok kompoziciéjaként!

1.49. Ha adott a sik tetsz6leges A; és A pontja, akkor létezik olyan egybevigosagi
transzformdacio, amely Aj-et A’-re képezi. Nem nehéz megadni olyan A;, Az és
A, Al pontpéarokat, amelyekhez nincs olyan egybevagdsdg, amely A;j-et A}-re, és
egytttal As-t A} -re képezi.

Barhogy is adottak a sikon az A;, As, A}, A} pontok, mindig van olyan ha-
sonlésdgi transzformdcio, amely Aj-et Aj-re, és egyuttal As-t Ab-re képezi. Nem
nehéz megadni olyan Ay, As, As és Af, Af, A ponthdrmasokat, amelyekhez nincs
olyan egybevigisag, amely Aj-et A)j-re, Ay-t A)-re és egyittal Az-at Af -ra képezi.
Hatarozzuk meg azt a maximaélis n pozitiv egészt, amelyre barhogyan is adottak a
sikon az A, Ag, ..., A,, A}, A, ..., Al pontok, mindig van inverzidknak olyan
kompozicidja, amely Aj-et Aj-re, Ao-t Al-re, ..., és egytttal A,-et A -re képezi!

1.50. (MS) Adott két kor. Szerkessziink két olyan pontot, amelyek mindkét korre
vonatkozé inverzional kicserélédnek!

1.51. Bizonyitsuk be, hogy barmely két k6z6s pont nélkiili kér koncentrikus korokbe
invertalhaté!

1.52. (M) A Fky, k2 koncenrikus korok kozé 8 egyenld sugari kort helyeztiink,
amelyek ciklikusan érintik egymdst és mindegyik érinti ki-et és ko-t (14sd az 1.
abrat).

a) Hatdrozzuk meg a két koncentrikus kor sugardnak ardnydat!

b) A korlanc tagjai egymadst olyan pontokban érintik, amelyek mind egy [ koron
vannak. Fejezziik ki a ki-gyel és ks-vel koncentrikus [ kor sugarat a ki, ko korok
sugaraival!

c) Oldjuk meg az a), b) feladatokat, ha a az eredeti két kor kozé n ciklikusan
egymadst érint6 kor lanca irhatd!
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1.53. (M) Szerkessziink két nem koncentrikus kort ki-et és ka-t, amelyek egyike
a masik belsejében, és 8 tovabbi kort, amelyek k1 és ko kozott vannak, mindkett6t
érintik és egymadst is ciklikusan: k1 a ko-t, ko még a ks-at, ks még a kg-at, ... ks
még a kp-et is.

1.54. (S) Steiner Poriszméja néven ismeretes az aldbbi tétel: Adott két kor, L,
és Loy, amelyek nem érintik egymadst. Egy Lq-et is Lo-t is érinté A korbél kiindulva

1.52.1. abra.

1.54.1. abra.
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képezhetd koroknek egy sorozata:
— Ap legyen maga A;
— az A; kor érintse Li-t, is Lo-t is, és Ap-t is;
— altaldban, Ag4q érintse Li-et, Lo-t és Ag-t.

Allitjuk, hogy ha valamely n-re A, = Ay — azaz visszaériink —, akkor barmely A
korbol kiindulva n 1épésben visszaériink.

1.55. Adott két koncentrikus kor, ki és ko, sugaraik Ry és Ro. Tekintslink az
Osszes lehetséges médon két olyan kort, l1-et és lo-t, amelyek mindkét elére adott
kort érintik, egymdst is érintik (egy el6re nem adott) M pontban, és a két adott
kor kozti korgytirtiben helyezkednek el. Lattuk (1dsd az 1.36. feladatot), hogy az
igy ad6dé M pontok mértani helye egy m kor.

a) Bizonyitsuk be, hogy az m-re vonatkoz6 inverzié egymésba képezi ki-et és
ko-t!

b) Hatdrozzuk meg m sugarat!

1.56. Bizonyitsuk be, hogy Steiner Poriszméjéban (14sd az 1.54. feladatot) az A;
korok kozéppontjai egy ellipszisen, az A;, A;11 korok érintési pontjai egy k koron
helyezkednek el, és az A;, A;+1 korok kézéppontjait 6sszekotd egyenes érinti k-t!

1.57. Adott egy pont és véges sok a pontra illeszkedd kiilonb6z6 sugara kor. Bi-
zonyitsuk be, hogy pontosan akkor van olyan kor, amely az 6sszes elére adott kort
érinti, ha az elére adott korok kiilsé hasonlésagi pontjai egy egyenesre illeszkednek!

1.8. Komplex szamok és inverzidok

1.58. a) Bizonyitsuk be, hogy a z komplex szdm képe az origé kozépponti egység-
sugart korre vonatkozé inverziénal az 1/Z komplex szdm!

b) Adjuk meg a & kozépponti (¢ tetszéleges komplex szdm) R sugart korre
vonatkozé inverzi6 képletét!

1.59. A sik egybevigdsdgai megérzik az A és a B pont kozotti AB tévolsdgot.
A hasonlésidgok megérzik az A, B, C' ponthirmas (ABC) = AC/CB oszt6vis-
zonyét és az AC B/ nagysdgat. Komplex szdmokkal ez a két mennyiség egyszerre
is leirhaté. Ha a harom pontnak megfelelé hdrom komplex szam z1, 25 és z3, akkor
irdnyitastarté hasonlésagi transzforméciénal megmarad6 mennyiség az
Z1 — 23

(21, 22,23) = ———
zZ3 — 22
komplex osztéviszony. Hogyan kell a sik négy pontjahoz olyan mértéket rendelni,
amely invaridans az inverzidkra?

18 1. FEJEZET. INVERZIO

1.60. (M) a) Mutassuk meg, hogy hirom komplex szdm osztéviszonya (ldsd
az 1.59. feladatot) pontosan akkor valds, ha a komplex szdmsikon egy egyenesre
illeszkednek!

b) A 21, 29, 23, 24 komplex szdmok kettésviszonya a

(21, 2, 23, 24) = (21, 22, 23) _ AT 1T
e 21,22, 24 Z3 T R2 k4 — 22
( )

komplex szam. Bizonyitsuk be, hogy a kettdsviszony a hasonlésagi transzformé-
ciékra invarians!

c¢) Igazoljuk, hogy négy komplex szdm kettdsviszonya és inverziénal szdrmazo
képeik kettésviszonya egymas konjugaltja!

d) Mutassuk meg, hogy négy komplex szadm kettdsviszonya pontosan akkor valds,
ha a komplex szamsikon egy egyenesre vagy korre illeszkednek!

1.61. Ha adott a sikon az Ay, Az és az A}, A} pontpér ugy, hogy A; A; = Aj Al #
= 0, akkor pontosan két olyan egybevigdsigi transzformaci6 van, amely Aj-et Af-
re, és egyuttal As-t A)-re képezi. Ezek egyike irdnyitastart6, a mésik megforditja
az irdnyitast.

Ha adottak a sfkon az Ay, As, As, A}, Af, A% pontok gy, hogy

akkor mindig van olyan hasonldségi transzformdcid, amely Aj-et A}-re, As-t Ab-re
és egyuttal As-at A%-re képezi.
Ha
A1A2A34 = A/lA/QAéZ ¢ {U,ﬂ'},

akkor pontosan egy, ha
A1 Ax A3/ = AIIAIQAS S {0771'}7

akkor pontosan két ilyen transzformacié van: a ketto egyike irdnyitastartd, a masik

sz

val kapcsolatban!

1.9. A gomb vetitései és az inverzidk

1.62. (Gombre vonatkozd inverzid)
Mi lesz egy
a) sik; b) goémb; c) kor

képe a tér egy O pontjara vonatkozd A ardnyi inverziondl?
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1.63. Adott a sikon a k kor és egy P pont. Felvesziink egy G, gémbot, amely
(felilletén) tartalmazza a k kort és a P pontbdl érintékipot rajzolunk G,-hez. A
kup egy k, korvonalon érinti G,-et. Jelolje k, kozéppontjat P,. Képzeljik el G,
Osszes lehetséges helyzetét és hatdrozzuk meg P, mértani helyét a térben!

1.64. (M) (Gomb vetitése egy pontbsl énmagdra)

Adott egy g gomb, rajta egy k kor és adott még egy G-re nem illeszkedé P pont
is. Vegyiink fel egy C' pontot a k koron és képezziik a PC egyenes és a g gémb C-t6l
kiilonb6z6 C' metszéspontjat, illetve legyen C’ = C, ha PC érinti g-t. Hatarozzuk
meg a C’ pontok mértani helyét, ha C befutja k-t!

1.65. Bizonyitsuk be, hogy az inverzid a sztereografikus vetitésbol az alabbi médon
szarmagztathato.

Tekintsiik azt a G gdémbot, amelynek k a f6kore, legyen ennek a gémbnek a két
k-t6l legtéavolabbi pontja V' és U. Vetitsiik sikunkat el6szér V-n 4t G-re, majd G-t
az U ponton 4t vissza a sikra. E két leképezés kompozicidja a sikot Gnmagara képezi
és éppen a k-ra vonatkozd inverziot adja.

1.66. Ertelmezziik a gdmbén az inverziot a ??. feladat allitdsa alapjan! Azaz az
S gobmb A és B pontja akkor legyen egymés képe az S gémbre illeszkedd k korre
vonatkozolag, ha az AB f6kor merbleges k-ra, és X, Y metszéspontjaikkal (XYAB)
= -1. Legyen az S gomb két tetszleges dtellenes pontja U és V (ldsd az 1. abrét),
felezémeréleges sikjuk 3 . Jelolje k, A és B képét az S-t Y-ra képez6 U centrumit
sztereografikus projekciéndl k', A’ és B’. Bizonyitsuk be, hogy A és B pontosan
akkor egymads képei a k-ra vonatkozé gémbi inverziénal, ha A’ és B’ egymads képei
a k'-re vonatkozé inverziénal (titkkr6zésnél)!

1.10. Versenyfeladatok

1.67. (M) [4] Az ABC héromszog koriilirt kérének kozéppontja O. A beirt kor
az oldalakat az Ay, By, C1 pontokban érinti, kozéppontja O;. A1 B;C7 hdromszog
magassagpontja M. Igazoljuk, hogy az O, O1, M7 pontok egy egyenesen vannak.

1.68. (M) Adott az i kor és az A pont, amely a koron kiviil helyezkedik el.

a) Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan B, C pontpar van, amelyre az ABC
haromszog beirt kore i.

b) Jelolje egy ilyen ABC héromszog koriilirt korét w és jelolje még cq azt az w
belsejében elhelyezkedd, azt belilrdl érinté kort, amely érinti az AB, AC oldale-
gyeneseket is. Mutassuk meg, hogy a c4 kor mindig ugyanaz, tehat fiiggetlen B és
C valasztasatol!

1.69. [4] Legyen ABC szabélyostdl kiilonboz6 haromszog, P pedig a siknak a
haromszog csucsaitol kiillonboézé pontja. Jeloljék Ap, Bp és Cp rendre az AP, BP és
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CP egyeneseknek az ABC haromszog koré irt korrel vett mésodik metszéspontjait.
Mutassuk meg, hogy a siknak pontosan két olyan P és () pontja van, hogy az
ApBpCp és AgBgCqg haromszogek szabalyosak, tovabba, hogy a PQ egyenes
athalad az ABC haromszog koré irt kor kézéppontjan.

1.70. (S) Legyen ABC szabélyostdl kiillonb6z8 hdromszog. Hatdrozzuk meg az
Osszes olyan centrumot, amelybél az A, B, C pontharmas egy szabélyos hdromszog
harom cstcsaba invertalhato.

1.71. Legyen adva a K kor és az A, B pontpar. Az f transzformécié a K kor AB
egyenesre nem illeszked6 pontjainak halmazat képezi le onmagara a kovetkezokép-
pen: ha P € (K — AB) és az AP egyenes és K masik metszéspontja Px*, akkor a
P x B egyenes és K méasik metszéspontja f(P). Bizonyitsuk be, hogy ha valamely
n pozitiv egész szamra f™-nek van fixpontja, akkor f™ identikus!

1.72. Adott egy kor és harom pont. Szerkessziink olyan hiromszoget, amelynek
koriilirt kore az adott kor, oldalegyenesei pedig az adott pontokon mennek at!
Altaldnositsuk a problémét n pontra és hir-n-szogre!

1.73. (M) [5] Adott a sikon egy c egyenes az egyik oldaldn (nem rajta) az A és B
pontok, tovabba egy 1 szog. Szerkesztend6 olyan ABCD hurnégyszog, amelynek
C és D csicsa c-n vannak, és amelyre a DAC/ szog egyenld -vel.

1.66.1. abra.
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1.74. (M) [5] Az AB szakasz felezOpontja C, az AB egyenes egyik oldaldn az AC
és BC szakaszokra, mint dtmérékre félkort rajzolunk, tovabbd A és B koril AB
sugarral korivet htizunk, az utébbiak metszéspontja D. Szerkessziink érint6 kort az
ABCD ivnégyszogbe!

1.75. (M) [5] Adott (a sikon) egy e egyenes és az A, B pontok. Szerkessziik meg
e-nek azt a P pontjit, amelyre a PA/PB ardny értéke maximdlis, illetve amelyre
minimalis.

1.76. (M) [5] a) Adott a sikban hdrom koér. Megvilaszthaté-e az inverzi6 alap-
kore gy, hogy ezek képei is korok legyenek és a korok kézéppontjai egy egyenesre
essenek ?

b) Elérheté-e emellet az is, hogy a képek koziil kettének a sugara egyenl6 legyen?

1.77. (M) [5] Egy A;AsA; hdromszog nem egyenld szard, oldalait jeloljik ag,
ag, ag-mal (a; fekszik A;-vel szemben). Minden i-re (i = 1,2,3) M; az a; oldal
felezépontja, T; az a pont, amelyben a beirt kor érinti a;-t és S; a T; pont tiikkorképe
az A;-hez tartozd bels6 szogfelezére nézve. Bizonyitsuk be, hogy az M;S7, M3Ss,
M3S3 egyenesek egy ponton mennek at.

1.78. (M) [5] Egy szabélyos hdromszog cstcsai koré egyenld sugdrral kq, ko, ks
kort frunk. Egy P pont inverz képe ki-re Py, P inverz képe ko-re P», mig P> képe
ks-ra Ps3. Szerkessziink olyan P pontot, amelyre Ps egybeesik P-vel.

1.79. (M) [5] Adott a P pont, az e, f egyenesek és az €, ¥ szogek. Szerkesz-
tend6k azok a korok, amelyek dtmennek P-n és e-t €, f-et ¢ szogben metszik. (Kor
és egyenes szdgén a kor metszéspontbeli érintéjének az egyenessel bezart szogét
értjik.)

1.80. [3] Milyen feliiletet kell az egységkorre épiteni ahhoz, hogy magasrdl ranézve
épp a kor kiilsejének inverz képét lassuk rajta?

22
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2. FEJEZET
Projektiv geometria

2.1. Perspektivitas

2.1. Figyeljik meg Diirer ,A miivész kanndt rajzol” ciml metszetét (1. dbra)!
A rajzol6 abréazolja a kanna alapjat alkotd négyzetlapot, parhuzamosok lesznek-e
annak oldalai a képén?

2.2. (M) [5] Az 1. abrén egy focipélya fényképe lathatd. Szerkessziik meg a
a) palya kozépvonalat;
b) az alapvonalakkal parhuzamos, azok tévolsdgat harmadolé egyeneseket!

2.3. Nyissuk ki derékszogben a fiizetiinket (ldsd az 1. 4brdt) és az egyik oldalon
taldlhato (vagy az oldal mellé helyezett) négyzethal6t vetitsiik at a tér egy pontjabdl
a masik lapra (a mindkét lapot képzeljiik teljes siknak).

a) Rajzoljuk meg a hélévonalak képét!

b) Mely pontoknak nem lesz képe a fiizetlap sikjaban?
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c¢) Parhuzamosak-e az eredetileg padrhuzamos racsvonalak képei?

2.4. (M) (Abramagyardzat Leon Battista Alberti (1404-1472) ,De pictura” cimi
kényvéhez)

A fest6 a terem padléjat jeleniti meg vasznan. A padld negyzetracsos elrendezésii
parketta (,pavimenti”). A véaszon a padléig ér, alja, az 1. dbrdn az AB szakasz,
épp egybeesik az egyik parkettasor kezdetével, a parkettalapok szélei tehat AB-
vel parhuzamosak illetve mer6legesek ra. A festé a terem szimmetriatengelyében
all, egynem egy parkettalap oldalaira mer6leges szimmetriasikjaban. A festéhoz
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legkozelebbi parketta (a fest6 egyik szemébél vetitett) képe a vasznon az UVW Z
szimmetrikus trapéz, melynek alapjai UV = ¢ > a = ZW, magassiga pedig m. A
trapéz szarainak meghosszabbitdsai az O pontban metszik egymast.

Fejezziik ki a, ¢ és m segitségével a

a) festd szemmagassigat;

b) festd és a vaszon tavolsdgat!

Az 1. abran megrajzoltuk a parkettalapok egyméssal parhuzamos atloinak képét
is. Ezek egy P pontban metszik egymast.

¢) Mutassuk meg, hogy OP és AB péarhuzamosak.

d) Bizonyitsuk be, hogy az OP tévolsidg megegyezik a festd és a viszon tévol-
sdgaval.

2.5. Tekintsiik a térbeli koordinatarendszerben az O origét, a z = 1 egyenleti X
sikot és az x = 1 egyenletii II sikot. Vetitsiik 4t a ¥ sikot O-bdl a II sikra.

a) A X sfk mely pontjainak nem lesz képe a vetitésnél?

b) A II sik mely pontjai nem 4llnak el6 a ¥ sik egyik pontjanak képeként sem?

Tekintsiik a ¥ sik Py(0,0,1), P1(0,1,1), P»(0,2,1) pontjait és az azokon dthaladé
egymadssal parhuzamos ¢(1,0,0) irdnyvektoru eg, e1, ez egyeneseket valamint a Py,
Py pontokon atmend f(1,1,0) irdnyvektort fo, f1 egyeneseket.

c¢) Hatdrozzuk meg az e1N fo, eaN fo, e2N f1 metszéspontok és vetitésnél szarmazo
képeik koordinatéit!

d) Hol metszik egymadst az ey, e1, e2 egyenesek képei?

e) Hol metszik egymadst az fo, f1 egyenesek képei?

2.4.1. abra.
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2.6. Adott egy konvex négyszog, egy négyzetalakt parkettakbdl all6 padlé egyetlen
négyzetének képe egy festményen vagy fényképen (1dsd pl Vermeer ,Koncert” cimi
festményének az 1. 4bran ldthatéd részletét). Szerkessziik tovabb a képet, rajzoljuk
meg a szomszédos parkettalapokat!

2.7. (M) Adott egy négyszog.

a) Mutassuk meg, hogy atvetithetd egy masik sikba, hogy képe paralelogramma
legyen!

b) Atvihetd-e vetitések egymds utdni alkalmazdsdval négyzetbe?

c) Atvihets-e egyetlen megfelel vetitéssel négyzetbe?

2.2. A kett6sviszony fogalma (pontok és egyenesek)

2.8. Ha A, B, C hiarom pont, amelyek egy egyenesen vannak, akkor hozzajuk ren-
delhet6 egy valés szam, a hdrom pont osztéviszonya. Ehhez az egyenesen felvesziink
egy irdnyitdst és rajta a PQ tavolsdgot irdnyitottan értelmezziik: ha P-t6l Q az
egyenes felvett irdnyitdsanak megfelel6 iranyban van, akkor PQ el6jeles tavolsagot
pozitivnak, egyébként negativnak tekintjiik. Az osztéviszonyt az (ABC) = AC/CB
hényados értéke adja meg.

a) Mutassuk meg, hogy az osztdviszony értéke nem valtozik meg, ha az egyenes
irdnyitasat megforditjuk!

b) Adott az A és a B pont. Az (ABC) osztéviszony értéke mely C' pontokra lesz
negativ, illetve mikor lesz pozitiv?

¢c) AzA=B,B=C,C = A, A= B = C specialis elrendez6dések melyike
esetén értelmezhet6 az osztoviszony és mennyi az értéke?

2.6.1. abra.
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d) Adott az A és a B pont. Keressiikk meg az Gsszes olyan C pontot, amelyre
(ABC) értéke 1, 2, —1, —2!

e) Melyek azok a valés értékek, amelyet (ABC) nem vesz fel 7 Van-e olyan érték
amelyet, rogzitett A, B esetén, tobb C pontnél is felvesz?

f) Mutassuk meg, hogy (ABC) értéke nem valtozik meg a sik hasonlésigi tran-
szforméci6éinal !

g) Véltozhat-e (ABC) értéke ha az egyenes a sik egy pontjabdl egy mésik egye-
nesre vetitjiik ?

2.9. Ha A, B, C, D négy pont, amelyek egy egyenesen vannak, akkor hozzajuk
rendelhetd egy szam, a négy pont kettdsviszonya, az osztoviszonyok hanyadosa:
(ABCD) = (ABC)/(ABD) = 49 /4D — AS.DB

a) Adott az egyméastol kiilonboz6 A, a B és a C pont. Az (ABC D) kett8sviszony
értéke mely D pontokra lesz negativ, illetve mikor lesz pozitiv?

b) Ha az A, B, C, D pontok koézott azonosak is vannak, akkor mely esetekben
hogyan értelmezhetd a kettOsviszonyuk ?

c) Adott az A, a B és a C pont. Szerkessziik meg az sszes olyan D pontot,
amelyre (ABCD) értéke 1, 2, —1, —2!

d) Melyek azok a valds értékek, amelyet (ABCD) nem vesz fel? Van-e olyan
érték amelyet, rogzitett A, B, C esetén, tobb D pontnal is felvesz?

e) Mutassuk meg, hogy (ABCD) értéke nem valtozik meg a sik hasonlésigi
transzformaciéinal!

2.10. (MS) (Egyenesek kettésviszonya)

Jelolje az a és b egyenesek szogét (ab), ezt irdnyitva értjikk. A metszéspontjuk
koriil a-t (ab) szoggel az 6ra jardsdval ellentétes irdnyba elforgatva éppen b-t kapjuk.
Az (ab) sz6g csak modulo 180° definiélt.

Ha a, b, ¢, d négy egyenes, melyek egy ponton haladnak at, akkor kettésvis-
zonyukat jelolje (abed). Ez egy szadm, melyet igy definidlunk:

sin(ac) sin(ad)

(abed) = sin(ch) ~ sin(db)

Mutassuk meg, hogy ha A, B, C' és D egy egyenesen elhelyezkedé pontok és O
erre az egyenesre nem illeszkedd pont, akkor az OA = a, OB =b,0C = ¢, 0D =d
egyenesekre (abed) = (ABCD)!

2.11. (S) (A kettdsviszony invariancidja vetitésnél)

Mutassuk meg, hogy a vetités megtartja a kett&sviszonyt, azaz ha az egy egyenere
illeszkedd A, B, C, D pontok képei az egyenesnek egy mésik egyenesre val6 vetitésénél
A’ B, C" és D', akkor (ABCD) = (A'B'C'D).

2.12. (M) A szdmegyenesen az A pont a 0-ndl, a B az 1-nél, a C' a 3-nal van. Hol
van a D pont, ha (ABCD) =47
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2.13. (M) Az A, B, C, D, pontok a szdmegyenesen rendre —3, 1, 7, 10-nél van-
nak, a szdmegyenes idedlis pontjat jelolje E. Mekkora a kovetkezd kettésviszonyok
értéke:

a) (ABCD); b) (DCBA); c) (ABCE)?

2.14. (A kettdsviszony eldjele) Hatdrozzuk meg fejben az (ABCD) kettdsviszony
eljelét, ha A, B, C, D rendre a szdmegyenes alabb megadott pontjainak felelnek
meg:

a) 1, 47 9, 10; b) (_1)7 47 5, 10; C) 1, 4, (_5)7 10;

d) 1,4, 10, 5; e)1,4,5,3; £)1,4,2 3;

2.10.1. abra.
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g) 1,4,2 (=3); h) 1, 4, (=2), (=3).
2.15. Adott egy sugarsor harom eleme a, b, c. Szerkessziik meg a sugérsor d elemét
ugy hogy (abed) értéke
a) 2; b) -2
legyen.

2.16. (MS)

a) Mutassuk meg vetitésekkel, hogy (ABCD) = (BADC), azaz vetitések soroza-
taval vigytk 4t az A, B, C, D pontnégyest a B, A, D, C' pontnégyesbe!

b) Ehhez hasonléan igazoljuk, hogy (ABCD) = (DCBA).

2.17. Igazoljuk, hogy egy egyenes tetszbleges 6t pontjara teljesiil, hogy
(ABCD)(ABDE) = (ABCE).

2.18. Adott egy egyenesen hét pont: A, B, C, D, A’, B’, és C’. Szerkessziink olyan
D’ pontot, amelyre (ABCD) = (A’B'C'D’).

2.19. a) Mutassuk meg, hogy ha adott A valds szdm és egy egyenes hdrom pon-
tja, A, B és C, akkor az egyenesen egy és csakis egy olyan D pont van, amelyre
(ABCD) = \.

b) Igazoljuk, hogy ha fent A komplex szdm és A, B, C' a komplex szdmsik pontjai,
akkor is egyértelmiien létezik a D pont, melyre (ABCD) = A.

2.20. a) Mutassuk meg, hogy ha adott egy egyenes harom kiilonb6z8 pontja, A,
B és C, valamint harom tovabbi, az elézéekkel esetleg egyezd, de egymastdl kiilon-
boz6 pontja, A, B’ és C', akkor van vetitéseknek olyan ¢ kompozicidja, amely az
egyenest dnmagéra képezi és p(A) = A', p(B) = B’, o(C) = C".

b) Igazoljuk, hogy ha a fenti ¢ transzformdaci6 hatasat tekintve egyértelm, tehét
az egyenes barmely D pontjira a ¢(D) pont egyértelmilen meghatarozott.

2.21. a) Az aldbbi RU {oco} — RU {0} fliggvények koziil melyek tartjik meg a
valds szamnégyesek kettésviszonyét (a fiiggvényeket a végtelenben ottani hatdrértékiikkel
értelmezziik) ?

flz)=xz+3, g(z) = 22, h(z) = 4z, jlx) = %, flx)=a2%-1.

b) A fenti fiiggvények CU {00} — C U {oo} hozzdrendeléseknek is felfoghatdk.
Melyek tartjak meg koziiliik a komplex kettOsviszonyt ?

2.22. Adjuk meg az 6sszes olyan R U {oco} — R U {oo} fiiggvényt, amely meg-
tartja a valés szdmnégyesek kettésviszonydt (a fiiggvényeket a végtelenben ottani
hatérértékiikkel értelmezziik)!
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2.23. (MS) (A kettdsviszony permutdcioi)

Legyen (ABCD) = x. Tekintsiik az A, B, C, D betlik 24 permutéciéjat. Min-
degyik 7 permutécidhoz tartozik egy (mw(A)mw(B)n(C)m(D)) kettSsviszony. Ennek
hanyféle értéke van? Fejezziik ki a lehetséges értékeket x-szel!

2.24. (MS) (Kettdsviszony vektorokkal)
Adott az e egyenes, rajta az A, B, C, D pontok, tovibb4 az e-re nem illeszked6
O pont. Tekintsiik az OA, OB, OC, OD egyenesek a, b,c, d irdnyvektorait és legyen

¢c=ara+ b, d = aza + B2b. (1)
Fejezziik ki az (ABCD) = %/g—g kettOsviszonyt az aq, B1, aso, B2 valtozokkal!

2.3. A kettésviszony fogalma (kori pontok, kom-
plex szdmok)

2.25. (M) (Komplex osztéviszony és kettésviszony)
a) A z1, 22, 23 komplex szdmok kettdsviszonya a
Z1 — Z3
(21,22,23) = ——
Z3 — 22
komplex szdm. Mutassuk meg, hogy harom komplex szam osztéviszonya pontosan
akkor valés, ha a komplex szdmsikon egy egyenesre illeszkednek!
b) Bizonyitsuk be, hogy az osztéviszony irdnyitdstarté hasonlésdgi transzforma-
ciékra invaridns!
c) A zi1, 29, z3, z4 komplex szdmok kettésviszonya a
(21,22,23) _ 21— 23 A1 2

Z1,22,23,24) = = :
(21, 22, 23, 21) (21,22,24) 23— 22 24— 2

komplex szam. Igazoljuk, hogy négy komplex szdm kettOsviszonya és inverziénal
szarmazé képeik kettésviszonya egymas konjugéltja!

d) Mutassuk meg, hogy négy komplex szdm kettdsviszony pontosan akkor valds,
ha a komplex szamsikon egy egyenesre vagy korre illeszkednek!

e) Mutassuk meg, hogy négy komplex szdm kettSsviszony pontosan akkor negativ,
ha egy egyenesre vagy korre illeszkednek és azon az AB pontpar elvilasztja a CD
pontpart!

2.26. (Kori pontok kettdsviszonya 1.)

Legyen egy kor 6 pontja A, B, C, D, P, Q. Jelolje PA, PB, PC, PD egyenesét
a, b, ¢, d. Jelolje QA, QB, QC, QD egyenesét o' V', ¢/, d'.

a) Igazoljuk, hogy (abed) = (a't'dd’).

b) Mutassuk meg, hogy ez az Gsszefiiggés akkor is fenndll, ha P megegyezik az A,
B, C, D pontok egyikével, ha ilyenkor az egybees6 pontok 6sszekotd egyenesének
a kor adott pontbeli érintéjét tekintjiik!
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2.27. (MS) (A komplex és a projektiv kettdsviszony azonossdga)

Adott a k koéron az A, B, C, D és a P. Mutassuk meg, hogy a PA = a, PB =
= b, PC = ¢, PD = d sugarnégyes (abcd) kettésviszonya egyenld az A, B, C, D
pontnégyes, mint négy komplex szdm, kettdsviszonydval (14sd az 1.60. feladatot)!

2.28. A k kort érintik az a, b, ¢, d, p, q egyenesek. Jelolje p egyenesnek az a, b, c,
d egyenesekkel valé metszéspontjait rendre A, B, C, D. Jelolje q egyenesnek az a,
b, ¢, d egyenesekkel valé metszéspontjait rendre A’, B, C’, D’ (14sd az 1. abrat).
Igazoljuk, hogy (ABCD) = (A'B'C'D").

2.29. (Steiner-tengely)

Adott a k kor hat pontja: A, B, C és A’, B, C'. Az A, B, C pontok kiilénboznek
egymastol és A’, B’, C' is harom kiilonb6z8 pont.

a) Mutassuk meg, hogy a k kornek legfeljebb egy olyan 6nmagéra vald kettdsvis-
zonytartd leképezése van, amelynél A, B és C képei rendre A’, B’ és C"!

b) Mutassuk meg, hogy van ilyen énmagdra val6 leképezése a kornek!

c) Az 1. dbrdn M és N az

B=AB NAB, y=AC'nA'C

pontokon at htizott 57y egyenes és a k kor metszéspontjai. Mutassuk meg, hogy M
és N az a)-b) feladatrészek szerint egyértelmiien 1étez6 transzformdcié fixpontjai!

2.4. Harmonikus elvalasztas

2.30. (Specidlis elrendezések)

a) Mennyi lehet a szdmegyenes A, B, C, D pontjainak kettGsviszonya, ha a
értéket kapunk?

b) A komplex szdmsikon komplex kettdsviszonnyal szdmolva kaphatunk-e az a)
részben feltett kérdésre mas értéket is?

2.28.1. abra.
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2.31. Adott egy egyenesen négy pont A, B, C, D. Lehetséges-e, hogy (ABCD) =
= (ABDC)? Mekkora lehet (ABCD) értéke? Ilyen helyzetben azt is mondhatjuk,
hogy A és B-re vonatkozéan C' harmonikus térsa D.

2.32. Igazoljuk, hogy ha A és B-re vonatkozéan C' és D harmonikus tarsak, akkor
C és D-re vonatkozbéan A és B is harmonikus tarsak.

2.33. Adott egy egyenesen harom pont A, B, C. Szerkessziik meg az egyenesen D-t
ugy, hogy (ABCD) értéke —1 legyen. Ez a szerkesztés elvégezhetd csak vonalzéval
is. Hogyan?

2.34. Egy sugdrsor négy eleme a, b, ¢, d. (abed) értéke —1. Hogyan helyezkedik el
a) d, ha c az a és b egyik szogflelezbje?
b) ¢ és d, ha a és b merdlegesek ?

2.35. Az ABC haromszoég AB, BC és C'A oldalain vannak rendre a C', A’, B’
pontok. Az AA’, BB', CC’ egyenesek egy sugdrsorhoz tartoznak. Az A’ B’ egyenes
D-ben metszi az AB egyenest. Igazoljuk, hogy (ABC'D) értéke —1.

2.36. Jelolje az ABCD trapéz AC, BD &tléinak metszéspontjat U, az AD, BC
szarak meghosszabbitdsdnak metszépontjat V', az AB, C'D alapok felezépontjait F’
és G. Mutassuk meg, hogy

a) az U, V, F,G pontok egy egyenesen vannak;

b) (UVFG) = —-1.

N
.
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2.29.1. abra.
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2.37. A k korhoz a D kiilsé pontbdl érintéket hizunk. Az érintési pontok S és T'.
Egy D-n athalado szel6 A és B pontokban metszi k-t C-ben pedig ST-t. Igazoljuk,
hogy (ABCD) értéke —1.

2.38. Tekintsiik a k kort és a ra nem illeszkedé O pontot. Az O pontbdl a kort
onmagara vetithetjilk, azaz tekintjik azt a ¢ : k — k leképezést, amelyre ¢(P)
az OP egyenes és a k kor P-t6] kiilonbozé metszéspontja, illetve ¢(P) = P, ha OP
érinti k-t (lasd az 1. 4brat).

a) Mutassuk meg, hogy ¢ kettésviszonytartéd leképezés!

b) Mutassuk meg, hogy ha ¢ a k koérnek énmagira valé kett8sviszonytart6
leképezése, amelynek a négyzete az identitds (azaz P € k esetén ¢ (¢(P)) = P,
tehdt o involicid), akkor létezik olyan O pont a sikon, amely barmely P € k pont
esetén illeszkedik a P, o(P) pontok Osszekotd egyenesére, illetve a k kor P-beli
érint8jére, ha P = ¢(P).

2.5. Kupszeletek, kor vetitése

2.39. (MS) [7] (Kupszeletek a pergéi Apolldniosz ,,Kénika” cimi; konyvsorozatdbdl)

Ha adott valamely ¥ sikban egy k kor és a 3 sikon kiviil a térben egy A pont,
akkor az A pontot tartalmazé és k egy-egy pontjan dtmend egyenesek unidjaként
létrejové ponthalmazt korkipnak nevezzik. A k kor a kip vezérkore az A pont
pedig a kup cstcsa. A kérkup egyenes korkup vagy forgdskip, ha a kup A csicsa
illeszkedik a k kor forgdstengelyére, a X sikra mer6leges, k kézéppontjan athaladé
egyenesre. Ellenkez6 esetben a kup ferde.

Mutassuk meg, hogy a korkip A csticsiat nem tartalmazé sikmetszete kor, ellip-
szis, hiperbola vagy parabola.

2.40. (M) (Kiilonbozd kormetszetek)

B

2.38.1. abra.
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a) Mutassuk meg, hogy a ferde kérkupnak van olyan a vezérkor sikjaval nem
parhuzamos sikmeteszete, ami kor!

b) Igazoljuk, hogy ha a korkipnak két nem pérhuzamos sikban taldlhaté sik-
metszete kor, akkor ez a két kor egy gémbon van!

2.41. (MS) (Kor vetitése korbe I., egyenes a végtelenbe)

Adott egy X sik k kore és egy attdl diszjunkt ¢ egyenese.

a) Mutassuk meg, hogy van olyan A pont a térben, amelyre az A csdcsi, k
vezérkort kipnak az A pont és a t egyenes I14 ; sikjdval parhuzamos sikmetszetei
korok.

b) Hatérozzuk meg az ilyen tulajdonsdgi A pontok halmazit a térben!

¢) Mutassuk meg, hogy a ¥ sik atvetithetd egy mésik sikba tigy, hogy k képe kor
legyen, és t az 1j sik idedlis egyenesébe képz6djon!

2.42. (Kor vetitése korbe I1., pont a kozéppontba)

Adott egy ¥ sik k kore és a k kor egy P bels§ pontja. Mutassuk meg, hogy a
stk atvetitheté egy masik sikba tgy, hogy k képe kor legyen, P képe a k képének
kozéppontja legyen!

2.43. (Kor kozéppontja csak vonalzéval nem szerkeszthetd)
Adott a sikban egy korvonal. Igazoljuk, hogy euklideszi szerkesztési médszerekkel,
de korzé hasznélata nélkiil nem szerkesztheté meg a kor kozéppontja!

2.6. Vetitések és a kettosviszony alkalmazasa

2.44. (M) (A teljes négyoldal tétele)

Négy egyenesrdl, amelyek koziil semelyik harom sem megy 4t ugyanazon a pon-
ton, azt mondjuk, hogy teljes négyoldalt alkot. A négy egyenes metszéspontjai,
Osszesen hat pont, a négyoldal csicspontjai. A csticspontokat egymassal 6sszekotve
harom 1j egyenest kapunk, ezek a négyoldal dtldi. Az atlokon két-két csticspont
talalhaté és az eredeti oldalak még két-két pontot, a négyoldal dtldspontjait met-
szenek ki az atlékbol. Mutassuk meg, hogy a teljes négyoldal atléin a csticsok az
atléspontokat harmonikusan valasztjak el!

Tehat ha e, ea, e3, es4 egyenesek és e; Ne; = Py,

P1oP3yNP1yPe3 = U, és PioP3yNP13Poy =V = (P12 P3,UV) = (—1).

2.45. (A teljes négyszag tétele)

Négy pontrél, amelyek koziil semelyik harom sincs egy egyenesen, azt mondjuk,
hogy teljes négyszoget alkot. Mutassuk meg, hogy ha az Fi, Fs, F3, E4 pontok
teljes négyszoget alkotnak és F; E; = p;j,

(P12Np34)(P1aNp2s) = v, 6s (p12Mpas) (P13Npas) = v = (p12psauv) = (—1).
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2.46. (MS) Tekintsiik az e egyenest, rajta az A, B pontokat, egy e-t4l kiillonb6z6
f egyenest és egy O1 pontot, amely e-re és f-re sem illeszkedik. Vetitsiik at e-t
f-re O1-en 4t, legyen A és B képe A’ és B’. Tekintsiik az A’ B, B’ A egyenesek O-
metszésponjat és vetitsiik vissza f-et e-re Oz-n 4t (ldsd az 1. dbrat). A két vetités
m kompoziciéja az e egyenest dnmagara képezi. Mutassuk meg, hogy ha P az e
tetsz6leges pontja, akkor 7(mw(P)) = P.

2.47. (MS) Vetitések egy ¢ kompozicidja az e egyenest dnmagdra képezi és az
A € e pontra ¢(A) # A, de ¢(¢p(A)) = A. mutassuk meg, hogy az e egyenes
tetsz8leges X pontjara ¢(¢(X)) = X.

2.48. (MS) [7] (Desargues II. tétele)

Adott az a egyenes és rajta ot kiilonboz6 pont: Aje, Ais, A14, Ass, A2 (az egyik,
barmelyik, lehet idedlis is).

a) Szerkessziink a stkon négy pontot, Pj-et, Po-t, Ps-at, Pj-et, tigy hogy a kozot-
tiikk futé egyenesek a-bdl az adott pontokat messék ki: aN PPy = a12, aN P Py =
=ai3, aNPiPy = a1, aN Po Py = a3, aN Pa Py = asy.

b) Mutassuk meg, hogy a Py P, P3Py négyszog sokféleképpen felvehet6 az a) fe-
ladatrésznek megfeleléen, pl P, és P, tetszélegesen elére felvehetd, csak arra kell
igyelni, hogy ne essenek egybe, egyik se illeszkedjen a-ra, de a P; P» egyenes at-
menjen Ajo-n.

c¢) Bizonyitsuk be, hogy az Ao, A1z, A14, Aa3, Aaq pontok meghatdrozzk az Agy
pontot, tehdt a b), c) feladatrészekben kapott barmelyik P; P, P3P, négyszognél
az a N P3P,y pont mindig ugyanaz a pont (lasd az 1. 4brat) vagy PsP; mindig
parhuzamos a-val.

2.46.1. abra.
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2.49. (M) [7] (Papposz feladata)

Adott az a egyenes és rajta harom kiilonb6z6 pont: Ais, Ayz, Aas valamint két
egyenes ai4 és aoy.

a) Mutassuk meg, hogy végtelen sokféleképpen megvilaszthatok a stk Py, P,
Ps, P, pontjai tgy, hogy teljesiiljenek az alabbi feltételek:

PPy = aya, PPy = aoy, Ai; € PiP; (1<i<j<4). (1)

b) Mutassuk meg, hogy a)-ban a lehetséges P3 pontok egy egyenesen helyezked-
nek el!

2.50. (MS) (Desargues I. tétele)

Azt mondjuk, hogy az Ay B1C} és az A3 BoCs haromszog pontra nézve perspektiv,
ha az A As, By By, C1Cs egyenesek egy ponton mennek at.

Azt mondjuk, hogy az Ay B1Cy, A3 B>Cy haromszogek egyenesre nézve perspek-
tivek, ha az A1 B1N Ay By, B1C1NByCs, C1 A1 NCy Ay pontok egyenesre illeszkednek
(lasd az 1. 4brat).

Mutassuk meg, hogy két haromszog pontosan akkor perspektiv pontra nézve, ha
perspektiv egyenesre nézve!

2.51. (S)

Adott harom egyenes, a, b és ¢, melyek egy kozos O ponton mennek at. Adott
még hdrom pont is: «, 5 és . Szerkesztendé6 ABC' héromszog, melynek A, B, C
csucsai rendre illeszkednek az a, b, ¢ egyenesekre, mig az «, 3, 7 pontok rendre
illeszkednek a haromszég BC, C A, AB oldalegyeneseire.

2.48.1. abra.
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2.52. (M) (MEMO 2008)

Az ABC egyenl6 szart hdromszogben AC' = BC. A haromszog beirt kore az AB
oldalt D-ben, BC-t E-ben érinti. Egy AFE-t6] kiillonb6z8, de A-n d&tmend egyenes a
beirt kort az F', G pontokban metszi. Az AB egyenes EF-et és EG-t rendre K-ban
és L-ben metszi. Igazoljuk, hogy DK = DL.

2.53. (Pillangd tétel)

Egy kor AB hurjénak felezOpontja F'. Az egyik AB iven van két tovabbi pont C
és D. A CF és DF egyenesek méasodik metszéspontja a korrel rendre E és G. DE
és GC hurok az AB huart rendre X és Y-ban metszik. Igazoljuk, hogy XF =Y F
(lasd az 1. 4brat).

2.50.1. abra.
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2.51.1. abra.
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2.54. (Pascal tétel)
Egy kor hat pontja A1, As, As, A4, As, Ag. Igazoljuk, hogy az
A1 As N Ay As, Ay Az N A5 Ag, AzAy N AgAy
metszéspontok egy egyenesen vannak (ldsd az 1. 4brat)!

2.55. (Pappos-Pascal tétel)
Adott a sikon két egyenes a és b. Az a egyenes hiarom pontja A;, Az, Az, a b
egyenes harom pontja By, Bs, Bs. Igazoljuk, hogy az

Ci2 = A1By N A3 By, Co3 = A2 B3 N A3Bs, C31 = A3B1 N A B3

metszéspontok egy egyenesen vannak(ldsd az 1. dbrat)!

2.7. Polaritas

D
B
C
E
A
G
2.53.1. abra.
Ay A3 N AsAg

A2A3 n A5A6____

AsAy N AgAs

Ay
2.54.1. 4bra.
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2.56. Adjunk meg a valds projektiv sik pontjai és egyenesei k6zotti olyan bijekciot,
amelynél egy pont és egy egyenes pontosan akkor illeszkedik egymaésra, ha bijektiv
megfelel6ik illeszkednek egymasra!

2.57. Adott az e és f egyenes valamint a rdjuk nem illeszkedé P pont. Jeldlje
a P-n atmend p egyenesen a p Ne, pN f metszéspontokat E és F, és legyen P
harmonikus tarsa az F, I’ parra H. Hatarozzuk meg a H pontok mértani helyét,
ha p felveszi Gsszes lehetséges helyzetét!

2.58. Adott a p egyenes és a k kor. Legyen P a p egyenes tetsz6leges, de k kiilse-
jében elhelyezked6 pontja, és jelolje a P-bol a k-hoz htizott érinték érintési pontjat
Up és Vp. Vizsgdljuk az UpVp egyenesek rendszerét, ha P befutja a p egyenest!

2.59. Adott a k kor és a ré nem illeszked6 P pont. Legyen p tetszOleges egyenes
P-n &t, amely az U, V,, pontokban metszi k-t és legyen k-nak az Up,, V,, pontokban
htizott érintéinek metszéspontja H. Hatarozzuk meg a H pontok mértani helyét,
ha p felveszi Gsszes lehetséges helyzetét!

2.60. Adott a k kor (nemelfajul6 kipszelet) és a rd nem illeszkedd P pont. Jelolje
a P-n d4tmenos p egyenes és k metszéspontjait F és I, és legyen P harmonikus tarsa
az E, F parra H. Hatdrozzuk meg a H pontok mértani helyét, ha p felveszi 6sszes
lehetséges helyzetét!

2.61. Bergengdcidban az u(u1;uz;us), v(vi;ve; v3) vektorok szorzatdnak a

< U,V > M= ULV + UV2 — U3V3

As

A
Ay

By By Bs
2.55.1. abra.
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valés értékii kifejezést tekintik.

Igaz-e, hogy az < u,v > )y szorzat

a) kommutativ?

b) asszociativ?

c¢) a vektorosszeaddssal disztributiv < w,v+w > p =< w,v > p+ < uw,w > pr7?

d) a skaldrral valé szorzdssal felcserélhetd < u, A\v > pp = A < w,v > 7

e) Melyek azok a vektorok, amelyek énmagukra merélegesek, azaz < u,u > p
=07

f) Hogy helyezkednek el egy adott vektorra mer8leges vektorok, azaz adott
esetén hol helyezdkednek el azok az u vektorok, melyekre < w,v > 5y =07

g) Igaz-e a paralelogramma tétel:

IS4

<utvutv>y+r<u—-vu—v>y=2<uu>y+2<u,u> g7

2.8. Véges strukturak

2.62. (S) [1]

A salakmotor-versenyek kedvel6i jél tudjdk, hogy ha egy pélyadn egyszerre 4
versenyzd fér el, és Gsszesen 16 versenyzé akarja Gsszemérni az erejét egymadssal,
akkor ,szerencsére” éppen be lehet Sket osztani négyes futamokba gy, hogy min-
denki mindenkivel egyszer talalkozzon.

Prébaljunk meg elkésziteni ilyen futam-beosztést!

2.63. (M) [5] Egy vdros autébuszjiratairdl a kovetkezdket tudjuk:
— Mindegyik jaraton 3 megallé van.
— Mindegyik jaratrél 4t lehet szallni barmelyik mésikra, de csak egy megdallénal.

— Barmelyik megall6bdl eljuthatunk barmelyik masik megélléba, de csak egy
jarattal.

Hény autébuszjirat van ebben a varosban?

2.64. (M)

a)[1] Vélasszunk ki minél tobbet egy szabdlyos 13-szog csicsai koziil agy, hogy
a kozottik fellépd tdvolsdgok mind kilénboézéek legyenek (teljesen szabélytalan
részsokszog) !

b) Kivdlaszthat6-e a szabalyos 13 cstcsai koziil hdrom-harom, hogy az igy ad6dé
két haromszog 6sszesen hat oldala mind kiilénb6z6 hosszusagu legyen?
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2.65. (Véges affin sik)
A (H, &) pért, ahol H tetsz6leges halmaz és € a H részhalmazainak egy rendszere,
affin stknak nevezzik, ha teljestilnek az aldbbi axiémék (H elemeit pontoknak, a

pontok £-ben talalhaté részhalmazait egyeneseknek nevezziik, két egyenest pdrhuzamosnak

neveziink, ha nincs koz6s pontjuk):

A1: Barmely két ponthoz pontosan egy olyan egyenes talalhatd, amelyben mind-
két pont benne van;

A2: Barmely ponton at barmely azt nem tartalmazo egyeneshez pontosan egy
vele parhuzamos egyenes huzhaté;

A3: Van hirom nem egy egyenesen 1év6 pont.

Tegyiik fel, hogy (H,€&) affin sik és van olyan egyenese, amelyen véges sok, n,
pont van.

a) Mutassuk meg, hogy minden egyenese n pont van!

b) Hény egyenes megy 4t egy ponton?

c¢) Hatérozzuk meg a pontok és az egyenesek szamat!

2.66. (Véges projektiv sik)

A (H, &) pért, ahol H tetsz6leges halmaz és £ a H részhalmazainak egy rendszere,
projektiv stknak nevezziik, ha teljestilnek az aldbbi axiémdk (H elemeit pontoknak,
a pontok E-ben taldlhaté részhalmazait egyeneseknek nevezziik):

P1: Barmely két ponthoz pontosan egy olyan egyenes talalhat6, amelyben mind-
két pont benne van;

P2: Barmely két egyenesnek pontosan egy koz0s pontja van.

P3: Barmely egyenesnek legaldbb harom pontja van;

P4: Barmely pontot legaldbb harom egyenes tartalmaz.

Tegyiik fel, hogy (H, &) projektiv sik és van olyan egyenese, amelyen véges sok
pont, (n + 1) pont van.

a) Mutassuk meg, hogy minden egyenesen (n + 1) pont van és minden ponton
at (n + 1) egyenes halad.

b) Hatérozzuk meg a pontok és az egyenesek szdmat!

2.67. (M) (Blokkrendszer)

Egy (v, k, \)-blokkrendszer egy V alaphalmazbél (elemei a pontok) és annak
részhalmazainak egy B részhalmazabdl (elemei a blokkok) 4ll6 (V, B) halmazrend-
szer, ha

VBL1. |[V|=v,

VB2. Minden blokk k elemi,

VB3. minden két kiillonb6z6 pontbdl all6 par pontosan A blokkban van egyszerre
benne.

a) Fejezziik ki v, k és \ segitségével a blokkok |B| = b szdmat!

b) Fejezziik ki v, k és A segitségével egy adott pontot tartalmazé blokkok r
szédmdt! (Ez miért fliggetlen a ponttdl?)
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c) Mutassuk meg, hogy ha létezik (n? +n + 1,n + 1,1) blokkrendszer (n > 2),
akkor az projektiv sik!

d) Mutassuk meg, hogy ha létezik (v,k,1) blokkrendszer (v > k > 3), akkor
v > k? — k41 és egyenl6ség esetén a blokkrendszer projektiv sik!

e) Igaz-e, hogy ha létezik (n?,n, 1) blokkrendszer (n > 2), akkor az affin sfk?

f) Prébéljuk meg eldonteni, hogy mely 2 < k£ < v < 31 esetén van (v, k,1)
blokkrendszer!

2.68. Mutassuk meg, hogy léteznek olyan (13,3, 1) blokkrendszerek (ldsd a 2.67.
feladatot), amelyek egymdassal nem izomorfak (tehat az alaphalmaznak nincs olyan
bijektiv leképezése dnmagdra, amely az egyik blokkrendszert a méasikba viszi).

2.69. Mutassuk meg, hogy pontosan akkor van (v, 3, 1) blokkrendszer (l4sd a 2.67.
feladatot), ha v =1 (mod 6) vagy v =3 (mod 6).

2.9. Vegyes feladatok

2.70. ABCD konvex négyszog. Az A csticson at parhuzamost hiizunk BD-vel, ez
lesz az e egyenes. A B cstcson at parhuzamost htizunk AC-vel, ez lesz az f egyenes.
Legyen e és f metszéspontja E. Igazoljuk, hogy EC ugyanolyan ardnyban osztja
BD-t, mint ED AC-t.

2.71. Egy korhoz a kiilsé A pontbdl érintéket hizunk, az érintési pontok B és C.
A B ponton keresztiil pairhuzamost htizunk AC-vel, ez D-ben metszi a kort. DA
a kort E-ben metszi. BE és AC metszéspontja F'. Mutassuk meg, hogy F felezi
AC-t.

2.72. Az ABCD trapéz parhuzamos oldalai AB és CD, AC' = BC. AB felez6pont-
ja F. Az F-en at huzott egyenes AD-t P-ben a DB 4tl6 B-n tili meghosszabbitasat
@-ban metszi. Igazoljuk, ACPZ = QCB/Z.

2.73. Az ABC héaromszogben AB = AC. A héromszog oldalaira kifele rajzoljuk
az azonos koriiljarasi, egymdshoz hasonl6 ABC’, BCA', CAB’ hiromszogeket.
AB:BC:CA=AC'":BA' :CB' = BC' : CA’ : AB'. Bizonyitsuk be, hogy AA’,
BC'" és CB’ egy ponton mennek &t.

2.74. Az ABC haromszog beirt kore a megfelel§ oldalakat rendre az A’, B, C’
pontokban érinti. Az A’ pont meréleges vetiilete a B'C’ egyenesre T. Igazoljuk,
hogy BT A/ = A'TC/ .

2.75. Az ABC héiromszog szogfelez8je A’-ben metszi a BC' oldalt. Legyen X egy
tetszéleges belsd pontja az AA’ szakasznak. BX N AC = B’ , CXNAB = (',
A'B'NnCC'"=P, AC'N BB = Q . Igazoljuk, hogy PAC/ = QAB/
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2.76. [8] A sikbeli konfigurdcid olyan p sz4mu pont és g sz4mu egyenes rendszere,

amelyek egy sikban fekszenek oly médon, hogy a rendszer barmely pontja a rend-

szernek v szdmu egyenesére illeszkedik és ugyanigy a rendszer barmely egyenese a

rendszer 7 szdmu pontjin megy at. Az ilyen konfiguraciot a (p,gr) jellel jeloljik.
a) Mutassuk meg, hogy minden konfigurdciéra érvényes a py = g Osszefiiggés!
A (pypy) konfigurdciét a (p,) jellel roviditjikk.Az aldbbi konfigurdciok koziil

melyek 1éteznek ?

b) (32); c) (6243); d) (72); e) (73); £) (83);

8) (93).

2.77. Adott a (projektiv) térben az egymdssal paronként kitéré ey, es és e3 egyenes.

a) Van-e a tér minden pontjan 4t olyan egyenes, amely mind a hdrom adott
egyenest metszi?

b) Mutassuk meg, hogy az e, e, e3 egyenesek barmelyikének barmelyik pontjén
4t pontosan egy olyan egyenes van, amely metszi a mésik két egyenest!

c) Tekintsiik azt a ¢ : e — e3 leképezést, amelynél

»(P)=Q — P(Q metszi eg-et.

Igazoljuk, hogy ¢ kettOsviszonytartd bijektiv leképezés.

A tovabbiakban b) pontban szerkesztett Osszes egyenes altal surolt F feliiletet
vizsgaljuk.

d) Legyenek f, g h és j olyan egyenesek, amelyek az ej, eq, e3 egyenesek mind-
egyikét metszik, a megfelel6 metszéspontokat jelolje Fy, Fy, F3, G1, G2, G3 és Hy,
Hy, Hj illetve Ji, Ja, J3. Mutassuk meg, hogy

(F1G1H1J1) = (FQGQHQJQ) = (F3G3H3J3).

e) Legyen ) tetszdleges valds szam és jelolje Fi, G, Hy az f, g, illetve h egye-
nesnek azt a pontjat, amelyre

(F1FoF3Fy) = (G1G2G3Gy) = (H1HoHsHy) = M.

Igazoljuk, hogy a Fy, G, Hy egy egyenesre illeszkednek.

f) Mutassuk meg, hogy F barmely pontjan két olyan egyenes halad 4t, amelynek
minden pontja F-hez tartozik és a F-hez tartoz6 egyenesek két csoportba oszthatok
gy, hogy két egyenes pontosan akkormesse egymaést, ha kiilonb6z6 csoportba tar-
toznak.

44

2. FEJEZET. PROJEKTIV GEOMETRIA



3. FEJEZET
A gomb geometriaja

Ehhez a fejezethez Bartha Zsolt didk készitett megoldasokat.

3.1. (MS) Bizonyitsuk be, hogy barmely gémbharomszogben a szokésos jelolések
mellett teljesiil a kovetkezd Osszefiiggés (gémbi szinusztétel):

sina :sinb:sinc=sina :sinf : sin~y.

3.2. (MS) Bizonyitsuk be, hogy barmely gombharomszogben a szokasos jelolések
mellett teljesiil a kovetkezd Osszefiiggés (gémbi koszinusztétel az oldalakra):

cosa = cos b cos ¢ + sin bsin ¢ cos a.

3.3. (MS) a) Bizonyitsuk be, hogy a gémbhdromszogekre teljesiil a haromszog-
egyenlGtlenség.

b) Bizonyitsuk be, hogy egy gombhéromszog keriilete kisebb, mint egy f6kor
hossza (27).

3.4. (M) Bizonyitsuk be, hogy egy gémbharomszog poldris gombharomszogének
polaris gdbmbhéaromszoge az eredeti gombharomszog.

3.5. (MS) Mutassuk meg, hogy egy gombharomszog poldris gombharomszogének
oldalai az eredeti gdbmbharomszog megfelel6 szogeit m-re egészitik ki. Igaz-e, hogy
a polaris gobmbharomszog szogeit az eredeti gobmbhiromszog megfelel$ oldalaival
Osszeadva szintén -t kapunk?

3.6. (MS) Bizonyitsuk be, hogy barmely gombharomszogben a szokésos jelolések
mellett teljesiil a kovetkezd Osszefiiggés (gémbi koszinusztétel a szogekre):

cosa = — cos 3 cosy + sin S siny cos a.
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3.7. (MS) Szdmitsuk ki Budapest és New York tavolsagat a Fold felszinén mérve!
A két varos foldrajzi koordinatai:

Budapest: északi szélesség 47,5°, keleti hosszusag 19°,

New York: északi szélesség 41°, nyugati hossziisag 74°.

A Fold sugara: 6378 km. (A Foldet tekintsiik tokéletes gombnek.)

3.8. (MS) Egy repiild elindul Oslébdl (északi szélesség 60°, keleti hosszisdg 11°)
nyugati irdnyban. Végig egyenesen (vagyis a Fold egy f6kore mentén) halad, majd
az Egyenlitét elérve leszall. Melyik varosban ér foldet?

3.9. (MS) Milyen irdnyban kell elindulnia egy repiildnek Budapestrol (északi szé-
lesség 47,5°, keleti hossztisdg 19°) London (északi szélesség 51,5°, hosszisag 0°)
felé? Feltételezziik, hogy a repiild végig egyenesen (a Fold egy f6kore mentén) hal-
ad.

3.10. (MS) Bizonyitsuk be, hogy minden gdmbhdromszogben a stlyvonalak egy
pontban metszik egymast.

3.11. (MS) a) Mekkora az « szogli gdmbkétszog teriilete?
b) Egy gombharomszog szogei «, 3 és . Mekkora a teriilete? (Egységsugari
goémbbel dolgozunk, melynek felszine 47.)

3.12. (MS) Adottak a gombon az A és a B (nem &tellenes) pontok. Mi azon C
pontok mértani helye a gémbfeliileten, amelyekre az ABC gémbhéromszog tertilete
alland6?



4. FEJEZET
A hiperbolikus sik Poincaré-modellje

Tekintsiink egy K kort. Modelliink pontjai e korlap belsd pontjai (ezek nevez-
ziik ezentdl a hiperbolikus sik pontjainak). Modellink egyenesei (a hiperbolikus
egyenesek) a K korre merdleges korok és egyeneseknek a korlapon beliili részei.
A hiperbolikus egyenesekre val6 hiperbolikus tengelyes tiikrézések a hiperbolikus
egyenesnek megfelel§ korre (egyenesre) vonatkozé inverzié (ill. szokdsos tengelyes
tlikrozés).

4.1. (MS) Mutassuk meg, hogy a hiperbolikus tiikrozés valoban énmagara képezi
a modell ponthalmazat!

4.2. (MS) Mutassuk meg, hogy barmely két hiperbolikus ponton 4t pontosan egy
hiperbolikus egyenes hiizhaté. Adjunk szerkesztési eljarast is! Igazoljuk az &llitdst
arra az esetre is, amikor a két pont barmelyike, akar mind a kettd, K hatadrvonaldn
van!

4.3. (MS) Mutassuk meg, hogy barmely ponton &t, barmely azt nem tartalmazé
egyeneshez tobb (a hiperbolikus sikon) diszjunkt hiperbolikus egyenes is hizhaté!
Mutassuk meg, hogy mindig két ,elpattand” hiperbolikus egyenes van, azaz olyan
hiperbolikus egyenes, amely atmegy az adott ponton és csak K hatarvonaldn van
koz6s pontja az adott hiperbolikus egyenessel!

4.4. (MS) Adott két koz6s pont nélkiili hiperbolikus egyenes. Szerkessziink olyan
hiperbolikus egyenest, amelyre valé tengelyes tiikkrozésnél mindkét adott egyenes
fix (kozos merdleges)!

4.5. (MS) Adott két hiperbolikus egyenes. Szerkessziink olyan hiperbolikus egyen-
est, amelyre vonatkozé tiikrozés egymdsra képezi a két egyenest (szogfelezd)!

4.6. (MS) Adott két hiperbolikus pont. Szerkessziink olyan hiperbolikus egyenest,
amelyre vonatkoz6 hiperbolikus tiikrozés felcseréli a két pontot (felezémerdleges)!
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4.7. (MS) Adott egy pont és egy hiperbolikus egyenes. Szerkessziink az adott pon-
ton at olyan hiperbolikus egyenest, amelyre vonatkozo tiikkrozésre az adott egyenes
fix (magassdgvonal)!

4.8. (MS) Szerkessziink hiperbolikus hdromszoget, amelynek szogei 60° , 45°, 45°!
Parkettazzuk ki a modell jelentds részét ilyen haromszogekkel! Az dbrat vessiik
ossze M.C. Escher ,,Angyalok és 6rdogok I1. (Kreislimit IV.) rajzavall

4.9. (MS) Adott a K kort az A és B pontban metsz§ L kor, tovabba az A és
B pontokon atmend K-ra merdleges H kor. Mutassuk meg, hogy barmely olyan
hiperbolikus tengelyes tiikrozés, amely egymasra képezi L két pontjat, az 6nmagéra
képezi L-et is és H-t is (tehat L pontjainak a H egyenestdl valé tdvolsiga allandd,
azaz L ekvidisztdns gorbe)!

4.10. (MS) Adott a K kort az A pontban belilrél érinté L kor és legyen H tet-
sz6leges olyan hiperbolikus egyenes, amelynek egyik hatdrpontja A. Mutassuk meg,
hogy a H-ra vonatkoz6 hiperbolikus tiikrozésnél L fix (tehat L paraciklus, azaz
egymashoz elpattand egyenessereg minden egyes elemén kijellt egy-egy pont hal-
maza, amelyek az egyenessereg tagjaira vonatkozo tiikrozésekkor egymasba mennek
at.)

4.11. (MS) Adott a K kor belsejében egy L kor. Mutassuk meg, hogy L belsejében
van egy olyan O pont, amelyen dtmend barmely hiperbolikus egyenesre vonatkozé
hiperbolikus tiikr6zésnél L énmagara képzodik! Igazoljuk, hogy L barmely két pon-
tjdnak hiperbolikus felez6merdlegese atmegy O-n! Lassuk be, hogy O a K és L
korok generdlta korsor pontkore! (Azaz L hiperbolikus kor, melynek kozéppontja

0)

4.12. (MS) Adott két hiperbolikus kor (a hiperbolikus koézéppontjuk nélkiil). Sz-
erkesztend6 a hiperbolikus centralis.

4.13. (MS) Bizonyitssuk be, hogy barmely hiperbolikus hdromszég oldalfelezd
merdlegesei egy ponton mennek at!

4.14. (MS) Bizonyitssuk be, hogy barmely hiperbolikus hdromszég magassagvon-
alai egy ponton mennek at!



5. FEJEZET
Vegyes feladatok

5.1. [5] Adjunk meg a sikon végtelen sok pontot gy, hogy koziilikk barmely ket-
tének a tavolsdga (egy elére megadott egységhez viszonyitva) raciondlis legyen, és
a pontok ne legyenek mind egy egyenesen! Megadhatdk-e a pontok gy hogy ne
legyen olyan egyenes, amelyik koziilitk hdrmon megy at?

5.2. (MS) Az aldbbiakban kxy z-vel jeloljiikk az X, Y, Z pontokon dtmend kort.

Legyen adva a sikon négy tetszéleges pont, A, B, C' és D. Ha P olyan pont,
amelyre a kapp, kcpp korok érintik egymaést és a kapp, kpcp korok P-n kiviil
még P’-ben metszik egymast, akkor kapp: és kopps érintik egymést.

5.3. (M) Nemzetkozi Didkolimpia 2012/5

Legyen az ABC haromszoghen BCAZ = 90°, és legyen D a C-bél indulé maga-
ssag talppontja. Legyen X a C'D szakasz bels6 pontja. Legyen K az AX szakasznak
az a pontja, amire BK = BC. Hasonldéan, legyen L a BX szakasznak az a pontja,
amire AL = AC'. Legyen M az AL és BK egyenesek metszéspontja. Bizonyitsuk
be, hogy MK = M L.

5.4. (M) [2] Casey szerint Hart megkizelitése Malfatti tételéhez

5.2.1. abra.
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Adott harom irdnyitott kor: ki, ko, ks. Az es, fs3 irdnyitott egyenesek ki-et
érintik, ko-t antiérintik. Az eo, fo egyenesek ks-at érintik, ki-et antiérintik, mig ey
és f1 érintik ko-t, mig ks-at antiérintik. Mutassuk meg, hogy e, es és e3 pontosan
akkor mennek at egy kozos ponton, ha f1, fa és fs dtmennek egy kdzds ponton.

5.5. (M) Tekintsiik az ABC D érinténégyszoget, és annak A csicsan at az e egyen-
est, mely a BC oldalt M-ben, a C'D oldal meghosszabbitasat pedig N-ben metszi.
Jelolje az ABM, MCN, N DA haromszogek beirt korének kozésppontjat rendre Iy,
15 és Is. Mutassuk meg, hogy az I I5I3 haromszog magassagpontja az e egyenesen
van!



Megoldasok

1. Inverzio

1.1. Legyen az inverzi6 alapkore k, kbzéppontja O, az invertadland6 pont P.

Harom esetre bontjuk a feladatot.

1. eset: P illeszkedik a k korre. Ekkor P’ = P.

II. eset: P a k kor kiils6 pontja (ldsd az 1. abrédt). Legyenek P-bél a k korhoz
hiizott érinték érintési pontjai B és C. Allitjuk, hogy B-nek és C-nek az OP egye-
nesre vonatkozé kozos merdleges vetiilete — tehdt a BC' szakasz felez6pontja — P’.
Val6ban, az OBP derékszogli hdromszogre vonatkozé befogé-tétel (médsképp: az
OBP', OPB haromszégek hasonlésiga) szerint erre a P’ pontra OP'-OP = OB?,
ahol OB a k kor sugara, {gy P’ a P inverze.

II1. eset: P a kor bels6 pontja. Az az 1. abrat most forditva szerkesztjiik meg. A
P-ben az OP egyenesre allitott merdleges a k korbol kimetszi a B, C pontokat, és az
azokban k-hoz htzott érint6k egymdast P invertaltjaban metszik. Ennek igazoldsa
a II. esetével analdg.

1.2. Jeldlje az inverzi6 alapkorét i, kozéppontjat O, az invertdland6 pontot P.

Tegyiik fel el6szor, hogy a P kézépponti PO sugart kor metszi az ¢ kort, legyenek
a metszéspontok T és To. A T iiletve Ty kozépponttt T10 (= T»0) sugart korok O-
n kiviil még egy pontban metszik egymast, legyen ez (). Kénnyen igazolhat6, hogy
Q a P inverz képe i-re, ha figyelembe vessziik, hogy az OTy P, OQT; hiromszogek
hasonloéak.

Ha a P kozépponti PO sugard kér nem metszi az i kort, akkor az aldbbi
elékészité eljarast hajtjuk végre. Az OP szakaszbdl kiindulva szabdlyos harom-
szogracsot szerkeszthetlink a korzo segitségével és igy megszerkeszthetjiikk az OP
félegyenes P», Ps, ...pontjait, melyekre OP, = 20P, OP; = 30P, .... Valame-
ly n-re a P, pont P inverze méar szerkeszthetd lesz. Ezek utédn az OP) szakaszra

n
alapul6 szabdlyos haromszograccsal megszerkesztjiik az OP), félegyenes azon @ pon-

51

592 MEGOLDASOK

tjat, amelyre OQ = nOP),. Ez a Q pont a P invertéltja, hiszen

7.2 ,,12 ,,,2
- - =n— = e
op ~"nop ~"op, ~ "0 =0

1.3. Jeldlje az adott pontokat O és P. Két szabalyos haromszog szerkesztésével
»dupldzhat6”, hdrommal tripldzhaté az OP szakasz, azaz megszerkesztheté az a
P; és az a P3 pont, amelyre az OP, szakasz felezOpontja P, illetve az O Ps szakasz
O feldl iharmadolépontja P. A P, Ps3 pontok képe az O kozéppontit P ponton

B

/I,

C

1.1M.1. abra.

1.2M.1. abra.
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atmend korre vonatkozé inverziéndl az OP szakasz Pj felezSpontja illetve Pj§ har-
madolépontja. Ezeket az 1.2. feladat megolddsa alapjan szerkeszthetjiik.

1.4. a) AOBZ = A’OB'/ hiszen porzitiv paraméter(i inverziénal az OA, OA’
feélegyenes megegyeznek egymdssal csaktigy, mint az OB, OB’ félegyenesek, mig
negati{v paraméterti inverziéndl O A és O A’ illetve OB és OB’ is egymadssal ellentétes
(ugyanazon az egyenesen ellenkezd irdnyt) félegyenesek.

Az inverzi6 definici6ja szerint

A=0A-0A"=0B 0B, (1)
amibol % = 8—3:, tehat az egyenld szog melletti oldalak ardnya egyenld, a két
haromszog valoban hasonlé.

b) Ha a négy pont nincs egy egyenesen a G.I1.11.17. feladat allitdsa szerint (1)-
bol kévetkezik, hogy egy koron vannak.

1.5. b) A kép az OT szakasz Thalesz kore — kivéve magat az O pontot —, ahol T'
az e egyenes és a T kor érintési pontja.

c) A T pont képe 6nmaga a rajta atmend k korre vonatkozé inverziénal.

Legyen P az e egyenes tetszbleges T-t6] kiulonboz6 pontja és Q az OP féle-
gyenes és OT Thalesz korének O-t6l kiilonboz6 metszéspontja. Az PTO hérom-
sz0g derékszogli, az O P atfogdhoz tartozé magassag épp QT', hiszen a Thalesz-tétel
értelmében TQOZ derékszog. A Befogé-tétel szerint OQ - OP = OT?, ami épp azt
jelenti, hogy P és QQ egymas képei az OT sugaru korre vonatkozé inverziénal. Tehét
e pontjai a Thalesz korre keriilnek.

1.5M.1. abra.
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Megforditva, ha @ az OT szakasz Thalesz korének O-tdl és T-t6l kilonbozd
pontja, akkor az OQ) félegyenes és az e egyenes P metszéspontjira elmondhaté az
el6z6 bekezdés gondolatmenete, P és () egymaés képei az inveriénal. Tehédt a Thalesz
kor barmelyik O-t6l kiilonb6z6 pontja el6all képként.

1.6. Kilencszeres nagyitassal.

Tekintsiink altaldban egy A1 és egy Ao paraméteri O centrumu inverziét. A P
pont két képe — Py és P, —az OP irdnyitott egyenesen helyezkedik el az OP-OP; =
= A1, OP-OP; = )3 relacidknak megfelelSen. A két dsszefiiggés hanyadosa: S22 =
= i—f, tehat a P, pont a P; pont képe az O centrumui i—f aranyu nagyitasnal.

2 2
A konkrét esetben 22 = 3 = (T—?) =9.

A1 r2 = \r

1.7. Ha e 4tmegy az inverzié O centrumén, akkor képe lényegében 6énmaga, csak
maganak az O pontnak nincs képe a sikon illetve O nem is képe a sik semelyik
pontjanak sem.

Ha e nem megy at az inverzié centrumén, akkor képe egy O-n atmend kor. Ha az
O-b0l e-er &llitott merbleges talppontja T', és T képe az inverzional T’ akkor e képe
az OT' szakasz Thalesz kore az O pont nélkiil. Ez az 1.5-1.6. feladatok mint4jara
igazolhatd.

1.12. a) A P pont P’ képe az OP egyenesen van, tehit valamely « valds szdmmal

OP" = aOP. Az inverzi6 definicidja szerint az OP, OP" vektorok el6jeles hosszanak
2

szorzata \, azaz on:?:—g = ), tehat o =

z2j\—y2’ P’ (wz)fy2§ gaz/}ﬁ/yz) .
b) Az inverzié inverze ugyanaz az inverzio, tehat a P(z;y) pont a P’ (mzAszg, r;\Tny)
pont képe.
c) A P(z,y) pont akkor és csakis akkor van rajta a megadott egyenletii alakzat
képén, ha a P pont Ose rajta van az eredeti alakzaton, tehat ha a P pont 6sének
koordinatai kielégiti az alakzat egyenletét:

\x 2 Ay 2 \x Ay 2
A —— - Bl ——— —— D =0.
((1‘2+y2) +<u’v2+y?> " (w2+y2)+c<w2+y2> =0

Mivel ) )
\x . Ay B )\2($2 + y2) B A2
x2+y2 I2+y2 - (x2+y2)2 _z2+y2’

igy (22 + y?)-tel valé atszorzds utdn a

ND(x? +y?) + ABx +\Cy + A =0 (1)

egyenlethez jutunk.
d) Az
A@* +y*)+ Bz +Cy+D =0 (2)
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A-tél figgben kor vagy egyenes egyenlete és D-t6l fliggben dtmegy az origdn, ami
az inverzié centruma, vagy nem megy at rajta. Részletesen:

paraméterek alakzat

A=0,de B#0vagy C #0 | egyenes

A#0 kor (pontkor, képzetes kor)
D=0 atmegy az inverzié centrumén)
D#0 nem megy at az inv. centruman

Az 1., 1. egyenletek 6sszevetésébdl ldthatd, hogy az inverziénal
a centrumon atmené egyenes képe a centrumon atmené egyenes;
a centrumon atmend kor képe a centrumon &t nem mend egyenes;
a centrumon &t nem mend egyenes képe a centrumon atmend kor;
a centrumon at nem mend kor képe a centrumon at nem mend kor.

1.13. Az inverzié O; centrumdt a vizsgalt k kor Oy kézéppontjaval Gsszekotd e
egyenesen szamolunk. Kissé altalanosabban dolgozunk, az i inverzié paramétere
legyen ), a feladatban A = 2.

Legyen enk = { A, B}. Tekintsiik az e egyenest olyan szdmegyenesnek, amelynek
origbja O; és Oy, felé van irdnyitva. Az Oy, A, B pontoknak feleljenek meg rendre
a § = d, a, b szdmok, ahol tehat %2 =7, @t — 4 Ezekbil

2 2
ab:<a+b> 7<‘aib‘) =d? —r2
2 2

Az A, B pontok i inverziénél szarmazé A’, B’ képeinek megfeleld szamok %7 %,
tehat a k kor k' képének kozéppontjinak a

y_aty _atbr
2 2 ab  d?—r?
szém felel meg, mig k' sugara
o %—% _ b—ai B A1
o2 | 2 ab| |d2-r2|

A képkor sugara tehét Id%’:”’ mig a képkor kozéppontjanak az inverzié cen-

trumétél mért tavolsiga d' = %

1.15. Tegyiik fel eldszor, hogy i kicseréli egyméssal A-t és B-t és tekintsiink az
A, B pontokon atmené tetszdleges k kort. Az inverzié paramétere, a A = OA - OB
mennyiség egyben az O pont k koérre vonatkozd hatvanya. Legyen C a k kor egy
tetszéleges tovabbi pontja és az OC egyenes még D-be messe k-t — illetve legyen
D = C, ha OC érint6. Az O pont k korre vonatkozé hatvinya ezen a szeldn is
leolvashat6: A = OC'-OD, azaz i kicseréli C- tés D-t is, tehat k-t dSnmagara képezi.
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Megforditva, tegyiik most fel, hogy a k kor 6nmagara képzédik az O centrumi
i inverziénal. Az A pont képe az OA egyenes és a k kor A-tdl kiilonb6zé met-
széspontja, tehat B. Ez épp azt jelenti, hogy A és B kicserélédik egymassal az i
inverziénal.

1.16. Tekintsiik az AA" = a egyenest. Az A-t és A’-t kicseréld O inverzi6 centruma
az inverzi6 definicidja szerint az AA’ egyenesen van és kiilonbozik az A, A’ pontok-
t6l. Megforditva, ha O az a egyenes A-t6l és A’-t6l kiilonbozd tetszbleges pontja,
akkor az O centrumt OA - OA’ paraméterti inverzi6 kicseréli egyméssal az A, A’
pontokat (ha O az AA’ szakasz bels§ pontja, akkor az OA - OA’ szorzat értékét
tekintsiik negativnak).

A tovabbiakban két esetet kiillonboztetiink meg aszerint, hogy B illeszkedik-e
a-ra vagy nem illeszkedik ra.

Ha B nem illeszkedik a-ra, akkor tekintsiik az AA’ B haromszog k kortlirt korét.
Az 1.15 feladat eredménye szerint az A-t és A’ egymdssal kicseréld inverzi6 6n-
magara képezi a k kort, tehdt B-t a k valamely A-t6] és A’-tél kiilonb6z8 pontjdba
viszi. Mdsrészt ha B’ a k kor tetszbleges A-t8l és A’-tél kiilonboz6 pontja és a
BB’ = b egyenes — illetve B = B’ esetén a k kor B—beli b érintéje — az O pontban
metszi a-t, akkor O kiilonbozik az A, A’ pontoktdl és az O centrumi, A = OA-OA’
paraméterd inverzié k-t onmagdra, B-t B’-re képezi. Eléfordulhat, hogy az a, b
egyenesek parhuzamosak egymadssal, ekkor nincs inverzid, szerepét az AA’ szakasz
t felezOmerolegesére vald tengelyes tiikrozés veszi at, az cseréli ki egymaéssal A-t és
A’-t, illetve B-t és B’-t. A keresett mértani hely tehét a k kor kivéve hdrom pontot :
A-t, A'-t és B t-re vonatkozo tiikorképét.

Ha B illeszkedik a-ra, akkor tekintsiik ezt az egyenest szdmegyenesnek. Az A, A,
B pontokhoz illetve a keresett B’ ponthoz rendelt valés szdmok legyenek rendre a,
o, B illetve 5'. Az O pont akkor és csakis akkor megfelels inverziés centrum, ha
az O-nak megfeleltetett x valds szamra

(a—az)(e —2)=(B—2)(f —2) (1)
A zardjelek felbontdsa utan z-re linearis egyenletet kapunk, mely rendezéssel a
ad' = B =z ((a+a') = (B+5) (2)

alakra hozhaté. A 2 relacié jobb oldaldn az x egyiitthatdja pontosan akkor zérus,
ha %O‘/ = [HTL’/, azaz ha az AA’, BB’ szakaszok felezépontja egybeesik. Ebben az
esetben nincs inverzid, hanem egy kozéppontos tiikrézés van helyette,

Minden més esetben a 2 egyenletbdl egyértelmiien meghatdrozhatd x értéke és
az 1 szorzat megadja az inverzié paraméterét. Ez csak akkor lehet zérus, ha az 1
relacié egyszerre mindkét oldaldn nulla 4ll, tehdt csak akkor, ha az A, A’ pontok
egyike megegyezik a B, B’ pontok egyikével. Ilyenkor tényleg nincs megfelelé in-
verzi6, vagy trividlis az 4llitds (A = B és A’ = B’ ill. A= B’ és A’ = B). Tehat B’
az a egyenes tetszdleges pontja lehet, kivéve hdrom pontot: A-t és A’-t, valamint
a B pont AA’ felez8pontjara vonatkozo titkorképét.
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1.17. Az inverzi6 centruma az AA’ egyenes egy olyan O pontja amelyre
OA-0A' = 0C?. (1)

Ha A, A’ és C nem kollinearis, akkor a fenti osszefiiggés a szel6tétel alapjan ugy is
értelmezhetd, hogy az AA’C haromszog koriilirt korét érinti az OC' egyenes, azaz O
a ponthdrmas koriilirt kore C-beli érint8jének az AA’ egyenessel valé metszéspon-
tja.

Az A, A’, C pontok kollinedrisak is lehetnek. Erre az esetre térjiink vissza az 1.18.
feladat megoldasa utan!

1.18.

1. megoldas. a)-b) Egyszerre kezeljiik a két feladatrészt. A példdnak akkor van
értelme, ha az A és a B pont — illetve A és A’ — egyméstol kiilonbozd.

Messe az AB egyenes a K kort a Ty, Ts pontokban. Ha 7775 nem dtmérdje K-
nak, akkor A és B nem egymads képe a K korre vonatkozé inverziénal és K nem is
Apolléniusz kore az A, B pontparnak.

Tegytik fel a tovibbiakban, hogy 717> a K kor atmérdje és Ty elvilasztja az
A, B pontokat. Tekintsiik a K kor T1-t6l és Tr-t6l kiilonboz6 C pontjat és képez-
zik az ACBZ sz6g bels6 szogfelez6jének AB egyenessel vett H metszéspontjat.
A szogfelezd-tétel értelmében C akkor és csakis akkor van rajta az A, B pontpar
Ti-et is tartalmaz6 Apolldniusz koérén, ha H = T.

A G.I1.6.30. feladat eredményét fogjuk hasznalni. Eszerint, ha az ABC harom-
sz0g L koriilirt korének C-beli érintéje az AB egyenest a P pontban metszi, akkor
PC = PH, tehéat a P kozéppontu PC' sugaru kor dtmegy H-n.

Ha A és B egymas képe a K korre vonatkozé inverziénal, akkor az L kor on-
magéra képzdédik ennél az inverziénal, igy az 1.19. feladat allitasa szerint az L kor
C-beli érintéje dtmegy O-n, tehat P = O, H = Ty, igy K val6ban Apolléniusz kor.

Megforditva, ha K az A, B pontpar Apolléniusz kore, akkor H = 11, igy a
CH szakasz felezémerdlegese — ami dtmegy P-n — egyben a K kor CTi hurjanak
is felezémerdlegese, igy P = O. Ekkor OC érinti L-t C-ben tehat az 1.19. feladat
allitasa szerint L fix a K-ra vonatkozé inverziénél, azaz A és B kicserélédik.Q.E.D.

2. megoldas. Az 1.18M1. elején leirtakbdl indulunk ki, tehat feltessziik, hogy az
AB egyenes a K kor egy atméré Ty, T» pontjaiban metszi. Ebben az esetben K
pontosan akkor Apolléniusz kore az A, B pontparnak, ha

ATy

B

B (1)

‘ ATy

és pontosan akkor cseréli ki a K-ra vonatkozo inverzié A-t és B-t, ha

OA-OB = OT; - OT, (2)
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ahol O a T1Ty szakasz felez6pontja, K kézéppontja. Szamoljunk az OT) egyenesen
irdnyitott tavolsagokkal, tehdt mintha a szdmegyenesen lennénk:

oTy, =, OTy = —r, OA =p, OB =g,
tehat
AT, =71 —0p, TW\B=q—r, ATy = —r —p, ToB=q+r.
Ezekkel a jelolésekkel az (1) egyenlet atszorzds utdn igy irhat6:

|(r=p)(g+7)=I[g—7)(~r—p),
|(r* —pq) + (¢ —p)| = |(r* —pg) —r(¢ —p)|.- (3)

Mivel A és B kiilonboz6 és K valédi kor, igy az r(q — p) mennyiség zérustol kiilon-
b6z6. Ebben az esetben a (3) dsszefiiggés pontosan akkor teljesiil, ha 2 = pq, azaz
ha (2) fenn4ll. Q.E.D.

3. megoldas. Illessziink koordindtarendszert az abrahoz gy, hogy K legyen an-
nak origd kézépponti egységkore, tehat K egyenlete

224y?-1=0. (1)

Ha A koordinatéi A(&;n), akkor K-ra vonatkozé A’ inverzének koordindtai (ldsd
az 1.12. feladatot) A’ <§Tf_7, =
tehdt €2 + n? — 1 # 0. Az olyan C pontok alkotjdk az A, A’ pontpir Apolléniusz
korét, amelyekre valamely o szdmmal

. Fontos lesz, hogy A nincs rajta a K koron,

PA? = aPA” (2)

Ezen Apolléniusz kor egyenlete tehdt

(x£)2+(yn)2=a2<(xginz)Z(ngZnQ)Q). (3)

Vegyiik észre, hogy ebbél o = €2 4+ n? esetén kiesnek a linedris tagok és rendezés,
majd a zérustdl kiilonbozé (€2 + 1% — 1) mennyiséggel valé leosztas utdn épp a K
kor (1)-ben adott egyenletéhez jutunk, tehdt K az A, B pontpar Apolléniusz kore.

Masrészt, ha az A(&;n), A'(&';n') pontpar (2) szerinti o # +1 paraméterhez
tartozé Apolloniusz korének egyenlete

=)’ +w—n’—a?((z—&)P+@w—1)) =0, (4)
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ami a zaréjelek felbontésa, rendezés és (1 — a?)-tel valé leosztds utan

€ — a2 , n— a2y - a2e? — €2 4 o2y — 2 B

2 2
-2
Ay xl—aQ 1—a? 1—a?

Ez az egyenlet pontosan akkor lesz az origd kézéppontt egységsugara kor egyenlete,

ha
3 = ¢
U = o’
1—a? = a2 ¢ 4a2y?

Ha az utols6 egyenletben & és 1’ helyére beirjuk az elsd egyenletbdl leolvashatoé

kifejezéseket, majd sorozzuk a két oldalt %-tel, akkor kapjuk, hogy

aZ”

2 2 2 / € / n
o = + s = =, = =,
E+n € &2 112 n ZR
tehat A’ az A képe az egységkorre vonatkozé inverzional. Q.E.D.

1.19. A) <= B) illetve A) < B’)

Legyen a két kor kozéppontja Ok és Op, és a korok T metszéspontjaban érintéjik
ek illetve er. K kézéppontjabdl az L-hez htuzott érinté érintési pontja természete-
sen az L koron van, tehat pontosan akkor van a K koron is, ha az egyik ilyen
érintési pont épp T

Minden korben igaz, hogy az érintési ponthoz hiizott sugér merdleges az érintére:
OKT 1 €K, OLT 1 er.

Tehat a meroleges szaru szogek miatt

ex Lep <:>OKTLOLT. (1)

Megforditva, a kor egy pontjan &tmend egyenes pontosan akkor érint6, ha meréleges
a kor adott pontjahoz hizott sugdrra. Tehat OxT pontosan akkor érinti L-t, ha
OLT L OgT. Az 1 ekvivalencia igazolja A) és B) illetve A) és B’) ekvivalencidjat.

A) = C)

Az Ry, Rp, d mennyiségek az OxT O haromszog oldalai. Tehédt a Pitagorasz
tétel és megforditdsa szerint a R% + R? — d*> = 0 egyenlet pontosan azt fejezi ki,
hogy OxTOrZ = 90°, azaz azt, hogy az Ok O} sugarak egyméasra merdlegesek.
Igy wjra (1) igazolja az ekvivalenciat.

B) = D)

Ha P az L kor tetszéleges pontja és az Og P egyenes még (Q-ban metszi L-t,
akkor az O pont L-re vonatkozé hatvinya az érintén szdmolva OxT? = R%, a
szelén szamolva Ox P - Ok Q és a kettd egyenlésége épp azt fejezi ki, hogy P és Q
kicserélédik a K-ra vonatkozo6 inverzidénal.

D) = B)
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A feltétel szerint van L-nek olyan P pontja, amely nem fix az inverziéndl. Ha
ezzel a P-vel az Ok P egyenes még (Q-ban metszi L-t, akkor sziikségképpen P és @)
kicserélédik a K-ra vonatkozé inverziéndl, tehat

OxP-OxQ = R%. (2)

A fenti Osszefiiggés (és P # Q) azt is jelenti, hogy P és Q egyike a K koron kiviil,
a masik a koron beliil van, tehat a P-n és Q-n atmend L kor metszi K. Ha az egyik
metszéspont T, akkor annak képe az inverzional énmaga. Ha O T érinti L-t, akkor
készen vagyunk B) igazoldsdval. Ha nem érinti, hanem OxT-nek L-lel van egy 7-
t61 T” metszéspontja is, akkor D) miatt 7" képe is énmaga lesz a K-ra vonatkozd
inverziénél, tehat TOx T’ a K kor egy dtmérdje. Mivel L valédi kor (nem az dtmérd
egyenese) és konvex, igy O az L belsejében van. Ez kizdrja, hogy Ok centrumii
pozitiv (R%) paraméterti inverzié énmagara képezze L-t.

D’) <= B), mint D) <= B) fent.

D) < E)

A P,Q € L pontpéar pontosan akkor cserélddik ki a K-ra vonatkozé inverziéndl,
ha Og P -OxQ = R%, de a szelStétel miatt ez egyszerre teljesiil az 6sszes Ox-bol
L-hez htzott szelén, tehat pontosan akkor teljesiil, ha L fix az inverziénal, de nem
fix minden pontja.

D’) <= E), mint D) <= E)
C) <—F)
Az
a(z®> +y?)+br+ey+d=0

egyenlet igy irhaté at:

b\? e\2 b2 +c?—dad
a((z-l-%) +(y+%) T T >7 (3)

tehat ez olyan kor egyenlete, amelynek koézéppontja valamint sugaranak négyzete

b c 5 b+ c* —dad
0(-gmi-g). m=T (@

Igy

42 = 0103 — (biK _ bl’>2+<CK _ CL>2 — i+ﬁ+§+i,m

2ax  2ap 2ax  2ap 4a2. 442 4a?  4a2 (Qa)KaL
5
BB a4 de d
RL 4R ="K L %%k , 9 K 0 (6)

2 2 2 2
4ay,  4ay  4dajy  4a; ax  ap
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tehat
—2axdy, + brbr, + cxcr, — 2diar,

ZG,KG,L

Ric + Rj —d* = , (7)

ami igazolja C) és F) ekvivalencidjat.

1.22. a) Legyen az inverzié alapkore i, centruma O, az adott egyenes e, két pontja
A és B, az O merdleges vetiilete e-n T, az O tiikorképe e-re Q, a T, () pontok
valamint az e egyenes képe az i-re vonatkozd inverziénal a T', Q' pontok illetve az
e’ kor.

Az e: kor az OT" szakasz Thalesz kore, ennek kozéppontja @', hiszen % =2,
igy % = %

A @ pont az A ill. B kézépponti O-n atmend korok O-t6l kiilonb6z6 metszéspon-
tja, igy konnyen szerkeszthet8. Ezek utdn Q' az 1.2. feladat megolddsa alapjin
szerkeszthetd és az e’ kor is adottnak tekinthetd.

1.23. a) Nem igaz. Két koncentrikus korhoz nincs ilyen kor. Minden més esetben
van ilyen kor, a két kor hatvinyvonaldn valaszthatunk olyan pontot, amely mind
a két koron kiviil esik. Ez a pont a meréleges kor kézéppontja, sugara az innen az
adott korokhoz huzott érintd hossza.

b) Igaz. Két nem koncentrikus kor esetén ezt a)-ban ldttuk. Két koncentrikus
kor esetén barmelyik egyenes jo, amely atmegy a kozépponton. Kor és egyenes
esetén megfelel6 a kor kozéppontjabol az egyenesre bocsajtott merdleges egyenes,
de barmely olyan kor is megfeleld, amelynek kozéppontja az adott egyenesen van,
sugara pedig a kozéppontbdl az adott korhoz hizott érinté hosszaval egyezik meg.
Két metsz6 egyenesre mer6legesek a metszéspontjuk koré, mint koézéppont koré
irt kérok. Parhuzamos egyenesparhoz végtelen sok rajuk meréleges egyenest taldl-
hatunk.

1.24. e) A szerkesztendd kor kozéppontjanak hatvanya a hirom kor mindegyikére
egyenl6. Ez a kozéppont tehat illeszkedik a korok koziil barmelyik kett6 hatvanyvon-
alara.

Ha két ilyen hatvanyvonal metszi egymadst, akkor a metszéspont megfelel6 kozép-
pontnak és més koézéppont nem is lehetséges. A kor sugara a kézéppontbél a hdrom
kor barmelyikéhez hiizott érinté hossza. (Ha nincs érint6, a hatvanypont a korok
belsd pontja, akkor a szerkesztendd kor sem létezik.)

Ha két ilyen hatvanyvonal parhuzamos, akkor nem létezik a keresett kor.

Ha két hatvanyvonal egybeesik, akkor a koézos hatvanyvonal barmelyik olyan
pontja megfelel kozéppont, amelyik a korok barmelyikének (és igy mindegyiknek)
hataran vagy kiilsejében van.

a) A hatvanyvonalak metszéspontja, a harom kor hatvdnypontja a korokon kiviil
helyezkedik el, tehat van ilyen kor.

b) A hatvidnypont a kérék belsd pontja, most nincs megfelel§ kor.
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c) A korparok hatvanyvonalai egybeesnek (a hadrom kor egy korsor harom tagja),
végtelen sok megfelelé kor van.

d) A hatvanyvonalak parhuzamosak, nincs hatvanypont, merdleges kor sincs.
Egyenes viszont van, a kézos centralis mindegyik korre merdleges.

f) Ha a korparok hatvdnyvonalai parhuzamosak egymadssal, akkor a korok kozép-
pontjai egy egyenesen vannak. Ebben az esetben a kozos centralisra vald titkrozés
onmagara képezi mindhdrom kort.

Minden més esetben van olyan pont, amelynek mindegyik korre azonos a hatvanya.
Ha a harom kor koézéppontja nincs egy egyenesen, akkor egyetlen ilyen pont van.
Ha egy egyenesen vannak a kozéppontok, akkor a paronkénti hatvanyvonalak vagy
parhuzamosak (ezt az elébb vizsgdltuk) vagy egybeesnek a hatvdnyvonalak (a korok
egy korsor elemei), ilyenkor végtelen sok megfeleld pont van.

Ha ez — az egyik ilyen — H és H kozos hatvanya a harom korre A, akkor a H
centrumd A\ paraméteri inverzié 6nmagéara képezi a harom kort. Ha A > 0, akkor
ez egy korre vonatkozé inverzid, ha A < 0, akkor az inverziénak nincs alapkore,
azaz pontonként fix kére. Ha a harom koérnek kozos a hatvanyvonala, akkor ezen
van olyan pont is, amelynek pozitiv a hdrom korre vonatkozé hatvanya.

Ha csak A = 0 valésul meg, tehat a harom kérnek egy k6z6s pontja van, amelyben
nem érintik egymadst, akkor és csakis akkor nincs megfelel$ inverzid, se tiikkrozés.

1.25. a) Tegyiik fel, hogy az O centrumi A paraméterti ¢ inverzi6 egymadsba képezi
az K, L koroket. Ez az O-n dtmend tetszOleges e egyenesen azt jelenti, hogy ha
e a K kort az Ay, As, az L kort a By, By pontokban metszi, akkor i az A;, As
pontokat a Bi, By pontokba képezi.

Al4bb igazolni fogjuk, hogy O a K, L korok hasonldségi pontja. Ehhez azt fogjuk
felhaszndlni, hogy az inverzi6 és a kdzéppontos nagyitas is 6nmagara képezi az e
egyenest, és mindkét transzformécié szogtartd, de mig a nagyitas iranyitastarto,
addig az inverzié megforditja az irdnyitést. (Ldsd az 1. abrét)

1.25M.1. 4bra.
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Tegyiik fel, hogy i(A1) = Bg és i(A2) = By azaz
OA; -OBy =0Ay- OBy = A\ (1)
Ebbdl
OAy OB @)
OA, OBy’
tehdt egy megfelel ardnyd, O centrumi x kozéppontos nagyitds az A; pontot
Bj-be, egytuttal As-t Bo-be viszi.
Jelolje a K kor Aj-, ill. Ag-beli érintéjét ky ill. ko, az L kor érintéit Bi-ben
ill. Bo-ben [y ill. l3. Az egyenes és a kor metszési tulajdonsiga szerint irdnyitott
szogekkel szamolva

ek = —eka<t (mod 180%7); eli< = —elp< (mod 180%7¢). (3)
Az inverzi6é megtartja a szoget, de az irdnyitasat megforditja, {gy
ek1<t = —elo<t (mod 180°7¢); eko<t = —ely<t (mod 180°7°). (4)
A (3), (4) relacidk osszevetésébol kovetkezik, hogy
ek1< = eli<< (mod 1807); eko<t = elat (mod 180°7). (5)

A x kozéppontos nagyitds a K kor A;, As pontjait az L koér Bi, B pontjaiba
képezi és a K-kor x(K) képének érintéi Bi-ben és Ba-ben megegyeznek az L kor
érintbivel. Ebb6l kovetkezik, hogy x(K) = L, azaz O a K, L korok hasonldsdgi
pontja.

Megforditva, ha O a K, L korok hasonlésigi pontja, és a hasonlésig arany pu,
azaz az O-t tartalmazo e egyenes és a K, L korok A;, Ay € K, By, By € L met-

széspontjaira gﬁi = 8§Z = u, akkor

OA2 . OB1 = OA1 . OB2 = ,uOAl . OAQ,

tehat ha A az O pont K korre vonatkozé hatvanyanak p-szorose, akkor az O cen-
trumi A ardnyu inverzié felcseréli egymaéssal a K, L koroket.

Ha a K, L korok nem koncentrikusak és nem is azonos sugaruak, akkor két kiilon-
boz6 pontbdl nagyithaté K az L-be, az egyik nagyitds ardnya (kiils6 hasonlésagi
pont) pozitlv a mésik ardnya negativ (belsé hasonléségi pont). Az elébbihez tar-
toz6 inverzié egy korre vonatkozé inverzié (A > 0), a masik inverziénak nincsenek
fixpontjai A < 0.

Ha a K, L korok koncentrikusak, akkor kozos kozéppontjukbdl kétféleképpen
invertalhatok egymésba: az egyik paramétere pozitiv, a masiké negativ.

Ha a K, L kérok nem koncentrikusak, de azonos sugartak, akkor csak egy negativ
paraméterii inverzidval képezheték egymasra, a pozitiv paraméterii inverzid tenge-
lyes tiikrozéssé fajul.
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1.26. Ez a kozéppont a harom hozzairt kor hatvinypontja (lasd az 1.24. feladatot).

Vizsgaljuk most az AB oldalhoz kifelé irt i hozzairt és az AC oldal kiilsé oldaldn
talalhaté i g hozzairt korok h 4 hatvanyvonalat. Ez a hatvanyvonal meréleges a két
kor centrilisara, ami az ABC héromszog A cstcsanal taldlhaté szogének kiilsé
szogfelezbje. Tehdt hy parhuzamos a BACZ belsé szogfelezéjével.

Tekintsiik most a BC' oldalegyenest, amely a T pontban érinti az ic kort és
Tg-ben ip-t. Ismeretes, hogy CTc = BTp = s a hiromszog félkeriilete. Emiatt
BTe = CTg = s — a, ahol a = BC. Ez azt jelenti, hogy a két kor TpTc kozos
érintéjének felezépontja a BC' oldal F4 felezOpontja.

fgy Fa € hy, tehdt hy az Fa ponton &t a haromszog A-nal fekvd szogének
bels6 szogfelezéjével parhuzamosan hizott egyenes, azaz az az ABC haromszog
FpFaFc kozépharomszogének szogfelezéje. A harom hozzairt kor hatvanypontja
tehat az ABC haromszog kozépharomszogében a beirt kor kozéppontja.

Ez a pont nyilvanvaléan kiviil van a hozzairt korokon, tehat a rajuk vonatkozd
egyenl6 hatvanya pozitiv mennyiség. Ha e mennyiség gyokével, mint sugarral kort
rajzolunk a hatvanypont koré, akkor az adott hozzairt korok mindegyikére merdleges
kort kapunk.

1.27. Altaldban 8 olyan kdgyenes van, amely érint hirom olyan kort, amelyek
kozil semelyik ketto sem érinti egyméast. Ha ez a harom kor kélcsondsen egymas
kiilsejében van, akkor ez a 8 kor igy irhaté le:

(i) 1 olyan kor van, amely mindegyik adott kor kiilsejében van és mindegyik adott
kor is az & kiilsejében van (nevezetes, hogy az adott esetben ez épp a hdromszog
Feuerbach kore);

(ii) 3 olyan kor van, amely az adott korok koziil egyet a belsejében, kettdt pedig
a kiilsejében tartalmaz. Ezeket keressiik;

(iii) 3 olyan kor van, amely az adott korok koziil kett6t a belsejében, egyet pedig
a kiilsejében tartalmaz. Most ezek — vagy az elébbiek, ez még nem latszik — hdrom
egyenessé, az adott haromszog oldalegyeneseivé fajul;

(iv) 1 olyan kor van, amely mindegyik adott kort a belsejében tartalmazza.

Van egy olyan h kor, amely mer6leges a haromszog harom hozzairt korére.
Az 1.26. feladatban lattuk, hogy ennek kozéppontja az adott ABC hiromszog
FAFpFc kozépharomszoge beirt korének H kozéppontja. A h koérre vonatkozé in-
verzi6 onmagara képezi az ABC haromszog hozzairt koreit, igy egymaésra képezi
az azokat érintd (i)-(iv) kogyeneseket.

A BC oldalegyenes egyik oldaldn van az AB és a BC oldalhoz hozzéirt ic és ip
kor és itt van a teljes ABC haromszog is a H ponttal egyiitt, mig a BC egyenes
masik oldaldn van a BC oldalhoz hozzairt i 4 kor. A h-ra vonatkozd inverzié ezért a
BC egyenest egy olyan m 4 korbe képezi, amely belsejében tartalmazza az i4 kort
és a kiilsejében az ip, ic koroket. Rdadédsul, ez az m 4 kor, 1évén egy egyenes inverz
képe, dtmegy a h inverzi6 H centrumén is. Ugyanigy kaphaték a keresett mp,
me korok a hdromszog C A, AB egyeneseinek h inverziénél szarmazoé képeiként és
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ugyanezért 6k is mind 4tmennek az inverzié H centrumén.
Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.

1.28. Legyen O L kozéppontja, legyen e egyenes az az A B-vel parhuzamos egyenes,
mely érinti L-t. Ekkor, ha az érintési pont C', akkor ezen dtmegy K;-is. Legyen
K3 az a K;-n kiviilli kor, mely érinti AB-t, e-t, és L-t is, és B-hez kozelebb van,
mint A-hoz. Legyen tovabba U, V pontok Ks-nek, ill. az annak kozéppontjan és
az O ponton atmeno egyenesnek a metszéspontjai, és legyenek Vi, W pontok Ks-
nak, ill. annak kézéppontjdn és az O-n dtmend egyenesnek metszéspontja (lasd
az 1. 4brat). Vizsgdljuk az L hatarolokorére valé invertdlast! Ez az O-n dtmend
korokbol egyenest csindl, az alapkor pontjait helybenhagyja, és érinté gérbékbol
érint6t csinal. Ezek alapjan K;-bél e lesz, és minden egyéb korbél kort csindl,
tehdt Ko-b8l AB-t (mert ez fixegyenes), e-t (K képét), illetve L-t érint6 kor lesz.
Ilyenbdl csak kettd van, K3, és ennek tiikorképe AB felezémerdlgesére, e kettd
koziil nyilvin K3 lesz. Innen az is kideriil, hogy V' = Vi, azaz O, U, V., W pontok
egy egyenesen vannak. Nyilvan UV ill VW a K, ill K3 korok atmérdi, de K3
atmérdje d/2, mert ennyi a tavolsig AB, ill. e egyenesek kozott, amik kozé frtuk
Ks-at. Innen d/2 = OV = VW, de W inverz képe nyilvdn U, ezért OW - OU =
= O0V?, de OW = OV + VW = d, innen d - OU = (d/2)? innen OU = d/4, és
UV =0V —0U =d/2 —d/4 = d/4. Tehdt K3 sugara d/8.

1.29. Alkalmazzunk egy C centrumd ¢ inverziét! Mivel a C' pont hatvinya az A
kozéppontt k4 korre és a B kézépponti kp korre egyarant 16, igy érdemes a C'
kozépponti 4 egység sugart ¢ korre invertalni, ennél k 4 és kp is 6nmagaba megy at.
Az inverzié azért hasznos, mert a C-n dtmend korok képei egyenesek. Feladatunk
tehat abbdl all, hogy megszerkesszitk a ka4 és kp korok képét — ezzel készen is
vagyunk, k/y = ka, ky = kp — majd megszerkessziik a képkorok érintéegyeneseit —
e1, €2 a kozos kiils6 érintdk lesznek, mig f1, fo a bels6 érinték — végiil invertaljuk
a négy érint6t i-re, ezek a képek lesznek a C-n atmené ka-t és kp érint6 korok.

Az 1. dbran kovethet6 a szerkesztés a kiils6 érintékkel és a 2. abran a bels6
érintékkel.

’e K,
w

A 0] B f

1.28M.1. abra.
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A ka, Kp korok kozos kiils6 érintinek szerkesztéséhez kp sugardt csokkentet-
tilk k4 sugardval, igy kaptuk a k; kort. Ehhez megszerkesztettiik az A pontbdl az
ATy = a1, ATy = ay érintéegyeneseket. Az ezekre B-bol merdlegesen allitott fél-
egyenesek kimetszették kp-bél a valddi kiilsd érinték By, Bs érintési pontjait. Az
ezeken atmend ai-gyel illetve as-vel parhuzamos egyenes ey és e a két kor kozos
kiils§ érintSje, rajtuk Ay, illetve A a ka kor érintési pontja.

A CA; egyenes és a kg kor masik metszéspontja A} ez a pont az A; képe az
¢ inverziénal. Hasonléan szerkeszteht6k az Az, Bi, Bs pontok A5, Bi, B inverz
képei. A szerkesztendd korok az e, es egyenesek inverz képei, tehdt a C'A|Bj,
C Al Bl, ponthdrmasok kortilirt korei. Természetesen eg képe dtmegy az eq egyenes
és az i kor Iy, Jo metszéspontjain is.

1.29M.1. abra.



1. INVERZIO 67

1.30. a) Az 1.29. feladat megolddsanak mintdjira jarhatunk el. Az adott C' pont
egy i inverzié centruma. A szerkesztendd korok i-nél szarmazé képeit szerkesztjiik
meg, azaz olyan egyeneseket, amelyek érintik az adott korok i-nél szarmazd képeit.

1.31. Invertdljunk egy A kézéppontu kérre, pl a B-n dtmend i korre (ldsd az 1.
abrat)! A k kor képe egy B-n dtmené k' egyenes, a k4 kor képe egy k’-vel parhuzamos
k', egyenes, mig kp képe egy k'-t B-ben érint6 kor, amely valamely M’ pontban
érinti k';-t. Az M’ pont a k’-re B-ben éllitott merdleges egyenesen, m/-n lehet, és
ott barhol. Az m’ egyenes az A-n és B-n is athaladé k-ra merdleges m kor, ez a
keresett mértani hely.

.29M.2. abra.
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1.32.

1. megoldas. A ?7. megoldds lemmaja szerint az Ex Fr A, Fi Fr, A haromszogek
koriilirt korei pontosan akkor érintik egymast A-ban, ha

ExEL A+ AFL Fg<t = Eg AFK< (mod 1800). (1)
Az Ex AFk haromszogben
EKAFK<I = 180° — FKEKA<I — AFKEK<I (mOd 1800) (2)

és a K korben az Fx A, Ex A hur keriileti szogei egyenlék az érinté szaru kertileti
szogekkel, azaz

FrEx A = Fr Fg A< (mod 1800), AFgFEx<= AEgEr< (mod 1800),
3)
18y
FrLFkEx<d+ Fx ExkEr<

Ex AFx< = 180° — (mod 180°). (4)

1.31M.1. 4bra.
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Ehhez hasonléan, az L kor AEy, Fr A hurjainak keriileti és érinté szaru keriileti
szogei:

ExEp A< = ELF A< (mod 180°), AF Fx< = AELFr,<  (mod 180°),
(5)
és igy
ExELFp <+ ELFL Fx<

ExEr A<+ AFLF< = ) (mod 1800), (6)

ExEp A+ AFLFgk<t — ExAFK<1 =
EKELFL<+ELFLFK<+2FLFKEK<+FKEKEL< (mod 180°), (7)

de itt ajobb oldalon az Ex Er F1, Fx négyszog belsé szogosszegének fele all, gy a 7
egyenlet igazolja az 1 reldciét, tehat a két kor érinti egymast A-ban.

2. megoldas. Alkalmazzunk A centrumu inverziét. A K, L korok képe egy-egy
egyenes lesz — K’ és L' —, amelyek metszik egymést (a K, L korok mdsik met-
széspontjanak képében).

Az e, [ kozos érintbegyenesek képe a K’ és az L' egyenest is érintd e’ és f’
kor lesz. Ez a két kor a K', L' egyenesek &ltal hatdrolt négy szogtartomany koziil
ugyanabban lesz, hiszen az e és az f egyenes is a K, L korok altal meghatarozott
négy tartomdany koziil ugyanabban - a végtelen nagyban van. Az azonos szogtar-
tomanyban a szogszarakat érinté korok egymasbdl egy olyan nagyitassal kaphatok,
amelynek kézéppontja a szdg cstcsa. [gy az egyik kor és a két szar érintési pontjat
Osszekoté egyenes parhuzamos a masik kor és a két szar érintési pontjait 6sszek6td
egyenessel. Ez a két egyenes épp a FxFr A, FxFr A korok inverzional szarmazéd
képe, tehat ezek a korok valéban érintik egymést A-ban.

1.33.

1. megoldas. Jeldlje a k kor érintési pontjat l1-en ill. lo-n U ill. V, a k, k1, ko
korok koézéppontjait rendre O, O1 és Oz, az O1-bdl ill. O3-bdl UV-re bocsajtott
meréleges talppontjat Th ill. To, az O2T5, AO; egyenesek metszéspontjat T', az
01Ty, OoT; szakaszok hosszét dy ill. dy. (Lésd a 2. dbrét!)

A G, D, FE érintési pontok rendre az érintkezd korparok O10, O20, 010 cen-
tralisaira esnek. A G, D, E pontok tgy osztjak fel az 01020 haromszog oldalait,
hogy a csicsok feléli részek egymassal egyenléek: O1G = O1E, OoFE = O D, OD =
= OG. Koénnyt igazolni, hogy csak egyféleképpen oszthatdok fel igy a hiromszog
oldalai és, hogy az 01020 héaromszog beirt korének érintési pontjai is igy osztjik
fel az oldalakat. Tehat a GP, D, E pontokon adtmené kor az O1020 haromszog
beirt kore. A feladat igazolasdhoz ezek utan elég megmutatni, hogy DA L OO, és
ezzel analog médon CB 1 OO;.

Ha adott két pont, itt O és O2, akkor kereshetjiik azon P pontok halmazat, ame-
lyeknek a két ponttdl valé tavolsaga négyzetének kiilonbsége elére adott allandédval
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egyenlé: OP? — O, P?2 = OD? — 0,D?. Ismeretes, hogy ez a mértani hely a két
adott pontra merdleges egyenes. Ebbdl kifolydlag elég igazolnunk, hogy dbrankon

OA% — 0,A? = OD? — 0,D% (1)

A (1) reldciéban az OA2, 03A? mennyiségek kiszamoldsahoz az OU A, OT A
derékszogli haromszogeket hasznaljuk. Pitagorasz tétele szerint:

OA2 = 7‘2 + d% (2)
02A% = (2r —1r9)? + (d1 — d2)?,
igy
0A? — 05A% = 4rry + 2d1dy — 312 — 7’% - dg. (3)
Az O1T10, 02150, O1TO5 derékszogli hdromszogekre felirjuk a Pitagorasz tételt:
(rm+r)? = &+ri+r)?
(ro+7)? = di+(r2t7)? (4)
(7“1 + 7’2)2 = (dl — d2)2 + (27‘ —-7ry — 7’2)2
Az els6 két egyenletbol
drry = d3
drry = d2, (5)
mig a harmadikbdl ezek felhasznaldsaval
27"2 = dldg. (6)

Az (5)-(6) Osszefiiggések alapjan (3) {gy frhaté:
O0A? — 05A% = 477y + 4r% — 312 — r% —drrg =12 — r% = 0D? — O,D>. (7)

Epp ezt akartuk igazolni.

1.33M1.2. 4bra.
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2. megoldas. Lemma L.4.1. Ha a feladat dbrajan V az Iy egyenes és a k kor
érintési pontja, mig U az l; és k érintési pontja, akkor V, C' és A egy egyenesen
vannak, U, C és B is egy egyenesen vannak, sét B, E és A is egy egyenesen vannak.

A lemma igazolasa A ki, k korok bels§ hasonlésagi pontja az érintési pontjuk,
C. Ebbél a pontbdl a ki kor k-ba nagyithaté. Ennél a nagyitdsnal a ky kor [y
érintéjének képe a k kor egy l1-gyel parhuzamos érint6je lesz, ami épp lp. Igy az A
érintési pont képe a V érintési pont, tehat eza két pont egy egyenesen van C-vel.
Hasonléan igazolhaté a masik két pontharmas kollinearitasa. Q.E.D.

Lemma L.4.2. A feladat abrdjan az AD egyenes érinti a k, ko koroket.

A lemma igazolasa

A k, ko korok kozos pontbeli kozos érintéje a két kor hatvanyvonala, tehét
mindossze annyit kell beldtnunk, hogy az A pontnak a k, ko korokre vonatkozd
hatvanya egyenl6. Lemma L.4.1. szerint a k kor és az [y egyenes V érintési pontja
az AC egyenesen van. Az A pont k-ra vonatkoz6 hatvinya AC - AV és ehhez ha-
sonldéan A-nak a ko-re vonatkozé hatvianya AFE - AB, igy azt kell igazolnunk, hogy
AC - AV = AE - AB, tehét azt, hogy a C, V, B, E pontok egy korén vannak. (Lasd
a 2. dbrat!)

A kq korben az AC hir keriileti szoge « = CEAZ, mig a hir érinté szara kertileti
szoge a = CAU L. A CAU £ szog valtészoge a CVBZ, igy a = CEAZ = CVBZ
tehat CEBV val6ban hirnégyszog, a lemmat igazoltuk. Q.E.D.

A lemmé&bol gyorsan kovetkezik a feladat allitdsa. AD érinti k-t és ko-t és ehhez
hasonléan BC érinti k-t és ki-et. Ekkor @ rajta van a k, k; és a k, ko korok kozos
érint8jén, azaz hatvinyvonaldn is, igy Q a k, k1, k2 korok hatvanypontja. Igy rajta
van ky és ko E-n dtmené kozo0s érintéjén is, azaz QFE érinti ki és ko koroket. Ekkor
viszont QC = QF és QD = QF, mivel a QC, QF egyenesek a ki kor, QD, QF
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egyenesek pedig a ko kor érintéi a Q pontbél. Igy QC = QD = QE, tehat a feladat
allitasat igazoltuk.

3. megoldas. Az 1.33M2. megolddsban szerepl? Lemma L.4.2-re adunk 1j bi-
zonyitast. Invertaljuk az dbrat D-re! Ekkor a k és ko érintd korok képei a k/ és k)
parhuzamos egyenesek, [ és Iy képei az I} és I} egymdst D-ben érinté kordk, ky
képe ki kor, A képe A'. (Lasd a 2. abrat!)

Ekkor DA’ nyilvdn parhuzamos k’-vel és kj-vel. Ezért DA’ invertalt képe, a DA
egyenes is érinti a k, ko koroket, ahogy a lemma is allitotta. Q.E.D.

4. megoldas. Az 1.33M2. megoldasban kozolt Lemma L.4.2-re adunk még egy
bizonyitast. Tekintsiik a k, ko korok D-beli k6zos érintéegyenesének az I egye-
nessel vett A’ metszéspontjit. (Azt kell igazolnunk, hogy A’ megegyezik A-val.)
Invertaljuk az 4brat az A’ kozéppontit D-n dtmend i korre!

Ennél az inverzionél az Iy, k, ko alakzatok képe onmaga. Az lo egyenes érinti
az ly, k, ko alakzatokat, tehdt Iy képe olyan B’-n 4tmend kor, amely érinti Iy, k,
ko mindegyikét. Csak egy olyan kor van— ez szemléletesen ,nyilvanvals”, de alabb
igazoljuk is—, amely érinti a hdrom alakzatot. A k; kor egy ilyen kor, B’ = B.

Lemma L.4.4. Ha a k kor érinti az egymadssal parhuzamos [y, lo egyeneseket és
a ko kor érint lo-t valamint k-t kiviilrél, akkor egyetlen egy olyan kq kor van, amely

1.33M3.2. 4bra.
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érinti l1-et és k-t, valamint ko-t kiviilrol.

A Lemma L.4.4. bizonyitdsanak vazlata

A k-t és l1-et érint8 korok kozéppontjai és a k-t és Io-t érint6 korok koézéppontjai
is egy-egy parabolat alkotnak. Rédadasul ez a két parabola parhuzamos tengely,
azonos 4llasu és paraméteriik (a fokuszuk és a vezéregyenesiik tavolsaga is) egyenld.
Metszéspontjaik szamitdsa egy

y = ar’+bz+c
y a2 4 box + ¢4

alaku egyenletrendszer megoldédsara vezet, amelynek legfeljebb megoldasa van.
1.34.

1. megoldas. Jeldlje a k kor e dtméréegyenesére merdleges atmérét H I, ahol 1
azon a félkérlapon van, amelybe a koroket irjuk, mig H a méasikon. Jel6lje tovabba
Oy, a k kor kozéppontjat r, pedig a sugarat.

a) Tekintsiik a HI d4tmérére I-ben &llitott d merdleges egyenest. Ha O egy olyan
r sugaru kor kézéppontja, amely E-ben érinti e-t és K-ban k-t, akkor a T'O egyenes
a Ty = TO Nd pontban meréleges d-re. Mivel

0,0 =01LK —OK =1, —r (1)

és

TdO = TdT - 0T = Tk —T, (2)
igy OrO = T40 azaz O egy olyan parabolan helyezkedik el, amelynek fékusza Oy,
vezéregyenese d. Ezen a paraboldn vannak a k kor és az e egyenes A, B metszéspon-
tjai is — a k-t és e-t érinté0 sugaru korok kozéppontjai. A félkérlapon elhelyezkedd
korok kozéppontjai csak a parabola A és B kozti ivén helyezkedhetnek el, ott viszont
barhol, hiszen ha ott egy O pontra és e-re, d-re vonatkozo vetiileteire teljesiilnek
az 1, 2 relacidk, akkor az érintékort is konnyen megrajzolhatjuk O koré.

b) Allitjuk, hogy a H pont megfelels. A k-t és e-t érint8 o kér érintse k-t K-ban,
e-t E-ben. A K pont az o, k korok hasonlésagi pontja, egy K centrumi pozitiv
aranyu nagyitas képezi o-t k-ba. Ennél a nagyitasnal az o-kor E-beli érintdje, azaz
e, a k kor egy olyan érint6jébe megy at, amely e-vel parhuzamos, de e-tél nem
a K-t tartalmazo félsikban helyezkedik el, azaz nem d. Az egyetlen ilyen érint6 a
H-beli érintd, azaz K, E és H valéban egy egyenesen vannak.

c) A k korben a HA hur keriileti szoge 45°:

HKAZ =FEKAZ =45°,
igy az AEK haromszog kga korilirt korében az EA har keriileti szoge is 45°.

Masrészt HAEZ = 45°, tehat AH a kga kor EA harjdnak érinté szaru kertileti
szoge, azaz H A érinti ezt a kort. A szelététel szerint HA2 = HE - Hy, ahol a HA
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figgetlen az o kortél, tehat H az dsszes szdbajovéo kor hatvanypontja. igy barme-
lyik két érintkez6 kor kozos pontbeli kozos érintbje (hatvanyvonala) dtmegy H-n
is hossza H A. Az érintési pontok a H kozépponti A-n dtmend koron helyezkednek
el.

Ha T e kor A és B kozti rovidebbik ivének tetszéleges pontja, akkor tekintsik
a TH és e egyenesek altal hatarolt, de az e egyenes H-val ellentétes oldalan taldl-
hato két szogtartomanyt. irjunk ezekbe olyan kort, amely érinti k-t és k belsejében
van. Az el6z6levezetés szerint ezek a HT szarat egy-egy H-t6l H A tavolsidgra levd
pontban, tehat T-ben érintik, azaz egymast is T-ben érintik.

2. megoldas. b) Jeldlje k és e metszéspontjait A és B egy megfelel k-t és e-t
érint6 kort o, érintési pontjait K és E. Alkalmazzunk A centrumi inverziét! Ennél
e és k képe egy-egy olyan egyenes — e/ = e és k'~ amely adtmegy B képén, a
B’ ponton. Az €', k' egyenesek négy szogtartomédnyra osztjék a sikot, ezek egyike
annak a félkorlapnak a képe, amelybe a koroket irjuk. Az o kor képe az adott
szogtartomdnyba irt, a szérakat érinté o' kor, érintési pontjai, E' és K’ az E,
K pontok képei. Az EK egyenes képe az E, K, A pontokon adtmend kor, azt
kell igazolni, hogy ez mindig dtmegy még egy rogzitet ponton. A szdgtartomany
szogflelezbje, az B'K' szakasz t felezémerdlegese az o’ kor egyik szimmetriatengelye.
Az A pont erre tikrozott képe ,A* illeszkedik az o' korre, és i{gy A* inverziéndl
szarmaz6 (6s)képe, A* illeszkedik o-ra.

c) A t egyenes merdleges o'-re lgy inverziénal szdrmazé képe, az A, B pontokon
4Atmend t' egyenes — az e egyenes és a k kor A-beli és B-beli szogfelezd kore — is
merdleges o-ra. A t' kor H kozéppontjanak a t'-re merbleges korokre vonatkozd
hatvinya egyenld a t' kér sugaranak négyzetével. Igy H illeszkedik a t-re merSleges
korok hatvanyvonalaira, igy az egymést érint6 korparok kézos pontbeli kdzos érin-
téjére is. A merdSlegesség miatt az érinté H-ig tartd része a t’ kor sugaraval egyezik
meg, {gy az érintési pontok a ¢’ kéron vannak.

Konnyedén szerkeszthetiink az €', k” egyenesek hatdrolta megfeleld szogtartomany-
ba a t szogfelezd tetszbleges pontjan dtmend, a szogszarakat érinté kort. A szog
csucsat kivéve mindig két ilyen kor van, amelyek egymast is érintik. Ezek inverz
képei egymadst a t' koron érint6 korok lesznek, tehdt ¢ minden pontja lehet érintési
pont.

3. megoldas. b) Alkalmazzunk egy olyan inverziét, amely kicseréli a k kor e
egyenesre es6 AB atméréjét a tekintetbe vett félkorlap AB félkorivével!

Van ilyen inverzié, ennek centruma a k kor A B-re merdleges atmérdjének a félkor-
lappra nem illeszkedé H végpontja. Ha H centrumu inverziét alkalmazunk, akkor
k képe egyenes lesz, hiszen H a k kérén van, ha olyan inverziét alkalmazunk, ame-
lynél A és B fix, akkor a k kor képe az e egyenes lesz, hiszen ez az egyetlen egyenes
A-n és B-n at.

Tekintsiink az AB szakasz valamely E pontjat. A HFE egyenes metszi a k kor
H-t nem tartalmazé AB ivét, jelolje ezt a metszéspontot K. Van egy olyan o kor,
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amely F-ben érinti e-t és &tmegy K-n. Az E, K pontokat a vizsgalt inverzio kicseréli
egyméssal, hiszen az e egyenest és a k kort is kicseréli egymaéssal. Emiatt a teljes
o kort 6nmagara képezi az inverzi6 (lasd az 1.19. feladatot). Ez azt is jelenti, hogy
o érinti k-t K-ban, hiszen o érinti e-t E-ben és F képe K, e képe k és az inverzid
érintkezéstarto.

Szemléletesen nyilvanvald, itt nem igazoljuk, hogy egyetlen olyan kér van, amely
az e egyenest az AB szakaszanak egy rogzitett E pontjaban érinti és érinti a k kor
rogzitett AB ivét is. Ezt a kort az elébb meg is szerkesztettiik, lathaté, hogy az
érintési pontokat 6sszekétd EK egyenes mindig atmegy a H ponton.

c) Ha az AB szakaszt és a k kor AB {vét érintd o1, oy koroknek egyetlen kozos
pontja van, akkor az sziikségképpen helyben marad a b)-ben vizsgalt inverziénal,
hiszen 01 és 0o is 6onmagara képzodik, igy kozos pontjuk is egy kozos pontjukba
képzodik. Ez azt jelenti, hogy egyetlen kozos pontjuk az inverzid alapkorén, a H
kozéppontu H A sugart kéron van. Ha P ezen kor révidebbik AB icének tetszéleges
pontja, és o olyan kor, amely P-ben érinti a H P egyenest, akkor o sziikségképpen
fix a vizsgalt inverzo6ndl. két olyan kor van, jelben o1 és 02, amely emellet még
e-t is érinti, ezek szitkségképpen k-t is érintik, rdadasul egymast is P-ben. Tehét a
vizsgalt koriv minden pontja el6all érintési pontként.

1.35. a) Jelolje a két adott kort a és b, érintési pontjukat O, az ket érinté har-
madik kort ¢. Egy O centrumi inverziéndl a és b az egymadssal parhuzamos o,
b’ egyenesekbe képzédik, ¢’ ezeket érint6 kor. A ¢ koronmagara képzddik annal
a 7 tiikrozésnél, amely a’-t és b'-t felcseréli (lasd az 1. dbrat). Az A, B pontok
A =d Nnd, B =V Nc képei egymds titkorképei ennél a tiikrézésnél.

Az e = AB egyenes képe az A’, B’ és O pontokon dtmend e’ kor, amely szim-
metrikus az A’B’ hirjénak felezémer6legesére, tehat a 7 tikrozésre. Igy e/-re O-val
egylitt annak 7(0) = H’ képe is elleszkedik.

Ha H' # O, akkor H' az inverziénal valamely H pont képe, amely illeszkedik
az e egyenesre. Ez a H pont tehat barmely a-t és b-t is érint6 kor érintési pontjait
Osszekot6 egyenesre illeszkedik.

A H' = O specidlis eset pontosan akkor kovetkezik be, ha O az a’, b’ parhuzamos
egyenesek kozott féluton helyezkedik el, azaz ha a és b egyenl6 sugard kérok. Ebben
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az esetben a vizsgdlt AB egyenesek egymassal parhuzamosak.

b) Ha az a és b korok az O, Q pontokban metszik egymadst, akkor egy O centrumu
inverziéval a 2. 4brahoz jutunk. Most az a’, b’ egyenesek a @' pontban metszik
egymdst. A ¢ kor egyik szimmetriatengelye az a’, b’ egyenesek egyik vagy mésik
szogflelez8je. Az A’, B', O pontokon dthaladé e’ kor is a két szogfelezd valamelyikére
szimmetrikus, {gy illeszkedik rd az O pontnak a megfeleld szogfelezére vonatkoz6 H’
titkorképe is. Igy az a) feladatrészben kimondott 4llitas itt is érvényben marad, de
kétféle elhelyezkedésti érintékor van, az egyikbe tartozok érintési pontjait 6sszekotd
egyenes egy bizonyos ponton haladnak at vagy parhuzamosak, a mésikba tartozok
pedig egy méasik ponton haladnak at vagy parhuzamosak.

Ha két k6z6s pont nélkiili korbél indulunk ki, akkor is teljesiil az el6zé bekezdés
végén megfogalmazott allitds. Ha az alapul vett a, b korokre meréleges korok az O,
@ pontokon mennek at (14sd az 1.50. feladatot), akkor az O centrum ¢ inverzié a-t
és b-t az egymassal koncentrikus a’, b’ kérokbe képezi, kozos kozéppontjuk Q'. Az
a-tés b-t is érintd ¢ kér ¢ képe most a Q' centrumt A = +r/ 7, paraméterti 71, 7
inverziok egyikére lesz szimmetrikus (ldsd a 3. dbrét). Az e = AB egyenes €’ képe
is invaridns 7% valamelyikére, igy e’-re illeszkedik 77 (O) vagy 77 (O). Az e egyenes
tehat vagy i(71(0))-n vagy i(77(0))-n megy at. (Lasd még az 1.37. és a G.IL.8.31.
feladatot!)

1.37.

1. megoldas. Bohus Kinga (Inverzid, szimmetria)

a) Induljunk ki a kész abrdbdl (1. dbra). Legyen K és L két metszéspontja
A és B és tekintsiink két olyan kort, ui-t és us-t, amelyek érintik K-t és L-t,
és amelyek hatvanyvonala egy e egyenes. Azt kell megmutatnunk, hogy az igy
létrejovd e egyenesek mind egy kozos ponton mennek at. Az allitast csak arra az
esetre fogjuk igazolni, ha az uj, us korok metszék. Ez elégséges lesz, mert ha uq és
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uo nem metsz6k, akkor elkészithetjiik az
up = vi, V2, U3, Up = U2

korsorozatot, amelynek egymast kovetd tagjai metszék és ha az egymast kovetd
korok hatvanyvonalai egy kozos P ponton mennek at, akkor P hatvanya ui-re és
ug-re is egyenlo.

Invertéljuk az dbrat egy A kozéppont tetszéleges korre (a 2. 4bran az A kozép-
pontd B-n dtmend korre invertiltunk, azaz B = B’). A K’, L’ alakzatok egyenesek,

1.35M.3. 4bra.
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amelyek a B’ pontban metszik egyméast. Az v/, v' korok a K’, L' egyeneseket az
egyik tartoméanyban érinté korok. A K’ és L’ egyenesekb6l és az u’, v’ korokbél
4ll6 rendszer tengelyesen szimmetrikus a K’ és L’ egyenesek azon tartoményban
haladé t szogfelez8jére, amelyben u’ és v’ is van.

Az u, v korok e hatvdnyvonala olyan e’ korbe transzformdlédik, amely dtmegy az
u és v korok Oy, Co metszéspontjainak C, C4 képein és az inverzié A centrumadn.
Mivel C és C4 a t tengelyre szimmetrikus u}, u} kérok metszéspontjai, igy &k is
szimmetrikusan helyezkednek el t-re, azaz t a C]CY szakasz felez6merdlegese. gy
e’ is szimmetrikus t-re, A-val egyiitt az A pont ¢-re vonatkozd H tiikorképe is rajta
van ¢'. Ez azt jelenti, hogy a H pontnak az inverziéndl szarmazé képe (azaz 8se)
illeszkedik e-re.

2. megoldas. Keresztfalvi Tibor (Inverzi6, korok szoge)

a) Legyen a K és L &ltal meghatdrozott egyik (vagy két szemkozti) tartomany-
ba esé és K-t és L-t is érint6 korok halmaza H. Ha létezik a feladat feltételeinek
megfelel6 O pont, és hatvinya a H-beli kérokre a nemnegativ r? szam, akkor az
O kozéppontu r sugarid h kor mindegyik H-beli kérre merdleges. Megforditva, ha
taldlunk olyan kort, amely a H mindegyik korére meréleges, akkor annak O kozép-
pontjanak H barmelyik korére vonatkozd hatvianya ugyanaz a pozitiv szam.

L/
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Az inverzi6 szogtarté. Ha az 1.37M1. megoldds mintajara invertaljuk az abrat,
akkor maga a t tengely az az alakzat, amely a K’-t és L’-t érinté mindegyik korre
merdleges. Ha t-t visszainvertaljuk, akkor megkapjuk a h kort, annak kézéppontja
lesz a keresett pont.

Megjegyezziik, hogy mivel ¢ felezi K’ és L’ szogét, igy a h kor is felezi L és K
sz0gét (és dtmegy azok két metszéspontjdn).

3. megoldas. Tomon Istvdn dtlete alapjdn (Hasonl6sagi kozéppont, Steiner hatvany)
a)-b) Ebben a megolddsban nem hasznalunk inverziét, nem tételezziik fel, hogy

a K, L korok metszik egymast. Hirom mésutt is hasznos lemmaéra épitkeziink. Meg

fogjuk mutatni, hogy a keresett pont a K, L korok egyik hasonlésigi kozéppontja.

Lemma I.: ha K és L kiilonb6zé sugarta korok, akkor két olyan koézéppontos
nagyitas is van, amely K-t L-be képezi. E két nagyitas ardnyanak abszolutértéke
egyenld (a két kor sugardnak ardnya), eléjele ellentétes.

Megjegyzés: ha a két kor egyenld sugari, akkor az egyik nagyitds (a pozitiv
aranyt) eltoldssa fajul.

Emlékeztetiink ra, hogy az egyik kort a méasikba képezd pozitiv ardnyt kézép-
pontos nagyitds centruméat a két kor kilsé hasonldsdgi pontjanak nevezzilk, mig a
negativ ardnyd nagyitas centruma a belsd hasonldsdgi pont.

Lemma II. (két kor Steiner hatvanya): a K, L korokhoz és azok H ha-
sonléségi kozéppontjahoz hozzarendelhetd egy A szam a kovetkezé tulajdonsdggal :
ha a H pontot tartalmazo tetszéleges h egyenesen a K, L korok Uk, Vi pontja a
K-t L-re képezé H centrumi nagyitasnil nem egymésnak megfelel6 pontpar, akkor
HUg - HUp, = A. (Lasd a G.I1.11.30. feladatot!)

Lemma III. Az O; kozépponti \; ardnyd és az Oy kozépponttit Ao ardnyt
kozéppontos nagyitdsok kompoziciéja A # 1 és O1 # Oy esetén olyan Ao
ardnyu kozéppontos nagyitas, melynek Oz centruma az 0102 egyenesen van. (Lasd
a G.IL.8.26., G.I1.8.27., G.I1.8.28. feladatokat!)

Kovetkezzék a feladat megoldésa. Erintse az u kér az adott K-t az Uy, az L
kort az Uz, pontban. Allitjuk hogy a K, L kérok hasonlésdgi pontjainak egyike
illeszkedik az U Uk egyenesre. Valdban, egy megfelel6 aranyt Uy centrumu kézép-
pontos nagyitas a K kort u-ra képezi, mig egy Uy, kozéppontt nagyitas u-t L-be
viszi. E két kdzéppontos nagyitas kompoziciéja K-t L-re képezi, igy centruma a K,
L korok egyik hasonlésagi pontja, ami tehat Lemma II1. szerint az U U, egyenesen
van.

A nagyitasok el6jeleit is figyelembe véve allithatjuk, hogy amennyiben K és u a
kozos Uk pontjukba vont koézos érintdjiik kiillonbozé oldaldn vannak és u és L is
az Uy, beli érint6jiik kiilonb6z6 oldalan van, vagy mindkét esetben az érinté azonos
oldaldn van a két kor, akkor az UxUj egyenes a K, L koérok kiils6 hasonlésagi
pontjan megy at, mig ha az egyik korpar kozos érintéje elvalasztja a két kort, a

80 MEGOLDASOK

maésik korparé pedig nem, akkor UxUp a K, L korok belsé hasonlésdgi pontjan
megy &t.

Ha az L kor Up-beli érint6éje és a K kor Uk -beli érintéje nem parhuzamos, akkor
Ur, nem az Uk pont képe anndl a kézéppontos nagyitasndal, amelynek H centruma
a K, L korok UgUyp-re illeszkedé H hasonléségi pontja. Ebben az esetben Lemma
II. alapjan készen is vagyunk a feladat allitdsdnak bizonyitasaval, hiszen a K, L
korok H hasonlésagi ponthoz tartozé Steiner hatvanya a H pont u-ra vonatkozo
hatvanya.

Az L kor Up-beli érintéje és a K kor Uk-beli érintéje parhuzamos, akkor az
UkUp egyenes az U, K, L kérok mindegyikének atmérdegyenese, ezen az egyenesen
mindkét hasonlésdgi pont rajta van. Az egyikhez tartozd hasonlésignal Uk és Up,
nem egymasnak megfelel§ pontpar, igy alkalmazhat6 az el6z6 gondolatmenet.

1.40. El6zetes megjegyzés: Két kor szogén az egyik metszéspontjukban vont
érintéjiik szogének abszolut értékét értjiik. Egyenes és kor szoge az egyenes és
a két alakzat egyik metszéspontjdban a korhoz huzott érinté szogének abszolit
értéke. A szog értéke — igy hogy abszolut értéket vesziink — fiiggetlen a metszéspont
valasztasatol (lasd az 1.39. feladatot). Ha a két alakzat érinti egymdst, akkor szogiik
0. Ha két alakzatnak nincs kdzos pontja, akkor szogiiket — egyeldre — nem értelmez-
ziik.

a) Eldszor azt igazoljuk, hogy két egyenes szoge megegyezik képeik szogével.

Ha a két egyenes e és f, az inverzié koézéppontja O, akkor az e egyenes képe
olyan e’ kor, amely dtmegy az O ponton és ott az e-vel pirhuzamos ep egyenes
érinti vagy pedig €’ maga az ep egyenes. Ehhez hasonléan, ha fo az O-t tartalmazé
f-fel egydllasi egyenes, akkor f képe, f’ vagy fo vagy egy azt O-ban érinté kor.
Az €', f’ alakzatok szoge tehat az O metszéspontjukon dthaladé eo, fo egyenesek
szOge, ez pedig megegyezik e és f szogével.

b) Vizsgéljuk most a k., ky alakzatokat (koroket vagy egyeneseket, réviden:
kogyeneseket), amelyeknek van egy O-tél kiilonb6z8 A metszéspontja. Jelolje A-
beli érintéjiiket e és f, a kogyenesek inverzional szarmazé képét ki, k%, illetve €',
f'. Az 1.38. feladat allitdsa szerint k; és e’ illetve k' és f' is érinti egymast, gy k.
és k' sz0ge, amit az A" metszéspontjukban mériink, megegyezik e’ és f' szogével,
ami az el6z6 paragrafus szerint e és f szogével, azaz k. és ky szogével is egyenld.

Végiil, ha a k., ky kogyenesek egyetlen kézos pontja az inverzié O centruma,
akkor ott érintik egymadst, igy az 1.38. feladat adja a bizonyitést.

1.42.

1. megoldas. Az allitds ebben az altaldnos forméban nem igaz. Az 1. dbréan a
k1, ko, ks, k4 kornégyes ciklikusan érinti egymast a P2, Pas, P34, P41 pontokban,
amelyek valdoban egy koron vannak, de a a ki, ko, k3, k) kornégyes is ciklikusan
érinti egymadst, ahol a P2, Pss, Pj,, P;, érintési pontok nyilvinvaléan nincsenek
egy koron.



1. INVERZIO 81

A kilonbség a kovetkezd: az 1. dbran a ki, ko, ks, ks koroket tudjuk ugy
irdnyitani, hogy az érintési pontjaikban a taldlkoz6 korok irdnyitdsa megegyezzen.
Megfelel pld., ha a ki, ks koroknek pozitiv, ko-nek és k4-nek pedig negativ forgasiranyt
adunk. A ky, ko, ks, k) koroket viszont nem tudjuk {gy irdnyitani: ha példaul a k;
és ks pozitiv, ko pedig negativ forgdsirdnyt kap, akkor a k) kor pozitiv irdnyitdssal
érintené a k; irdnyitott kort, de iranyitottan nem érintené ks-at, mig a negativ
irdnyitasu kj kor a ki-et nem érintené, de érintené ks-at.

Az 1.42M2. megoldésban az irdnyitassal megfogalmazott altalanosabb tételt iga-
zolunk, most egyszer 7bb eszkozok hasznédlataval az alabbi médositott allitdst tek-
intjik:

Lemma Ha a kq, ko, ks, k4 korok kolcsonosen egymaés kiilsejében helyezkednek
el és ciklikus sorrendben érintik egymaést, akkor a Pjs, Pas, P34, P41 érintési pontok
egy koéron vannak.

Bizonyitas

Jelol]e a ]% kor kf)ZéppOHtjét Oi, a P4101P12, P1202]D237 P2303P34, P3404P41
egyenld szart haromszogek alapon fekvé szogét rendre oy, g, ag és ay.

Azt kell igazolnunk, hogy a Pig Ps3 Psy Py négyszog hurnégyszog, tehat azt, hogy

O e

1.42M1.1. &bra.
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ebben a négyszogben a szemkoztes szogek Gsszege egyenld:
P1oPo3 Psy L + P3gPiy Pral = PagPay Pin L + PrPraPasZ.
Ugyanez az «; szogekkel kifejezve (lasd a 2. abrét):
(180° — g — av3) + (180° — vy — q) = (180° — 3 — ag) + (180° — a1 — «v2),
ami nyilvdnvaldéan igaz.

2. megoldés. Az eredeti allitds nem igaz (lasd pld az 1.42M1. megoldast. Helyette
az aldbbi Gsszefliggést igazoljuk:

Lemma Ha a kq, ko, ks, k4 irdnyitott korok ciklikus sorrendben érintik egymast,
akkor a Pya, Pa3, P4, Py érintési pontok egy korén vagy egyenesen vannak.

Bizonyitas

Alkalmazzunk Pj5 centrumi inverziét! Ennél kq és ko képe két egymaéssal parhuzamos

egyenes lesz és rajtuk az irdnyitds is egyforma lesz. Az 1. 4brén lithaté az inverz-
i6 utani kép, ahol a ko, k3 irdnyitott korck illetve a Pa3, Psgq, Py1 pontok képeit
ugyanazzal a jellel, de vesszével ellatva tiintettiik fel.

1.42M1.2. 4bra.
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A Kb, Ej korok egyik (az irdnyitdsnak is megfelel§) hasonlésagi pontja a Pj,
érintési pont. Ha innen a kj kort a k% korbe nagyitjuk, akkor a kj koér valamely

;;;;;

2 s

irdnyitott egyenes képe a kf irdnyitott egyenes, tehdt a Pj; érintési pont képe a Pjq
érintési pont. Ez azt jelenti, hogy a Py, Pi,, P; pontok egy egyenesen vannak,
ami azzal egyenértékii, hogy a Pjs centrumu inverzidra vonatkozd Py, P34, Pas
Osképeik egy koron vagy egyenesen vannak a Pjo centrummal.

3. megoldas. Az aldbbi gondolatmenetet az 1.37. feladat eredményére és annak
1.37M3. megoldasiban foglaltakra épitjiik.

A kq, k3 korok hasonlésigi pontjai legyenek Hy és Ha, a két kor Steiner hatvanya
a Hi-re vonatkoztatva hy, a Ho-re vonatkoztatva Hy (ldsd az 1.37M3. megoldést
vagy a G.I1.11.30. feladatot).

Tekintsiik a k1 és ks koroket és a mindkettéjiiket érinté korok I halmazéat. Ha
k € K és k a Qq1-ben érinti ki-et mig Q2-ben ko-t, akkor 1.37TM3. szerint a Q1Q)2
egyenes atmegy Hi-an vagy Ho-n. A K halmazt ennek alapjan két ,osztalyra” Ki-re
és Ko-re bonthatjuk fel aszerint, hogy az érintési pontok 6sszekotd egyenese Hi-en
vagy Ho-n megy at. A két osztaly kozos elemei a ky és a ko korok azon kozos érinté
korei, amelyek kozéppontja e két kor centralisan van.

Ha ko és k4 is Ki-ben van, akkor a ki, ks korok Hi-hez kapcsolodd Steiner
hatvanya:

h1 = H1Pa- H Po3 = H1 Py - Hi Pra,

igy a szel8tétel megforditdsa szerint (14sd a G.I1.11.17. feladatot) a Pia, Pas, P4,
P,1 pontok egy koron vannak, ha nincsenek egy egyenesen.

Hasonlé a helyzet akkor is, ha ko és k4 is Ka-ben van. Ha azonban kiilonb6zé
osztalyban van ko és k4, akkor nem feltétleniil vannak egy kéron az érintési pontok.

/
P23

ky

ks

/
‘P34

1.42M2.1. 4bra.
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1.43. Alkalmazzunk Pjo centrumd inverziét! A ky, ko korok k1, kf képei az egymést
a Q12 pont Q5 képében metszd egyenesek lesznek és egyenes lesz a Pio, Pa3, Pag,
P41 pontok p kogyenesének p’ képe is. A ko, k3 korok képei korok a tovabbi met-
széspontok képei pontok, ezeket eredeti elnevezésiikbédl egy vesszével kapjuk (lasd
az 1. 4brét).

Irdnyitott szogekkel modulo 180° szdmolunk. A k% korben

Q43 Q%4 Piy<t = Qs Pas Pay<t (mod 180°), (1)
és
Qb3 Py3Piy<t = Q5 Pas Piy<t (mod 180°), (2)
mig a kj korben
Py Q5,Q <t = Py Py Qi< (mod 180°), (3)
ahol
P3Py Qin < = P33Py Q1,0 (mod 180°). (4)
(1) és (3) Osszegébdl (2) és (4) figyelembevételével adodik, hogy
Q23Q34Q% U= Q1 Pa3 Py < + P3Py Q15T (mod 180°), (5)
Masrészt a A Q)5 P53 Ps, hdromszogben
Pys Q1o Pl <t = Q1o Py Ply < + Py Py Q1< (mod 180°), (6)

/
12 23

1.43M.1. abra.
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igy (7) és (6) Osszevetésébdl kapjuk, hogy
Q53Q34Q%1 < = Q33Q1,Q < (mod 180°), (7)

azaz a Q%,, Q}, pontok a Qhs, Q) pontok azonos latékorén vannak vagy a négy
pont egy egyenesre illeszkedik. Ebb6l adddik, hogy inverzids Osképeik — Qs4, Q12
és Qo3 valamint Q41 — is egy kogyenesen vannak.

1.45.
1. megoldas. a) Lisd a G.I1.11.31. feladat megolddsét!

2. megoldés. a)-b) Jelolje a hdromszog csicsait A, B és C, a beirt (vagy a
hozzdirt) koér érintési pontjait Ta, Tp és T¢, a beirt (vagy hozzairt) kort illetve
kozéppontjat i illetve I, a korilirt kort illetve kdzéppontjat k illetve O.
Alkalmazzunk i-re vonatkozé inverziét! Az A pont képe az 1.1. feladat ?77.
megoldasanak I1. pontja szerint a TpT¢ szakasz F4 felez 7pontja. Hasonléan kaphaté
a B ésa C pont képe és igy a k kor k' képe a T4aTpTc hdromszog Feuerbach-korének
adédik. Ismeretes, hogy a Feuerbach kor sugara a koriilirt — a TaTpT¢c hdromszog
koré frt — kor sugaranak fele, azaz k képének sugara 5. Alkalmazzuk az 1.13. feladat
sz 2R

eredményét! A sugdr transzformécidjinak képlete szerint § = [@2—pz]> Baz

|d> — R?| = 2rR. (1)
A Dbeirt kor a koriilirt koron beliil van, azaz d < R, és a képlet ilyenkor:

R? —d*> = 2rR, (2)
mig a hozzairt kor kézéppontja kiviil van a koriilirt koron, tehat d > R, azaz

d?* — R* = 2rR. (3)

c) Haszndljuk fel a G.I1.8.14. feladat b) részének eredményét! Kapjuk, hogy a
feltétel:
(R—d)- [(R*—d*)* —2r*(R* + d*)] = 0.

1.46.

1. megoldas. Invertdljuk az abrat egy tetszéleges A kozéppontu korre!

A K kor képe egy K’ kor lesz, a K atmérdegyeneseinek képei a K kor O kozéppon-
tjdnak O’ képén és A-n dtmend korok, az A-n és K egy e dtmérdjének végpontjain
atmend [ kornek a képe egy olyan egyenes, amely dtmegy I’ és K’ két metszéspon-
tjan. Végiilis azt kell igazolnunk, hogy van egy olyan pont, amely illeszkedik az A-n
és O'-n 4tmend barmelyik kor — mint az el6bbi I’ — és a K’ kor hatvdnyvonaldra.
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Az A-n és O'-n dtmend korck kozos hatvanyvonala az AOQ’ egyenes, tehdt annak
a @ pontnak, amelyben [’ és K’ hatvanyvonala metszi AO’-t, a hatvdnya mind-
egyik A-n és O’-n 4tmend korre és K'-re is egyforma, tehat rajta van ezek koziil
barmelyik kett6 hatvanyvonalan.

2. megoldéas. Tekintsiink egy A-n dtmend [ kort, amely K-t a PQ atmérd végpon-
tjaiban metszi. Legyen I-nek a k korre valo invertaltja [;, ugyanakkor az [ kornek a
K-kor O kozéppontjara tiikkrozott képe lo.

Allitjuk, hogy az I;, lo kordk megegyeznek egyméssal. Ez azonnal nyilvanvalévé
valik, ha a P, @) pontokndl megvizsgaluk K és [ valamint K és [; illetve K és
lo szogét. K és | szoge P-nél és Q-ndl abszolutértékben megegyezik, de irdnyitasa
szerint ellentétes. A kozéppontos tiikrozés kicseréli P-t és Q-t és a szogeket irdnyitas
szerint megtartja. Az inverzi6 helybenhagyja P-t és Q-t is és a szogeket megtartja,
de megforditja az irdnyitasukat. Végeredményképp I; és lp olyan P-n és Q-n dtmend
korok, amelyek P-nél és (Q-nél egymaéassal egyenl6 irdanyitott szogben hajlanak K-
hoz, tehat tényleg megegyeznek egymaéssal.

Ilymédom, ha invertaljuk A-t K-ra, majd a kapott képet tiikrozziik O-ra, akkotr
visszajutunk l-re, tehdt az igy kapott pont mindegyik olyan korre illeszkedik, amely
atmegy A-n és K-t egy atmérd két végpontjiban metszi.

Roviden: az az O centrumu negativ aranyd inverzié, amely K-t énmagara képezi
(a K-n kozéppontos titkrozésként hat) sziikségképpen fixalja azokat a koroket is,
amelyek K-t egy atméré végpontjaiban metszik, igy ha az A pont rajta van egy
ilyen koron, akkor az inverziondl szarmazd képe is rajta van.

3. megoldas. Ha r a K kor sugara, akkor a K kor O koézéppontjanak a vizsgélt
korok barmelyikére vonatkozé hatvanyara a —r? érték adédik, ha a hatvanyt a vizs-
gélt kor azon hirjdn szadmoljuk, amely K dtmérdje. A szel6tétel szerint a hatvany
értéke ugyanekkora lesz az A-t tartalmazé hiron is, tehat

ahol A’ a vizsgalt kor AO szel§jének A t6] kiilonbozd és az elbjelek szerint O-t61
A-val ellenkezd irdnyban taldlhaté pontja. Ezek szerint illeszkedik a A’ a vizsglt
korék mindegyikére.

Megjegyezziik, hogy a korok A-t6l kiilonboz8 A’ metszéspontja az A pont képe
az O kozéppontt —r? paraméterii inverziénal. Ennél az inverziéndl a vizsgalt kérok
mindegyike fix.

1.47. Az a feltétel, hogy a K-ra vonatkoz6 inverzi6 kicseréli egymdssal A-t és
B-t tgy is fogalmazhaté (lasd az 1.19. feladatot), hogy az A-n és B-n dtmend
kogyeensek merélegesek K-ra. Az I-re vonatkozé inverzié kogyenestart, tehat az
A, B pontokon dtmen6 kogyenesek képei A’ B’-n 4tmend kogyenesek. Az inverzié
szOgtarto is, tehat a K’ kor merSleges az A’, B’ pontokon dtmend kogyenesekre.
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De tjfent az 1.19. feladat 4llitdsa szerint ez azt jelenti, hogy A’ és B’ egymés képei
a K’ korre vonatkoz6 inverziondl.

A fenti gondolatmenetbdl az is kideriil, hogy ha K képe a K’ egyenes, akkor A’ és
B’ egymés tiikorképei erre az egyenesre. Tehét inverzidval dtvihetjitk az inverziét
tengelyes titkkrozésbe.

1.48. Hasznéljuk fel az 1.47. feladat eredményét, kiilonésen annak 1.47M. megoldasa

végén tett megjegyzést. Vizsgaljuk a t tengelyre vonatkozé tengelyes tiikrozést.
Tekintsiink egy olyan ¢ inverziét, melynek centruma nem illeszkedik t-re és jelolje
t képét az i inverziéndl 7. A T-ra vonatozd inverziénal pontosan akkor felel meg
egymdsnak az A és a B pont, ha ezen pontok i-nél szdrmazd A’, B’ képei egymads-
nak felelnek meg a t egyenesre val6 tiikrozésnél. Ez épp azt jelenti, hogy ToioT
Osszetett transzformacié — ahol most egyszerre hasznéljuk a 7 jelet a korre és a ra
vonatkozé inverzidra — a t-re vald tiikrozéssel azonos.

t(AY=DB', é rToior(A)=710i(A)=7(B)=DB.

1.50.

1. megoldas. Az A, B pontok akkor és csakis akkor cserélddnek ki a k korre
vonatkoz6 inverziéndl, ha az A-n és B-n dtmend kogyenesek merblegesek k-ra (1dsd
az 1.19. feladat E pontjat). Keressiik meg tehdt a kj-re és a ka-re merdleges kogye-
neseket!

Az egyik ilyen kogyenes a ki1, ko egyenes kozos centralisa, t. Megjegyezziik, hogy
t nem létezik, ha ki és ko koncentrikus, de ilyenkor olyan val6sagos pontpar sincs,
amely mindkét korre vonatkozé inverziénal kicserélédik, csak a kézos centrum és a
wvégtelen tavoli pont” cserélédik fel.

Keressiink egy mindkét korre merdleges kort is! Ehhez tekintsiik a &y, ko korok h
hatvanyvonalat. Messe a hatvabyvonal a t centrédlist T-ben tekintsiik h egy — k1 és
ko kiilsejében talalhaté — H pontjat. Mivel H a k1, ko korok kiilsejében helyezkedik
el, igy H-nak a két kérre vonatkozé egyenld hatvanya pozitiv — jelben 1% —, azaz
van egy olyan H kozéppontu kg kor, amely meréleges ki-re és ka-re is.

A keresett pontpar a kg kor és a t egyenes két metszéspontja. De van-e két
metszéspont ? Ha k; sugara r1, kdzéppontja Oy, akkor 1%, = HO? —r?, mig HT? =
= HO? — O,T?. Pontosan akkor van két metszéspont, ha r% > HT? azaz ha
r? < 0177, tehat ha a hatvanyvonal centrélisra illeszkedd pontja a k; kéron kiviil
van. Ez épp azt jelenti, hogy a ki, ko korok hatvanyvonaldnak nincs k6zos pontja a
két korrel, azaz azoknak sem egymassal. Ebben az esetben van a feladat feltételeinek
megfelelé pontpar, amelyet fent meg is leltiink.

2. megoldas. Ha A és B kicserélédik a ki és a ko korokre vonatkozé inverzional,
akkor ky és ko is az A, B pontpar egy-egy Apolléniusz kore (lasd az 1.18. feladatot),
tehat ki és ko kozos pont nélkiili nem koncentrikus korok.
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k1 és ko is az A, B pontpar egy-egy Apolléniusz kore (14sd az 1.18. feladatot),
tehét ky és ko kdzos pont nélkiili nem koncentrikus korok. Megmutatjuk, hogy ha a
k1 és ko k6z6s pont nélkiili nem koncentrikus korok, akkor van megfelelé pontpar,
és aldbb meg is hatarozzuk azokat.

Ha A(ai,as), B(b1,bs) és ki illetve ko az A, B pontok )\ illetve Ay ardnyt
Apolléniusz kore, akkor A, B, ki és ko egyenletei:

A: (r—a1)?+(y—a2)? = 0,

B (r_b)?e(y_b? — 0 (1)
kl : )\1 ((xfa1)2+(yfa2 ) ( {L'*bl ( *bg)Z) = 07 (2)
ko : A2 ((z—a1)* + (y — az)?) — (($—b1) +(y—b)?) = 0,

tehdt A és B (1) egyenleteinek linedris kombindci6ibol kaphaték ky és ko egyen-
letei. De k; és ko (3) egyenleteinek linedris kombindciéibél is megkaphatok A és B
egyenletei”, azaz az A, B pontok koordinatai. Valéban, fent

1 1 A2 A1

A= ki — k B= ki — ko.
PVEED VR VD Ve DYDY D VI Ve
Most ky és ko adottak, egyenleteik legyenek
ky - 2?4y —25x —2my+6 = 0, (3)
ko : 2% 4+ y? — 26w — 210y + 62 = 0.

Ugy kell linedrkombindlnunk ezeket az egyenleteket, hogy 0 sugart koroket, azaz
pontokat kapjunk. Tekintsiik pld az ak; + ko kort, tehat azt, melynek egyenlete

&1+ & an + 12 ady + 02
key + ko : 21,2900 —9 -0. (4
aky + k2 "ty a+1l’ a1 Y+ a1 (4)

Ugyanez teljes négyzetek Osszegére irva:

ad + &)\ any + 12 2_ af + &\’ am +m2\?  adi + 6
r———— | +tly-———~ | = + - ;
a+1 a+1 a+1 a+1 a+1

(5)

ami akkor lesz pont, tehdt 0 sugart kor egyenlete, ha
0= (a1 +&)° + (ams +n2)? — (b1 + 62)(a + 1), (6)

A 6. egyenletben adott &1, &, M1, 12, 01, 02 és a-t keressiik. Egyenletiink az «
valtozéban masodfoki:

0= (& +ni—d)a” + (26& +2mne — 61 — da)a+ (&5 +15 —62)  (7)

és pontosan akkor van két megoldasa, ha a

= (2618 4+ 2mm2 — 01 — 62)> — A(§] + 7 — 01)(&5 + 13 — 62) (8)
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mennyiség, azaz
D = 4(&m2 — &m)® + (61 — 62)° (9)

pozitiv.

xxx XXX FOLYTATAS?

3. megoldas. Vilagos, hogy az egymaéssal kicserél6d6 A, B pontokat a k1, ko korok
t centralisan kell keresni. Tekintsiik ¢-t szdmegyenesnek, amelyet k1 a p1, p2, mig
ko a q1, g2 szdmoknak megfelel¢ pontokban metsz, mig A-nak és B-nek az 7 és az
o szém felel meg. Az inverzids feltételek:

(= B2 (2 — ) = (2gla), "
(rn = 232) (2 - 22) = (25%).
Ezekbél
o1+ T2 208 e (2)
T1Ty = P1q142+P241q2—P1P2Q1—P1p2q27
q1+q2—p1—p2
azaz
g Q192 ~ P1P2 + \/57 (3)
q1+ G2 —p1 — P2
ahol
D= (p1—a1)(p1 — q2) (P2 — q1) (P2 — q2)- 4)

A D diszkrimindns pontosan akkor pozitiv, ha a (pi,p2) szdmpdr elvilasztja a
(g1, q2) szdmpart, azaz q1 és g2 egyike a p; és a py kozott van, a mésik pedig nincs
a kettd kozott és nem is egyenl6 veliik. Ez épp azt jelenti, hogy a k1, ko korok nem
metszik egymést. Ebben az esetben (3) adja meg az A, B pontok helyét.

1.52. a Ha a kq, ko korok sugarai ry és ro, akkor a korlanc tagjainak kozéppontjai
egy R = ’”1;”"2 sugaru koron vannak, és a korlanc tagjai p = @ sugaru korok
(lasd a 2. dbrat). A koncentrikus korok A kozéppontjai, a korlanc két szomszédos
tagjanak O1, Oy kozéppontja egy olyan egyenld szari haromszoget alkot, amelyben
az alap T felez6pontja az korlanc tagjainak érintési pontja és amelyben

180° =]

OlATZ = = 22,507 ATOlé = QOO, TOl =p D) ;
(1)
tehat
jry—rs] o 1‘
sin 22,5° = —2— = ,sin22,5° = =T (2)
2 ro
amibél

71 1+ sin 22,5°
— =T 3
7o 1 —sin22,5° 3)

A0y =R =

T+ 7o

2

I
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b) Az AT O derékszogli haromszogben AT = R, ezt a hosszt keressiik és Pitago-
rasz tételével meg is hatdrozhaté:

2
r — T2

2
R? = AT? = AO? — O,T? = (%) — |75 = (4)

azaz R = \/rirs.

c) Az 1 6sszefiiggések koziil csak a legelsé médosul az aldbbi médon:

oars = 8%
n

igy az altalanos esetben
. o
71 1+ sin %
180° °

i) 1fsmT

mig az R = \/riry Osszefiiggés ugyanugy érvényben marad.
172 Y Y y

1.53. Invertaljuk az 1.52. feladatban vizsgalt konfigurdciot egy tetszéleges, de a
zottani k1, ko koncentrikus korokkel nem koncentrikus korre!

1.60. a) Komplex szdmok hinyadosdnak argumentuma az osztandé és az oszté
argumentumédnak kiilonbsége. A (z1,22,23) = Z=2 osztéviszony argumentuma
(forgasszoge) az (z1 — 23), (23 — z2) komplex szdmok argumentumdnak kiilonbsége.
A hanyados tehat pontosan akkor valds, ha a z; és z3 ponton &dtmené egyenes
egyalldsi a z3 és zo ponton dtmend egyenessel, azaz pontosan akkor, ha z;, 2o és
z3 egy egyenesen van.

b) A hasonldsdgi transzformécidk megtartjik a szakaszok egyméshoz viszonyi-
tott ardnyat és a szogek nagysigat, tehat megérzik harom komplex szam komplex
osztéviszonyat is. Természetesen ezek hanyadosat, a kettdsviszonyt is megorzik.

c) Ezt elég az origd kozépponti egységkorre vonatkozé inverzidra igazolni, hiszen
hasonldsagi transzforméciokkal ebbél minden inverzié elkészithet. Az alabbi alge-
brai Osszefiiggést kell igazolni:

1.52M.2. abra.
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CEE SR
womnma) T I1IEL
De
<Z1 —23 2 —z4) _ ((Zl —Z3)(Z4—z2)) (T -m(E =)
23—z m—2) \(m-n)(a-2)) BmB-=2)(7-=)
mig

)(x-2)
EERI

igy a jobb oldali tortet zZ12z22324-gyel bévitve a bizonyitandé allitast kapjuk.

d) A (21,22,23) = 2%2 osztéviszony értéke olyan komplex szam, amelynek
argumentuma mod 180° megadja azt a szoget, amellyel a z3, z3 pontokon dtmend
egyenest el kell forgatni, hogy a z3, 21 pontokon &tmené egyenest kapjuk. Ehhez
hasonléan, a (21, 22,24) = % osztdviszony argumentuma mod 180° az a szog,
amellyel a 29, 24 pontokon dtmend egyenest el kell forgatni, hogy a z4, 21 pontokon
atmend egyenest kapjuk. A két osztéviszony hanyadosa pontosan akkor valds, ha a
két osztéviszony argumentuma egyenld egymassal mod 180°.

Ha ez a két szog 0-val kongruens mod 180°, akkor a négy pont egy egyenesen
van, ha pedig egy a # 0 szoggel kongruens mod 180°, akkor a z3 és a z4 komplex
szamoknak megfelel§ pontok illeszkednek a z1, zo pontpar « szogl latékorére. Ezzel
az allitast igazoltuk.

K
Sl= &=
/N
A=
I
= | &=

=2
Sll= |-

N

1.64.

1. megoldas. A k gombi koér a g gombnek valamely ¥j sikkal valé metszete.
Legyen k kézéppontja a Xy, sikban Oy, legyen tovabba a g gémb kézéppontja O,.

Tekintsiik az Oy, Oy, P pontokat!

Ha P = Oy, akkor a vetités egyben kozéppontos tiikrozés, ez tényleg kértarto.

Ha P = Oy, akkor k vetitése egy énmagara vald kézéppontos tiikrozés, k képe
kor.

Ha O, = Oy, akkor tekintsiik a g gémb k kdrre meréleges k- adtmérSegyenesét.
Ha P illeszkedik erre az egyenesre, akkor a teljes abra forgastengelye a k- egyenes,
természetes, hogy a k kor képe is kor lesz. Ha P nem illeszkedik a k- egyenesre,
akkor a P pont és a kT egyenes altal kifeszitett II sik szimmetriasikja az dbranak,
a tovabbi vizsgdlatok megegyeznek azzal az esettel, amikor Og4, Oy és P mind
kiilénbo6zoek.

Ha Oy, Oy és P kiilonbozdek, akkor az abrank megint forgasszimetrikus.

Végiil, ha Oy, O és P nincsenek egy egyenesen, akkor tekintsiik e hArom pont II
sikjat. Messe ez a sik a k kort az Ay By érintében és legyen a PAy, PBj. egyenesek
masik metszéspontja a g gombbel A; illetve B;. A g gdbmb szimmetrikus a II sikra,
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mert rajta van a kézéppontja, és a k kor is szimmetrikus Il-re, hiszen II tartalmazza
a k kor forgastengelyét az O,0), egyenest. Ebbdl kovetkezéen a Il sik az egész dbra,
tehat a k kor P-bol vetitett [ képének is szimmetriasikja lesz.

A g gobmbot a IT sik két félgombre osztja. A g gombnem a P-bél valé énmagara
vetitése kicseréli egymassal ezt a két félgombot, ha a P pont a g gémb belsé pontja,
mig az egyes félgomboket dnmagara képezi, ha g kiils6 pont.

Tekintsiik a k kor tetszéleges C, pontjat és annak Ay By egyenesre vonatkozé Uy,
meréleges vetiiletét. Messe a PUj egyenes az A;B; egyenest Uj-ben és bocsassunk
merbleges A; Bj-re Uj-ben. Allitjuk, hogy e merSlegesnek a G gémbbel valé egyik —
az el6z6 bekezdésben foglaltaknak megfelelé — metszéspontja az a C; pont, amely
a Cj pont képe a g gdbmbnek a P pontbdl énmagara vald vetitésénél. Ha ezt iga-
zoljuk, akkor ezzel a feladat allitasat is bizonyitjuk, hiszen az igy ad6dé C; pontok
mértani helye az A;B; egyenesen atmend, a II sikra merdleges ¥; sik és a g gbmb
metszésvonala, ami egy [ kor. (Lasd az 1. 4brat)

A P, Uy, U, pontok egy egyenesen vannak és az U Cy, U;C; egyenesek parhuzamosak

By

1.64M1.1. 4bra.
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egyméssal, igy mindossze annyit kell igazolnunk, hogy

UG _ PU, W
UiCx  PU

frjuk fel a magassagtételt a k, | korokben az Ay By, A;B; dtmérékre irt ApCy By,
A;C) By derékszogii haromszogekre!

UlCZQ =UA; - U B, Ukc’}% = U,A - Ui By. (2)
Ennek fényében (1) igazoldsdhoz azt kell megmutatni, hogy

UA-UiB, _ PU?
UpAy - UpBr,  PUZ’

azaz
UA -UB;, UgA-UpBy

- . 3
U2 U ®)
irjuk fel a Szinusz-tételt a PUA;, PUB;, PU Ay, PUy By, hdromszogekben!

UlAl _ SinUlPAlZ UZBZ _ sin UZPBZZ

= = 4
Iﬂﬁ Shlpfhlhl7 ‘PLQ SHLPZ%LQZ’ ()
illetve
UkAk _ SinUkPAkZ UkBk _ SinUkPBké (5)
PU, ~— sin PAULZ’ PU, ~ sin PBULZ’

A bizonyitandé (3) Osszefiiggés trigonometrikus formdja tehat

sin UZPAZZ - sin UZPBZZ _ sin UkPAkZ - sin UkPBkZ (6)
sin PA[U[Z - sin PBZUZZ - sin PAkUkZ - sin PBkUkZ

Az Ay, By, Ay, By pontok mind illeszkednek a II sik és a g gomb 7 kormetszetére,
igy

SinPAlUlZ = SinAkAlBlZ = SinAkBkBlZ = SinUkBkPZ, (7)
SinPBlUlZ = SianBlAlZ = SianAkAlZ = SinUkAkPZ,

Maésrészt nyilvanvald, hogy
sin UZPAZZ = sin UkPAkZ7 SinUlPBlZ = sin UkPBk-Z, (8)

igy a (7), (8) Osszefiiggések igazoljak a (6)relacidt.

Megjegyzés A (3) onmagdban is érdekes. Kovetkezik beléle pld a nevezetes
»Pillangd-tétel”.
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Ehhez tegyitik fel, hogy P a g gbmb, azaz a k kor belsé pontja és PU; > PUj.
A (3) Osszefiiggés ilyenkor azt jelenti, hogy az U; pontnak a k korre (a g gom-
bre) vonatkozé hatvanya legaldbb akkora, mint az Uy pontnak a k-ra vonatkozd
hatvanya. Ha az U,U; egyenes a k kort a Vi, V; pontokban metszi, akkor tehat

ViU - UV, 2 ViU - UV,

azaz

WU - (DU + Ui Vi) > ViU - (UnUr + Ui V),

amibdl a zaréjelek felbontasa, a ViU - Vi Uy, tag eliminélésa és U;Ug-val val6 osztas
utdn V,U; > Vi Uy. Ezek a 1épések megfordithatok, igy azt kaptuk, hogy a PU; >
> PUy, ViU, > Vi Uy, egyszerre teljesiilnek. Ez azt is jelenti, hogy P pontosan akkor
felezi az U U, szakaszt, ha P az Vi V; hir felez6pontja.

2. megoldas. Inverzio a térben
Legyen a P pontnak a g gombre vonatkozd hatvanya A. A P centrumu A paraméteri
inverzié 6nmagéra képezi a g gdmbot gy, hogy pontosan azt a leképezést valésitja
meg rajta, mint a P-bol vald vetrités.
A k kor eldallithaté két gomb vagy egy gomb és egy sik metszésvonalaként. Az
inverzi6 a gdmbokbdl és sikokbdl gdmboket és sikokat ,,csindl”, igy a k kor képe is
el6édll két gobmb vagy egy gémb és egy sik metszésvonalaként, tehat kor lesz.

3. megoldas. Algebrai geometria

1.64M1.2. abra.



1. INVERZIO 95

El6szor elmondjuk a gondolatmenet 1ényegét, utdna részletezziik a bizonyitast.
Tekintsiik azt a K kapot, amely a P ponton &t a k kor pontjaihoz hizott egyenesek
alkotnak. A K kup a térbeli Descartes koordindtarendszerben egy haromvaltozés
masodfokt egyenlettel, jelben Ko = 0 adhaté meg. Ennek részletes indoklasat kédbb
adjuk meg. A g gomb is egy hdromvéltozés masodfoki egyenlettel — jelben G, = 0
— adhat6 meg ugyanabban a koordinatarendszerben.

E két egyenlet afCy + 8G2 = 0 linedris kombindcidi is haromvaltozds masodfoki
egyenlettel megadhato alakzatok, és ezek az alakzatok mind tartalmazzak a g gomb
és a IC kip kozos pontjait.

Tekintsiik a k kor 3y, sikjanak egy k pontjaitél kiillonbozé @ pontjat. Q a gdmbon
és a kdpon sincs rajta, {gy azok egyenletébe beirva @ koordindtait a kapott G(Q),
K(Q) értékek zérustdl kiilonbozbek lesznek. Tekintsiik tehat a

G(QIK2 = K(Q)G2 = 0 (1)

egyenlettel megadhaté masodrend(i feliiletet. Ezt az egyenletet kielégiti K min-
den pontja és a @ pont is. Ebbdl kévetkezik, hogy a 3 sik minden pontja is
kielégiti az egyenletet. Valéban, egy tobbvaltozds poklinomnak valamely egyenesre
valé megszoritasa is is mésodfokt polinom az egyenesen, igy vagy azonosan nul-
la azon az egyenesen vagy legfeljebb két zérushelye van ott. A @Q-n atmend k-t
metszé egyeneseken azonban harom zérushelye is van vizsgalt polinomunknak, igy
ezeken az egyeneseken azonosan nulla. Ebbdl kovetkezik, hogy a k kor belsejében
is azonosan nulla és ¥, minden pontjan at hizhaté k belsején dthaladd egyenes,
igy a kifejezés zérus a teljes ¥y sikon.

Vegytink fel egy 1j koordindtarendszert, amelynek origéja, y és z tengelye is a X,
sikban van, amelbyen tehat 3, egyenlete az x = 0 egyenlet. Nem nehéz igazolni,
hogy a G, K alakzatok egyenlete ezen 14j koordinatarendszerbe nis masodfoki,
ut6bbié legyen K}, = 0. Részletesebben:

Ky a112” + a1y + a1302 + a1a® + azey® + asyz + azay + assz” + agaz + ass = 0.

@)
A K}, kifejezés mindig zérus, ha z = 0, azaz a agey? + ag3yz + agay + assz? + azsz +
+ aqq kifejezés értéke y és z barmely értéke esetén nulla. Nem nehéz igazolni, hogy
ez csak akkor fordulhat el6, ha

G2 = Q23 = A4 = a33 = azq = aqq = 0.

Ekkor tehat
Ky:  x(a1i®+ aioy + a3z +aya) = 0. (3)

A a1z +ai2y+aisz+ais = 0 egyenlet egy X sik egyenlete, tehat a kup és a gomb
metszéspontjai két sikban helyezkednek el, ahol nyilvan két kort alkotnak, hiszen
a gbmb és a sik metszésvonala kor. A P-bdl valé vetités egymasra képezi ezt a két
sikot, ezt a két kort.
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1.67. Invertiljuk az ABC haromszog csucsait és k koriilirt korét a haromszog i
beirt korére! Az inverzié 1.1M. megoldédsban leirt szerkesztése szerint az A, B, C
pontok A’, B’, C’ képe rendre a B1C1, C1A;1, A1 B; szakasz felez6pontja. A k kor
képe tehét az Ay B1Ch hdromszog k' Feuerbach kore. Ennek O kozéppontja nem a
k kor O kozéppontjanak képe, de az inverzié kdzéppontja, az invertalt és a képkor
kozéppontjai egy egyenesen vannak, azaz most

017 0] és OF

kollinearis. Masrészt az A; B;C7 haromszog Euler egyenesén van e haromszog kortilirt
és Feuerbach korének kozéppontja, valamint a magassdgpontja, azaz

0O,, Op és M
is kollinedris. Ebbdl kovetkezik, hogy

O, 01 é M
egy egyenesen vannak.

1.68. Két olyan kor is van, amely érinti az AB, AC oldalegyeneseket és az w kort:
az egyik, amelyet most nem vizsgdlunk, az w kor kiilsejében van, tehdt az ABC
haromszoglapon és igy az i koron is kiviil helyezkedik el.

Alkalmazzunk i-re vonatkozé inverziét! (ldsd az 1. abrét). Az i kér AB, AC és
BC oldalon taldlhaté Te, T, Ta érintési pontjai fixen maradna az inverziénal.
Ismeretes, hogy az A, B, C csticsok ilyenkor az TgTc, TcTa, TaTp szakaszok A,
B', C' felezbpontjaiba képzédnek.. Az w koriilirt kor képe a TaTsTc hdromszog
Feuerbach kore lesz, melynek sugara a TATpT¢ haromszog koriilirt kdre sugaranak
fele lesz.

Az AB, AC egyenesek IT¢, ITg 4tméréji korokbe képzédnek, ahol I az i kor
kozéppontja, inverzionk centruma. Ezeknek a koroknek a sugara is fele az ¢ beirt
korének és mindketten dtmennek az A’ ponton. Ez a két kor adott, mig az w’ kor
valtozhat, de 6 is ugyanakkora sugarti, A’-n 4tmen6 kor. Van-e olyan kor, amely
érinti mind a harom legut6bb emlitett kort?

Igen van: az A’ kozéppontd, i-vel azonos sugari ¢/, kor megfelels (lasd a 2.
abrat). Ez nem lehet teljességgel i belsejében, hiszen azzal egyenld sugard. Emiatt
invertalt képe, c4 sem lesz teljesn i-n kiviil, nem egyezhet meg a megoldés elején
emlitett ,rossz” korrel. A most kapott c4 kor tehat megfeleld és fiiggetlen a B, C'
pontpér valasztasatol.

1.73. Lasd Komal[5)[6], F. 1783 (1971/9).
1.74. Léasd Komal 768. gyakorlat (1962/4).
1.75. Lasd Komal P. 80 (1972/2).
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1.76. Lésd Komal P. 84 (1972/4).

1.77. Az1982. évi Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia 2. feladata (Kémal 1984/1)
1.78. Lésd Komal P. 44 (1970/4).

1.79. Lasd Komal P. 28 (1969/12).

2. Projektiv geometria

2.2. A fényképezés egy vetitésnek foghaté fel. A kilvildgot a fényképezdgép P
fokuszpontjabdl a film ¥ sikjdra vetitjiikk. A fényképen megjelené ABC D négyszog a
valésagos focipalya, az A’ B'C’ D' téglalap képe ennél a vetitésnél. Az A’ D’ alapvon-
al és a P fékuszpont egy Y ap sikot alkot, ez a sik tartalmazza a fokuszpontot az
oldalvonal barmely pontjaval 6sszekots egyenest, tehat az AD egyenes a X ap sik
és a ¥ stk metszésvonala. Az A’ D’-vel parhuzamos B’'C’ alapvonal és a P pont

1.68M.1. 4bra.

i Tc
~\

1.68M.2. &bra.
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sikja Y pc, melynek Y-val valé metszete a BC' egyenes. A Y ap és a Ypco sik is
tartalmazza a P ponton at az A’D’, B'C’ egyenesekkel pirhuzamosan hiizott hp
egyenest. Ha h; a film ¥ sikjat H;-ben metszi, akkor Hy egyben az AD, BC egye-
nesek metszépontja is. Az focipalya valddi sikjdban az A’D’, B'C’ egyenesekkel
parhuzamos egyenesek képei mind H;-en mennek at, mert barmelyik ilyen egyenes
és a P pont olyan sikot feszit ki, amely tartalmazza a hy egyenest.

Ehhez hasonléan a focipalya A’ B’, C' D’ oldalvonalainak és az ezekkel parhuzamos
egyeneseknek olyan egyenesek a képei, pl AB és CD, amelyek a 3 sik egy H2 pon-
tjan haladnak at.

a) A palya kozéppontja az A'C’, B'D’ 4tlok O’ metszéspontja, ennek O képét
megkapjuk az AC, BD egyenesek metszéspontjaként. A palya kozépvonala az O’
ponton &t az A’'D’, B'C’ alapvonalakkal parhuzamosan hizott egyenes, melynek
képe tehat az OH; egyenes. OH; egyenes és az AB, C'D egyenesek Fap, Feop
metszéspontjai az oldalvonalak felez6pontjainak képei.

b) Felhasznéljuk, hogy a stlypont harmadolja a silyvonalat. A palya oldalvon-
alainak F 5, F/, felez6pontjai és a B’ sarokzdszlé alkotta hdromszog egyik si-
lyvonala O'B’, egy mésik stlyvonala F’ ;C’" igy a haromszog S’ stlypontjinak
képe a X sikon S = F4pC N OB. A harmadolévonal az SH; egyenes.

2.4. d) Erre a feladatrészre adunk egy szdmolds nélkiili indoklast. Legyen fest6hoz
legkozelebbi parkettalap az UVV'U’ lap, a festd szeme a @ pont, az UV, U'V’
szakaszok felez8pontja Fyy és F', az F' pont képe a vdsznon Fzyw . Az UVV'U’
parkettalappal szomszédos egyik négyzetlap (lasd a 2. 4brat) TUU'T’, ezen a TU

2.2M.2. abra.
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oldalél felez8pontja Fry. A vizsgdlt TU', UV’ 4tlokkal parhuzamos a parketta-
lapok sikjaban az Fry F' egyenes is, melynek képe a vasznon az Fry Fyzy egyenes,
amely tehat szintén P-ben metszi az OP horizontot. Az Fyy F', Fyy Fry sza-
kaszok egyenléek egymassal, hiszen mindketten egyenl6k a parketta négyzetlapok
oldaldval. Az Fuzw FyvF’', Fzw Fyyv Fry haromszogek {gy egybevagd derékszogli
haromszogek, amelyek az Fyy O tengely koriili derékszogben egymésba forgath-
aték. Ez a forgatds egyuttal egymaéasba viszi a P, @) pontokat is, hiszen ezek a
pontok az egymadsba fordulé Fry Fzw, F' Fzw egyeneseknek a forgatdsndl onmagé-
ba képz6d6 OPQ sikkal (a @ ponton dthaladé a parkettalapok, azaz a foldfelszin
sikjaval parhuzamos sfkkal) valé metszéspontjai.

2.7. a) Az ABCD négyszog AB, CD szemkozti oldalainak meghosszabbitdsat
jelolje U, a BC, DA oldalegyenesekét V. Legyen O a négyszog ¥ sikjdra nem
illeszked6 tetszéleges pont és vetitsiik X-t O-bél a II = OUV sikkal parhuzamos
Il sikra. Az OU, OV vetitésugarak parhuzamosak ezzel a sikkal, {gy U és V a I’
sik idedlis pontjaba képzddik, az ABC D négyszog A’ B'C’'D’ képén az A'B’, C'D’
és a B'C’, D' A’ egyenesek is padrhuzamosak lesznek.

b) Azt mutatjuk meg, hogy az A’B’'C’'D’ paralelogramma atvihet§ négyzetbe.
Legyen T tetsz6leges sik, amely tartalmazza az A’ B’ egyenest, de nem tartalmazza
C'-t és D'-t. A T sik megfelel C*, D* pontjaira ABC*D* négyzet. Mivel C* D*
és C'D’ is parhuzamos és egyenld hosszii A’ B’-vel {gy azok egymdssal is egyen-
16ek és parhuzamosak, azaz C’D’D*C* paralelogramma. Ha a II' sikot a C'C*
egyenessel padrhuzamos vetitésugarakkal atvetitjiikk a I' sikra, akkor az A’B'C’'D’

2.4M.2. abra.
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paralelogramma képe az A’ B'C* D* négyzet lesz.

c) Az a) feladatrész megolddsdnak abréjara alkalmazzunk egy olyan A affin tran-
szformdciot, amely Y sikon identikus, és az A’ B’C’'D’ paralelogrammét négyzetbe
képezi. A A(O) pontbdl a A(Il') sikra vetitve az ABC'D négyszog az A(A'B'C'D’)
négyzetbe képzodik.

2.10. Jeldlje Tpor a PQR haromszog elbjeles, tehit a hdromszog koriiljarasanak
megfeleld eldjeld, tertiletét!

Az alabbi Osszefiiggés annak alapjan irhaté fel, hogy az emlitett haromszogek
mindegyikének magassiga az O pont és az ABCD egyenes tavolsiga.

(ABCD) = AC-DB _ Taco -Tppo _ (OA-OC -sin(ac)) - (OD - OB - sin(db))

CB-AD  Tcpo -Tapo (OC-OB -sin(ch)) - (OA-OD -sin(ad))

_sin(ac) -sin(db)
"~ sin(ch)sin(ad) (abed).

2.12. (ABC) = AC/CB = (3—-0)/(1-3) = —3. (ABCD) = (ABC)/(ABD)
amlbol (ABD) = (ABC)/(ABCD) = —2. (ABD) = (d - 0)/(1 — d) = mibél

8 87
d=—

2.13. a) (ABC) = 55 = 3 (ABD) = 10708 — 13
(ABCD) = (ABC)/(ABD)
b) (DCB) = *—f = -3, (pcA) = 57 = -8
(ABCD) = (ABC)/(ABD) = 13.
c) (ABC) = _g, (ABE) = -1, (ABCD) = 3

2.16. Vegytnk fel egy ABCD egyenesre nem illeszked§ tetsz6leges P pontot és a

PB egyenesen egy P-t6] és B-t6] kiilonboz6 @ pontot. Legyen még R = DQ N PA,

V = D@ N PC valamint a)-ban kell még S = AQ N PC és b)-ben T = CQNPA

(lasd az 1. 4brat).

a) (ABCD) 2 (SPCV) 4 (QRDV) L (BADC)
b) (ABCD) £ (rRQVD) € (RTPA) £ (DCBA)

_ AC _ AD-CB __ 1 _ 1 _
2.23. (ABDC) = 58/65 = prac = 4T/A0 = (ABCD) _ =
(BACD) = 83/ 5% = 53‘33 = ppac =y, mint fent.

AD _ ABDC 4. ,._ AC-DB
Hay = (ACBD) = BC DE = Foap 6 T = 5g3p, akkor

AB-CD+ AC-DB  AB-(CB+ BD)+ AC-DB
CB-AD B CB-AD o

Yy+x=



2. PROJEKTIV GEOMETRIA 101

_AB-CB+AB-BD+AC-DB _AB-CB+ BA-DB+ AC-DB _

CB-AD CB-AD
_AB-CB+(BA+AC)-DB AB-CB+BC-DB _
N CB-AD N CB-AD -

_AB-CB+CB-BD _ (AB+BD)~CB_AD-CB_1

CB-AD CB-AD CB-AD

azaz y =1 — .

Innen minden permutéci6 szdmolhaté. Pl az A-val kezd6déek:

(ABCD) =z, (ABDC) = 1, (ACBD) =1 -z, (ACDB) = -, (ADCB) =
=1- =2 (ADBC)=1-1=2-1

x -1 =z

x 1—z T e =i =
(ABCD) | (ACBD) | (ABDC) | (ACDB) | (ADCB) | (ADBC)
(BADC) | (BDAC) | (BACD) | (BDCA) | (BCDA) | (BCAD)
(CDAB) | (CADB) | (CDBA) | (CABD) | (CBAD) | (CBDA)
(DCBA) | (DBCA) | (DCAB) | (DBAC) | (DABC) | (DACB)

2.24. Eredmény: (ABCD) = 1oz,

T Baon

2.25. a) A hényados argumentuma a z3zaz1 irdnyitott szoggel egyenld.

b) Az irdny{tastarté hasonlésdgi transzforméciok az eltolasok és a forgatva nytjta-

sok. A t komplex szdmmal valé eltolds a z — z + ¢, a b pont koriili a = A(cos ¢ +
+ isiny) komplex szdmmal valé forgatva nyujtds (¢ szoggel valé forgatds és A
ardnyt nyujtés) a z — a(z — b) + b = az + b(1 — a) képlettel adhaté meg. A kon-
stans hozzdaddsa mar a z; — z; kiilonbségeket sem valtoztatja meg, a konstanssal
vald szorzas pedig ezek hanyadosat hagyja invaridnsan.

c) Ha a b kozéppontd A paraméter(i inverziénal z invertéltja 2/, akkor (2’ —
—b)(z —b) =\, azaz

N
I
S

2.16M.1. abra.
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A b szdm kivondsa illetve hozzdadédsa, a A-val valé szorzds nem valtoztatja az os-
ztoviszonyt, igy a kettésviszonyt sem. Csak azt kell megmutatnunk, hogy a z — %
leképezés, tehat az egységkore vonatkozd inverzid, a konjugéltjara valtoztatja a
kettsviszonyt.

11 1 1
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2.27. Egy kordbbi feladat allitdsa szerint az (ABCD) kettésviszony értéke valds.
Igy (ABCD) kiszamitasdhoz csak az A, B, C, D pontok kézti szakaszok hosszat
kell figyelembe venniink, illetve meg kell vizsgédlni a kettOsviszony eldjelét is.

Az (ABCD) komplex kettOsviszony és az (abed) sugdrnégyes kettdsviszonya
egyszerre negativ, ha az AB pontpar elvalasztja a C'D pontpart, ami ugyanakkor
kovetkezik be, ha az ab egyenespar elvalasztja a cd egyenespart.

Alkalmazzuk a Nagy Szinusz Tételt a PAC, PCB, PAD, PD B hiromszogekre!
Ha az adott kor sugara r, akkor

AC = 2rsinac, CB = 2rsincb, AD = 2rsinad, DB = 2rsindb, (1)

igy (ABCD) = (abcd). Megjegyezziik, hogy a (1) Osszefliggés akkor is teljesiil, ha
P megegyezik az A, B, C, D pontok valamelyikével, pl A-val, mert ilyenkor a hur
pl AC keriileti szoge a PA érinté és az AC hur szogével egyenld.

2.39. Jeldle a k vezérkorii A csicsu kupot A, a k kor ¥ sikjatol kiilonb6zo vizsgalt
sikot II, a II, 3 sikok metszésvonalat e, a k kor e-re mer6leges atmér6jét BC, az
A kip AB, AC alkotéinak a II sikkal valé metszéspontjait, amennyiben léteznek,
H és K. A bizonyitds soran els6sorban az A, B, C', H, K pontok A sikjaban
dolgozunk. A BC atmér6 és az e egyenes G metszéspontja H K-ra is illeszkedik,
hiszen G = X NA NI mig HK = ANII (lasd a 2. dbrat).

Az 1. dbrédn a A sik lathaté. A sziirkére szinezett kettSs szogtartomany A belse-
je, a BC szakasz pedig a k kor atméréje. A II metszé sik és a A sik HK met-
szésvonala harom lényegesen kiilénboz6 médon helyezkedhet el: vagy csak az egyik
szogtartomanyt metszi el, vagy mindkét szégtartomannyal van k6zos pontja, vagy
parhuzamos az egyik szogszarral, amikor is H és K egyike, a tovibbiakban K, nem
is jon létre. Latni fogjuk, hogy ezekben az esetekben rendre ellipszis (esetleg kor),
hiperbola illetve parabola lesz a II sik és a A kip metszésvonala.

Jelolje A és II egy tetszOleges kozos pontjat P. Fektessiink P-n 4t a k alapkor-
rel parhuzamos sikot, amely a kupbdl kimetszi a DE 4tmér6jé k' kort. Huzzunk
végiil a P pontbdl az e egyenessel parhuzamost, azaz a DE atmérore merdSlegest.
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Az igy nyert PM szakasz hosszat szeretnénk meghatdrozni. A P pont illeszkedik
a DE szakasz k' Thalesz-korére, igy a DPE hiromszog derékszogii. Ebben — a
magassagtétel szerint - PM? = DM - EM. Mésrészt, az EHM és BHG, illetve a
DMK és CGK hasonlé hdromszogekbdl (1asd a 2. 4brat vagy a 3. dbra bal oldali
részabréijat)
DM CG EM  BG
MK — GK’ MH — GH’

A A
H H
K B B
C C C

(1)

2.39M.1. abra.

2.39M.2. abra.

104 MEGOLDASOK

fgy

CG - BG @)
GK -GH’

Vegyiik most tekintetbe, hogy a gggg tényez6 fliggetlen a P pont helyzetétol,

tehat, ha p2-tel jeléljiik, akkor a metszésvonal egyenlete (,sziimptomaja”):

PM?=MK - -MH -

PM? =42 MH-MK. (3)

Bar a 2. 4bran a 1. dbra bal oldali részabrajanak megfeleld eset (ellipszis) lathato,
de a fenti levezetés a 1. dbrdn ldthaté kozépsd esetben is (hiperbola) sz szering
ugyanez. A (3) szimptomat a két esetben kiilénbozd alapfeltevés mellett kell vizs-
galni: az egyikben M a HK szakaszon, a masikban csak a HK szakaszon kiviil
lehet, illetve M mindkét esetben megegyezhet a H, K pontok barmelyikével.

Ha az 1. dbra jobb oldali esete valésul meg, akkor a 3. abra jobb oldali részabrajat
vizsgaljuk. Ttt K M és AC parhuzamosak, igy a 4. osszefliggések megfeleldi most

EM  BG
ezért a PM? = DM - M E magassagtételt is figyelembe véve
CG - BG
PM?=MH - ——. 5
GH (5)
A g}?gfl = u? tényezd fiiggetlen a P pont helyzetétdl, tehit, a metszésvonal
egyenlete:

PM? =pu?- MH, (6)
ami valoban parabola egyenlete.

2.40. Alapozzunk a megoldast a 2.39M megoldasra. Ott lattuk, hogy ha e az alap-
kor sikjanak és a metszési stknak a metszésvonala, K H a metszet egy atmérGje,

G C B C G B
2.39M.3. abra.
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amelyet a metszet P pontjabol e-vel parhuzamosan bocsédjtott egyenes M-ben met-

sz, akkor
CG - BG

—_—. 1

GK -GH )
Itt nem részletezziik annak indoklasat, hogy az 1. Osszefiiggés pontosan akkor kor
egyenlete, hogy e mer6leges H K-ra és

PM?=MK -MH -

CG-BG =GK - GH. (2)

A merdlegességi feltétel azt jelenti, hogy a metszd sik szimmetrikus a kip A cstcsén
athalado, a k alapkor sikjara most meréleges sikra. A metszésvonal tehat az a H K
atméréji kor, amely merdleges a szimmetriasikra (egy ilyen kér van).

a) Kormetszet konstukcidjahoz kiindulunk az alapkor BC' dtmérdjébdl, majd a
BC egyenesen felvesziink egy tetszéleges, de B-t6l és C-t6l kiilonb6z6 G pontot ; az
alapkorre meréleges, a BC' egyenesre illeszked$ A sikon felvesziink egy G-t tartal-
maz6, de BC-t6] kiilonb6z6 GK egyenest és azon a H, K pontokat a (2) reldciénak
megfelelden. Ebben még azt is figyelembe kell venni (ldsd a 2.39M megoldas eset-
szétvélasztdst bemutatd dbrajat), hogy G pontosan akkor van B és C kozott, ha H
és K kozott van. Azt is mondhatjuk, hogy H a B, C, K pontokon athaladé kor és
a GK egyenes metszéspontja, hiszen a (2) egyenlet G-nek erre a korre vonatkozd
hatvany4t fejezi ki kétféleképpen. A keresett kip A csticsa a BK, CH (vagy a BH,
CK) egyenesek metszéspontja.

b) Tekintsiik az alapkort és a K pontot is tartalmazé g gombot. A 2. Gsszefiiggés
a G pontnak erre a gémbre vonatkozé hatvanyat fejezi ki kétféleképpen, tehat H
is illeszkedik g-re. A HK egyenesre illeszkedd, a szimmetriasikra meréleges sik
a g gombbdl egy kort metsz ki, ami tehat sziikségképpen megegyezik a vizsgalt
metszésvonallal.

2.41. b) Legyen a k kor t-re merbleges atméréje BC, a BC egyenes és t met-
széspontja T'. A keresett mértani hely a BC-re illeszkedd, az alapkorre merdleges
A sikban taldlhaté » = VT A-TB sugard T kozéppontu kor, kivéve e kor BC
egyenesre illeszked6 pontjait.

2.44.

1. megoldas. Az 1. dbran az e, eg, e3, e4 egyenesek alkotta négyoldal e;, e;
egyeneseinek metszéspontjat jeldlje P;j, a PiaPsy egyenesnek a PyyPo3 egyenessel
valé metszéspontjat U, a P3Py egyenessel valé metszéspontjat V. Az UV egyenes
a teljes négyoldal egy atldja, rajta U és V az atléspontok.

Az alabbi kettdsviszonyok egyenlék, mert a jelolt pontb6l egymésba vetitheték
a pontnégyesek:

(ProP3aUV) 22 (PyPosUW) 24 (P PaUV).
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2. megoldas. Ha atvetitjotitik a sikot egy mésik sikba tgy, hogy a P14 Ps3 egyenes
az idedlis egyenesbe képz&djon, akkor a Py Pay P12 P13 négyszogbdl paralelogramma
lesz és azt kell bizonyitani, hogy a P34 P1o 4t16t felezi a Poy P13 4t16. Ez nyilvanvalo.

2.46.

1. megoldas. A 7 leképezés fixpontjai az X =enN f, Y = 0105 N e pontok.
(XYAP) Z (XYBP') Z (XY AP"),

igy P” = P.

2. megoldas. Vetitsiik 4t a sikot gy, hogy az O; pont és az X = e N f pont
a végtelenbe keriiljon, tehdt az e, f egyenesek illetve az AAy, BBy egyenesek
parhuzamosak legyenek. Kénnyli megmutatni, hogy a 7 transzforméci6 az 4j sikon
az AB szakasz felezOpontjdra vonatkoz6 kozéppontos titkrozés.

2.47. Egyrészt (Ad(A)Bo(B)) < (6(A)Ad(B)d((B))), méasrészt (ABCD) =

= (BADC), fgy (Ap(A)Bp(B)) = (¢(A)Ad(B)B), igy ¢(4(B)) = B.

2.48. b) Legyen P3 = PlAlg n P2A23, P4 = P1A14 ﬂPQA247 fgy mlndegylk feltétel
teljesiil. A Ps, P, pontok barmelyike lehet idedlis is, tehat a Py Po P3Py négyszog
esetleg elfajul.

c) Legyen P1Py N P,P; = X (ldsd a 2. dbrat). Vetitsiikk az a egyenest P»-bol
P Py-re, majd azt P3-bdl vissza a-ra:

f12,34

2.44M1.1. abra.
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P P;

(A23A14A12A24) = (X A1 P1Py) 2 (AgsA14A13A34).
A bal oldalon taldlhaté kett&sviszony meghatdrozott, a jobb oldali kettdsviszonyt
adé els6 harom pont rogzitett, igy a negyedik, A3y is meghatarozott.

2.49. a) Legyen Py = a14 N a4 és legyen Py az aj4 egyenes tetszleges, de Py-t6l
kiilénb6z6 és a -ra nem illeszkedd pontja. Legyen a1o = Py A2 és Py = a12 N asy,
a3 = PyAss, a1z = PrAjs, végil Ps = ajszass. Konnyi ellendrizni, hogy az igy
kapott Py, P», P3, Py pontnégyes teljesiti a feladat feltételeit.

b) A 2.48. feladat &llitdsa szerint Asq rogzitett, igy Py = a14Nagy révén az azy =
= P A3y egyenes is fix, ezen van Ps. Itt lényegében bérhol lehet, mert az a)-ban
leirt szerkesztés Py € ay4 kezdeti felvétele helyett P3 € azyq kezdeti felvételével is
elmondhato.

2.50. A 2.48. feladat allitdsara vezetjiik vissza a feladatot. Ebbdl a célbdl atbetiiz-
ziik az abrat:

Ay =P, Ay = Py, B, = Ps, By = Pj, Ci = Py, Cy = Py,
mig P1 = A1A2 mBlBQ és
PZ'PJ'ZCLZ'J'7 PZIPJIZG,:] (1S’L<]S4),

tovabba

A1B1NA3Bs; = azgﬂa'23 = Aog, A1C1NACy = a24ﬂa'24 = Asy, Aoz Aoy = a.

2.48M.2. abra.

108 MEGOLDASOK

Ha a két hdromszog pontra nézve perspektiv, akkor P; € C1Cs és igy a
PPiNa=a;;Na=A; 1<i<j<4)

és a
P/P/Na=aj;Na=Aj; (1<i<j<4)

pontok megegyeznek egyméassal a hat esetbdl 6t esetben, csak Asy és A%, egybeesése
nem addédik a feladat feltételeibdl illetve a fenti definiciékbdl. A 2.48. feladat allitdsa
szerint azonban az els§ 6t pont egybeesésébdl Agy és A5, egybeesése kovetkezik,
azaz B1C1 és Bo(Cy az a egyenesen metszik egymast. Ezt kellett igazolnunk.

Ha a két haromszog egyenesre nézve perspektiv, akkor B1C1 N BoCy = P3Py N
NPy P; € a és igy a fenti A5, A}; pontok megegyeznek egymdssal 6t esetben, csak
Aqy és Al egybeesése nem adddik a feladat feltételeibdl illetve a fenti definicikbol.
A 2.48. feladat allitdsa szerint azonban 6t pont egybeesésébél A1y és A}, egybeesése
kovetkezik, azaz PiCy és PiCy az a egyenest a kozos A1y = A, pontban metszi,
tehat Cy és Cy is a Py A4 egyenesen van. Ezt kellett igazolnunk.

2.52. Jelolje az AB oldalegyenes idedlis pontjat I, a beirt kor és az AC oldal
érintési pontjat H. Azt szeretnénk megmutatni, hogy D a K L szakasz felezépontja,
azaz (KLDI) = —1. Az AB egyenest E-bdl a beirt korre vetitjiikk, majd a beirt
kort A-bél 6nmagéra vetitjiik:

(KLDI) £ (FGDH) £ (GFDH). (1)

Maésrészt algebrai azonossdg szerint (GFDH) = m, igy az 1 kettésviszony

értéke (—1), ahogy azt allitottuk is.
2.63. Lasd [5][1968/9/30.0., P. 3.]

2.64. a) A szabélyos 13-sz6g cstcsai kozott dsszesen hatféle hosszisdg fordul eld,
igy legfeljebb négy cstcs valaszthaté ki, hiszen (3) =6< (g), ha 4 < n. Négy cstcs
kivalaszthato, pl a csticsok egy koriiljaras szerinti sorszamai: 0, 1, 4, 6.

b) Igen. Pl. a cstcsok sorszdmai: 0, 1, 4 illetve 0, 2, 7.

b) r—= /\(kn_—ll)

d) Szdmoljuk Ossze kétféleképpen azokat a blokkparokat (egyenesparokat), ame-
lyeknek van kozos eleme (metszéspontja).

Egyrészt b blokk van, igy a metsz3 parok szima legfeljebb (5), és ha ennyi metsz6
par van, akkor barmely két blokk metszi egymadst, igy a blokkrendszer projektiv
sikot.

Masrészt egy pontban r egyenes talalkozik, tehat pontonként (;) partalalkozas

van, dsszesen pedig v(3). Ha a kétféle szamoldst Gsszevetjiik és felhasznaljuk az
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a), b) feladatrészben kapott Osszefuggéseket és atszorzds utdn egyszeriisitiink a
(v — k) > 0 tényezdvel, akkor a kivant egyenlétlenséghez jutunk.

e) Igaz.

f) Az aldbbi tdbldzat a lehetséges eseteket foglalja Gssze. A tabldzat egy-egy
oszlopdban egy-egy lehetséges v értéket (pontok szdma) vizsgdlunk, 6 ponttdl 31-
ig.

6 |7]8|9]10]11|12]13|14]|15]16] 17|18
15 21 28 36 45 55 66 78 91 105 120 136 153
31 s - 1] -]2-]X]-13]-14][-]X]-
4| - [ X[ - - X[ -1-J1w0]-1-T]1|-7]-
5w - | -] - [X] -] -1 -[X]-]-1-1X[-
6w |16] -] -|-]-]X|-1-1-1]-11w7]-71-
1920 |21 |22]23]24]25|26|27]28]29]30]31
171 190 210 231 253 276 300 325 351 378 409 435 462
3]s 5] -16]- X -17[-18[-1X[-109
A [ X | - - X[ - -Jl-]-11]-1-TX
51w - | - |14 -] -]-]1]-1-1-1X]-1-
6] -] - 18- 1-]-1-[X[-1-1-71-71T19

Egy-egy sor a blokk egy-egy lehetséges méretének felel meg 3-t6l 6-ig. A ,-” jelet
tettitk egy mezébe, ha a (k — 1)|(v — 1) feltétel miatt kiesik az a lehetéség, mig
»X7 mutatja, hogy a (§)|('2L) feltétel az akadaly. A megmaradt helyekre egy-egy
szamot, az eset sorszamat irtuk, kés6bb eszerint vessziik végig a lehetOségeket. A
tablazatbol kimaradtak a 6-nal hosszabb blokkoknak megfelelé esetek, de ezeknél
minden eset kizdrhaté az emlitett két feltétel miatt. 6-nal kevesebb ponttal nincs
nemtrivialis blokkrendszer.

A tablazatbdl kiolvashat6 esetek:

1. eset: (7,3,1) - a kételemfl test feletti projektiv sik, a Fano sik. Jelben: PG(2,2).

2. eset: (9,3,1) - a hdromelemi test feletti affin sik. Jelben: AG(2,3).

3. eset: (13,3,1), 7 = 6, b = 26. Vegyiink egy szabdlyos 13-szoget és csticsai koziil
két haromszoget, melyek Osszesen hat oldala mind kiilonb6zé hosszt. Legyenek a
blokkok ezek a haromszogek és elforgatottjaik.

4. eset: (15,3,1), r = 7, b = 35. Legyenek a pontok egy teljes hatszog-graf
élei. Harom él tartozzon egy blokkba, ha hdromszoget alkot vagy ha hat k616nbozé
végpontja van.

5. eset: (19,3,1), » = 9, b = 57.Vegyunk egy szabdlyos 19-szbget és cstcsai
koziil hdrom haromszoget, melyek 6sszesen kilenc oldala mind kiilénboz6 hosszi (a
csticsok sorszamai lehetnek pl 0, 1, 5 és 0, 2, 8 illetve 0, 9, 12). Legyenek a blokkok
ezek a hdromszogek és elforgatottjaik.

6. eset: (21,3,1), 7 = 10, b = 70. Vegyiink harom Fano sikot: Py, Pi, ..., Ps, Qo,
Q1, ..., Qs, Ro, R1, ..., Rg. A blokkok &alljanak egyrészt azokbdl a harmasokbdl,

110 MEGOLDASOK

amelyek betiijele azonos és sajat projektiv sikjukon egy egyenesen vannak, mésrészt
azokbdl, amelyek hiarom kiilonb6z6 betiit tartalmaznak és indexeik Osszege 0-val
kongruens  (mod 3).

7. eset: (25,3,1), r = 12, b = 100. Vegylnk egy szabélyos 25-szoget és cstic-
sai koziil négy hdaromszoget, melyek Osszesen 12 oldala mind kiilonb6z6 hosszi. A
csticsok sorszdmai lehetnek pl (0, 1, 6), (0, 2, 9), (0, 3, 11) és (0, 4, 11). Legyenek
a blokkok ezek a haromszogek és elforgatottjaik.

8. eset: (27,3,1), r = 13, b = 117. A héromelemti test feletti affin tér: AG(3,3).
Nlésképp: Vegyunk harom AG(2,3) stkot : P(), Pl, ceey Pg, Qo, Qh ceey Qg, Ro,
Ry, ..., Rs. A blokkok &lljanak egyrészt azokbol a harmasokbdl, amelyek betii-
jele azonos és sajat affin sikjukon egy egyenesen vannak, masrészt azokbdl, ame-
lyek harom kiilonb6z6 betiit tartalmaznak és indexeik Osszege 0-val kongruens
(mod 3).

9. eset: (31,3,1), r = 15, b = 155. Vegyiink egy szabdlyos 31-szoget és cstcsai
koziil 6t haromszoget, melyek 6sszesen 15 oldala mind kiilonb6z6 hosszi. A csticsok
sorszamai lehetnek pl (0, 1, 5), (0, 2, 16), (0, 3, 11), (0, 6, 13) és (0, 9, 19). Legyenek
a blokkok ezek a haromszogek és elforgatottjaik.

10. eset: (13,4,1), r =4, b = 13. PG(2,3).

11. eset: (16,4,1), 7 = 5, b = 20. AG(2,4).

12. eset: (25,4,1), r =8, b =100.77

13. eset: (28,4,1), 7 = 9, b= 126.77

14. eset: (21,5,1), r = 5, b = 21. PG(2,4).

15. eset: (25,5,1), r =6, b = 30. AG(2,5).

16. eset: (6,6,1), »r = 1, b = 1. Trividlis dizdjn, egy halmaz és egyetlen részhal-

maza, onmaga.
17. és 18. eset: A d) feladatrész eredménye miatt nem létezik.
19. eset: (31,6,1), r = 6, b = 31. PG(2,5).

3. A gomb geometriaja

3.1. Legyen az A pont meréleges vetiilete az OBC sikon D, D meréleges vetiilete
az OB, illetve az OC egyeneseken rendre F és F. Ekkor AE merdleges OB-re, AF
pedig OC-re (14sd az 1. 4bréat).

Ebbél kovetkezben az AE és ED egyenesek parhuzamosak az ABC gémbhérom-
s26g ¢, illetve a oldaldnak B-beli érint8jével. Igy AED/ = . Hasonléan AFD/ =
= ~. Tehdt az ADE derékszogii haromszogben sin 8 = AD/AE, az ADF derék-
sz0gli hdromszogben siny = AD/AF. Ezért sin : siny = AF : AE. AOBZ = ¢
miatt az AOFE derékszogii haromszogben sinc = AE/AO = AE, mivel egységsug-
aru gombot vizsgalunk. Hasonléan, AOC/ = b miatt az AOF derékszogli harom-
szogben sinb = AF/AO = AF. Tehét sinb : sinc = AF : AE = sinf : siny. A
tétel tobbi része hasonldéan bizonyithato.
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3.2. Legyenek a gomb O kozéppontjabdl a haromszog A, B, C' csticsaiba mutatd
vektorok a, b és c. Legyen tovabba vy, az az egységvektor, mely a gdmbharomszog
AB oldalszakaszanak A-beli érint6félegyenese irdnyaba mutat. Hasonléan vegyiik
fel az AC oldalszakaszt A-ban érintd v. egységvektort is.

Ekkor a b vektor az a vektor ¢ szoggel valé elforgatottja a ra meréleges v, vektor
felé. Igy a szogtiiggvények definicidja értelmében

b = cosca + sin cvy,.

Hasonl6 médon, a ¢ vektor az a vektor b szoggel vald elforgatottja a rd meréleges

3.1M.1. 4bra.

3.2M.1. ébra.
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v vektor felé, igy
¢ = cosba + sin bve.

A két vektoregyenletet skaldrisan Gsszeszorozva:
bc = (cosca + sin cvp, )(cos ba + sin bv,).

A b és c egységvektorok szbge a, ezért az egyenlet bal oldalan cos a szerepel, a jobb
oldalon pedig kibonthatjuk a zardjelet:

cosa = cosbcosca? + cos esin bave + sin ¢ cos bvpa + sin bsin evpve.

Az a vektor meréleges vp-re és ve-re is, ezért az ezekkel valé skalaris szorzata 0, a
vp és a Ve egységvektorok szoge pedig «, ezért a skalaris szorzatuk cos a. Tehat

cosa = cos b cos ¢ + sin bsin ¢ cos a.

3.3. Ha az oldalakra vonatkozé koszinusztételbe behelyettesitjiik a cosa > —1
egyenlGtlenséget, akkor a kévetkezot kapjuk:

cosa > cosbcosc — sinbsinc = cos(b + ¢).

Mivel 0 < a <7, 0 < b+ ¢ < 27 illetve cosa = cos(2m — a) és a koszinuszfiiggvény
szigortian monoton csdkken a [0;7] intervallumon, a [r;27] intervallumon pedig
szigorian monoton no, a fenti egyenlétlenség csak gy teljesiilhet, hogy b+ c értéke
a és 21 — a kozott van, tehat a < b+ ¢ < 2w — a. Ebbél egyrészt a < b+ ¢, masrészt
a+b+c<2m.

3.4. Legyenck az ABC gémbharomszog polarisanak csticsai A*, B* és C*, a gbmb
kozéppontja pedig O. Definicié szerint 04 merdleges OB*-ra és OC"-ra is, tehat
OA az OB*C* sik egységnormalisa, tovibba az AA* gémbi szakasz hossza nagy-
obb 7/2 -nél, ezért OA az OB*C* sik A*-ot nem tartalmazé félterébe mutat. Igy
A** = A. Hasonléan beldthatd, hogy B** = B és C** = C, igy az A* B*C* gémb-
haromszog polarisa az ABC gémbhédromszog.

3.5. Az AB*C* gémbharomszog egyenld szaru, hiszen AOB*/Z = AOC*Z = /2
miatt az AB* és AC* oldalszakaszok negyedkorok. A merdlegességek kovetkeztében
az AB*, illetve AC* ivek A-beli érint6 egységvektorai az OB*, illetve OC* vek-
torok, igy a B*AC* gbémbi szog nagysiga megegyezik a B*OC™* euklidészi szog
nagysagaval, azaz a*-gal.

Az AB* és AC* ivek B*—, illetve C*-beli érinté egységvektora az OTA7 ami
merdSleges az OB*C* sikra, {gy AB*C*Z = AC*B*/ = m/2. Hasonléan lithato,
hogy az AC*B és az AB*C gémbharomszogek is egyenld szaruak, és az A-nal



3. A GOMB GEOMETRIAJA 113

1év6 szogiik derékszog (hiszen az A* B*C* gdmbhdromszog poldrisa az ABC gémb-
haromszog).

Ezek szerint az A cstuicsnal 1é6v6 teljes gombi szoget az AB, AC, AB*, AC* sza-
kaszok két derékszogre, egy a nagysagu és egy a* nagysagu szogre osztjak. Ebbdl
kovetkez6en a+ a* = . Hasonléan belathatd, hogy 5+ b* = v+ c¢* = 7. Az is igaz,
hogy a poléris gdombharomszog szogeit az eredeti gbmbharomszog meglels oldalaival
Osszeadva szintén -t kapunk, hiszen az A* B*C* géombhéaromszog polarisa ABC.

3.6. Az A*B*(C* polaris gpmbharomszogre az oldalakra vonatkozé koszinusztételt
felirva a
cosa™ = cosb* cosc” + sin b* sin ¢* cos a*

egyenl6séghez jutunk. Felhasznalva, hogy a* = 7 — a,b* = 7 — 8,¢* = 7 — 7 és
af=m1—a:

cos(m — a) = cos(m — f3) cos(m — ) + sin(m — B) sin(m — ) cos(m — a)

— cosa = cos 3 cosy — sin Ssiny cosa

cosa = — cos 3 cosy + sin 8 siny cos a.

3.7. Tekintsiik azt a gobmbharomszoget, amelynek cstcsai Budapest(B), New York (V)

és az Eszaki-sark(E). Legyen EB = b, EN = n és BN = d. Tudjuk, hogy b = 90° —
—47.5° = 42.5° n = 90°—41° = 49° illetve BEN /Z = 19°474° = 93°. Az oldalakra
vonatkoz6 koszinusztétel alapjan

cosd = cosbcosn +sinbsinn cos BEN Z

cosd = cos42,5° cos49° + sin 42,5° sin 49° cos 93°
cosd ~ 0,457.

Innen
d =~ 62.81° ~ 1,096rad.

Tehéat a Budapest-New York tavolsag megkozelitoleg 1,096 - 6378km ~ 6991km.

3.8. Bocsassunk merdlegest Oslobol(C') az Egyenlitére! Legyen a talppont B (keleti
hosszisdg 11°), a keresett véros pedig A. Az ABC gémbharomszog oldalaira és
szogeire a szokasos jel6léseket hasznaljuk. Tudjuk, hogy 6 = 90° és azt is, hogy
~v = 90°, hiszen az a oldal észak-déli, a b oldal pedig kelet-nyugati irdnyt. A szégekre
vonatkozé koszinusztételbdl

cosa = — c0s90° cos 90° + sin 90° sin 90° cos a,
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igy
COs & = cosa,

amibél a feltételeket figyelembe véve kovetkezik, hogy o = a. Igy a szinusztétel
alapjan v = ¢, azaz ¢ = 90°. Tehat a keresett egyenlitéi varos a nyugati hosszisag
90° — 11° = 79°-4n fekszik, igy az Ecuador févarosa, Quito.

3.9. Tekintsiik azt a gdmbhdromszoget, amelynek csicsai Budapest (B), London
(L) és az Eszaki-sark (E). Legyen EB = b, EL = | és BL = d. Tudjuk, hogy b =
=90° — 47,5° = 42,5°1 = 90° — 51,5° = 38,5° illetve BEL/ = 19°. Az oldalakra
vonatkozo koszinusztétel alapjan

cosd = cosbcosl +sinbsinlcos BELZ
cosd = c0s42,5° cos 38,5° + sin 42,° 5° sin 38,5° cos 19°
cosd =~ 0,975,

sind = v/1 — cos?d = 0,224.

A szinusztételt felhaszndlva

amibdl

sin EBL/ =sinbxsin BEL//sind
sin EBLZ ~ sin42,5° % sin 19° /0,224
sin FEBL/Z ~ 0,983.

Innen EBL/Z =~ 79,5°. Tehat a repiilonek az északi irannyal megkozelitoleg 79,5°-ot
bezarva kell elindulnia.

3.10. Legyenek a gébmbharomszog csicsi A, B, C, a gémb koézéppontja O. Legyen
az AB iv felez6pontja F, az AB szakaszé G. Az O, G és F pontok egy egyenesen van-
nak. A gémbhéaromszog C-bol indulé stlyvonala az az iv, amit a gdmbfeliiletbdl az
OCF sik kimetsz. Ez a sik ugyanakkor az ABC' sikhdromszoget is a C-hez tartozé
silyvonaldban (CG) metszi. Hasonl6an lathatjuk, hogy az ABC gémbharomszog
masik két sulyvonaldnak sikja az ABC' sikhdaromszoget a masik két stlyvonaldban
metszi. Mindhdarom stlyvonal sikja illeszkedik tehét az ABC sikhdaromszog silypon-
tjara, tehat egy egyenesre illeszkednek. Ez pedig azt jelenti, hogy a gdmbharomszog
stulyvonalai is egy ponton mennek at, amely nem més, mint a sikhdromszog suly-
pontjanak vetiilete a gdmbfeliiletre.
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3.11. a) Egy gombkétszog csucsai atellenes pontok, mivel csak ekkor huzhaté
koztiik t6bb egyenes. Ezért ha a gdmbkétszog szoge «, akkor a teljes gombfeliiletnek
az a/2m-ed részét foglalja el, tehat a teriilete: 47 x o /27 = 2au.

b) A gombhiromszog oldalegyenesei egymdst a gombharomszogben és az atel-
lenes gémbharomszégében fed6 gémbkétszogekre osztjak a goémbfeliletet. Ezek
koziil kettd (egymassal dtellenesen elhelyezkedd) szoge o, kettd szoge 3, kettd szoge
pedig 7. (14sd az 1. abrét).

Ha ezeknek a teriiletét osszeadjuk, akkor majdnem a teljes gémbfelszint kapjuk,
csak éppen a gdmbhdromszog teriiletét (T') hatszor szdmoltuk (hdromszor az egyik,
hdromszor a mésik oldalon), tehat néggyel tobbszor, mint ahdnyszor kellene. Igy a

3.10M.1. abra.

3.11M.1. abra.
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teljes gombfelszin:
dm =220 + 28 + 27y) — 4T,

amibél
AT = 4o+ B +7) — 4n

T=a+p8+~v—m.

3.12. Mivel a keresett mértani hely szimmetrikus az AB egyenesre, elég a gobmbnek
csak az egyik felét vizsgalnunk. Legyen az A pont dtellenes pontja A’, a B-é B'.
Be fogjuk bizonyitani, hogy a megfelel6 C' pontok mértani helye a félgdmbon egy
olyan koriv, amelynek végpontjai A’ és B’.

Legyen C' a koriv tetsz6leges A’-t61 és B’-tél kiilonboz6 pontja. Tudjuk, hogy az
A, C A", a B,C, B, illetve az A, B, A’, B’ pontok egy egyenesen vannak. Emiatt
B'AC/(=d)=B'ACL=7n—-BAC/L=7m—a,AB'CL(=p)=ABCL=7—
— ABCZ = 7 — 3, valamint A’'CB'/(= v') = ACBZ = . Ezek szerint az ABC
haromszog teriilete

at+fB+y—rm=n—-d +n7-F++4 —r=1—(a' +8 —+).

Ez pedig akkor dllandé, ha o’ + 8’ —+/ 4llandé. Tehdt azt kell igazolnunk, hogy a
gbémbon adott A’, B’ pontokhoz azon C pontok mértani helye az egyik félgémbon,
amelyekre B'A'C/+ A'B'C/ — A'CB’ / allandd, egy A’ és B’ kozott hizodo koriv.
Ez az &llitds az euklidészi geometridban is igaz (ott az egyik félgémb helyett az egyik
félsikot vizsgaljuk), és a bizonyitdsa is ugyanigy elmondhaté:

Legyen a korfv (gombi) kozéppontja O. Ha O az A’B’C haromszog belsejében
helyezkedik el, akkor

&+ B — = (BAOL+OACL)+(ABOL+OBCL)—(OCA 2 +OCB' /) =
=B'A0/+ A'B'Os/

(hiszen az OA’C és OB'C haromszogek egyenld szariak), ami pedig fiiggetlen attol,

hogy a C pont hol helyezkedik el a koriven. Ha O az A'C vagy a B’C szakaszon

van, akkor konnyen beldthaté, hogy o + ' — 4/ szintén B'A’O/ + A'B'O/-gel
egyenld. Ha pedig O az A’ B’C haromszogon kiviil van, akkor szintén

o +pB -+ =(BA0L+0A'CL)+ (AB'OL—-0OB'CL)— (OCA' L —-0OCB' /) =
=B'A0L+ABOL

Ezzel az allitast bebizonyitottuk, tehat a kersett C' pontok mértani helye az egyik

félgombon valdban egy A’ és B’ kozott huzddo koriv, igy a teljes gombon egy

korivpar. (Més helyeken 1év6 C pontok biztosan nem felelnek meg a feltételnek,

hiszen kénnyen belathatd, hogy akkor az ABC haromszog teriilete vagy nagyobb,
vagy kisebb lesz.)
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4. A hiperbolikus sik Poincaré-modellje

5. Vegyes feladatok

5.2.

1.

is.

megoldas. A bizonyitast az alabbi Lemmara alapozzuk.

Lemma A kxyy, kx/y'u korok pontosan akkor érintik egyméast U-ban, ha

XYU<s+UY'X'a=XUX'< (mod 180°). (1)
Ezt a lemmat a G.11.6.34. feladat ?? megolddsdban mar hasznaltuk és igazoltuk
Most a kapp, kcpp korok P-ben érintik egymast, tehat

CDP<+ PAB< = CPB< (mod 180°). (2)
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és azt szeretnénk igazolni, hogy a kapp/, kcpp: korék P’-ben érintik egymast,
tehat
CDP'<+ P"AB< = CP'B< (mod 180°). (3)

Vegyiik észre, hogy
CDP'a=CDP<+ PDP'< (mod 180°), (4)

mig
P'AB< = PAB< — PAP'<  (mod 180°), (5)

és a kpppra korben
PDP'<=PAP'q (mod 180°), (6)

igy (4), (5) és (6) Osszege (2) figyelembevételével épp a bizonyitandé (3) sszefiiggést
adja.

2. megoldas. Az Allitds P centrumi inverziéval igazolhaté. Ilyen inverziénal a
kapp, kcpp korok képei parhuzamos egyenesek, tehat az A, B, C, D pontok A*,
B*, C*, D* képei trapézt alkotnak, melyben A*B* és C*D* az alapok, P'™* pedig
az atlok vagy a szarak egyeneseinek metszéspontja, igy a kapps, koppr korok képei
valéban érintik egymdst P’ képében, hiszen onnan egymasba nagyithatok.

5.3.

1. megoldas. Legyen az A kozépponti AC sugari és B kozépponti BC' sugart
korok masik metszéspontja O pont.

Els6 észrevételiink, hogy az A, M, L illetve a B, M, K pontok egy-egy egyenesre
esnek. Amennyiben a feladat allitdsa igaz, Ugy az M kozéppontu M K sugard kor
belilrél érinti a k4, kp koroket. Az allitast tehdt dtfogalmazhatjuk gy, hogy tet-
sz0leges olyan korre, amely belilrél érinti a ka, kp koroket és érintési pontja k4-val
K pont, kp-vel L pont, teljesiil, hogy a BK és AL egyenesek X metszéspontja a
két kor kozos CO hurjara esik. (Lasd az 1. 4brat!)

Alkalmazzunk O kézéppontu korre vonatkozé inverziét! Az OC' egyenes dtmegy
az inverzi6 centrumén, tehat a C pont képe az OC' félegyenesre es6 C’ pont. Mivel
a k4 és kp korok dtmennek az inverzié centruman és egymést merélegesen metszik,
ezért képlik két egyméasra merbleges egyenes, amelyek metszéspontja a kozos C pont
C' képe. Az M kozéppontt M K sugart k kor nem megy at az inverzi6 centrumadn,
ezért képe k' kor, amely érinti a ks és kp korok képeit. Ez tehdt egy olyan kor
lesz, amely K’ és L’ pontokban érinti a &'y és ky egymdsra merdleges egyeneseket.
Azon fog milni a bizonyitds, hogy a C'L’', C'K’ szakaszok a k' kor érintéi, tehét
egyméssal egyenld hosszisaguak. Alabb ezt a k6zos hosszt u jeloli.

Az AK és BL egyenesek nem mennek at az inverzié O kézéppontjan, igy képiik
egy-egy O-n dtmend kor lesz. Az AK a’ képe dtmegy az A’, K, O pontokon, a BL
egyenes b’ képe pedig az L', B', O pontokon. (Lasd a 2. §brat!)
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Azt kell igazolni, hogy X’ rajta van a C'O egyenesen.

Ehhez felhasznaljuk a kévetkez6 ismert feladat eredményét. Legyenek P és @ a
sik rogzitett pontjai. Azon R pontok mértani helye a sikon, amelyekre PR? — QR?
egy elore adott allandd, PQ-ra meroleges egyenes.

Ennek megfeleléen legyen most a feladatunkban P = O, az a’ kor, Q = O, pedig
a b’ kor kozéppontja. Az A’O szakasz felezpontja rajta van k’; egyenesen, mert ép-
pen az O pont A-ra vonatkozo tiikorképének inverz képe. Igy a korok merSlegessége
miatt O, a k/y egyenesre, mig Oy a kz egyenesre illeszkedik.

A korok metszéspontjai O és X' tehat 0, X"? — O, X% = 0,0? — 0,0?. Most
O helyett valaszhatjuk a korok egy-egy kiillonbozé pontjat.

0,0% = 0,0 = 0,1 — O,K"* = 0,C" + u® — (0,C" + u?) = 0,C" — 0,C"™.

Tehat X', C’, O egyenesen vannak, ennek megfeleléen C,0, X is egy egyenesen
vannak. Az allitast igazoltuk.

2. megoldas. Legyen abrank betiizése az elsé megoldas szerinti. AZ AX félegyenes
a kp kort mdsodszor a K’ pontban, BX félegyenes a k, kort masodszor az L’

5.3M1.1. abra.
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pontban metszi. (Lasd az 1. abréat!)
A KK’ és CO hiirok metszéspontja a kg korben az X pont. Ezért az X pontra
vonatkozo6 hatvany ebben a korben

KX XK' =CX-XO.

Mésrészt a ks korben LL' és CO hiirok metszéspontja szintén X pont. Az X-re
vonatkozo6 hatvany ebben a kérben

LX -XL'=CX-XO.

Latjuk, hogy
KX -XK'=LX XL,

tehat a K,L,L', K' pontok egy koron, a k koron helyezkednek el. Az A pont
k korre és kp korre vonatkozé hatvanya megegyezik, tovabba a k4 és kp korok
merélegessége miatt AC' érinti a kp kort. Ezek alapjan

AK - AK' = AC? = AL?,

kg

5.3M1.2. abra.
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tehét AL érinti a k kort. Hasonldéan igazolhatd, hogy BK érinti a k kort. A két
érinté metszéspontjabol, M-bdl a k korhoz hizott két érintészakasz MK és ML
egyenlok.

5.4. Legyen ki, ko ill. ks kozéppontja O, O ill. Oz. Meg fogjuk mutatni, hogy
haeiNesNes = FE és fi N foN f3 = F kozil barmelyik 1étezik, akkor a masik is
1étezik és egymas izogondlis konjugaltjai az O1 0203 haromszogre vonatkozdan.

Tegytik fel pl., hogy E létezik és jeldlje az EO1, EO2, EO3 egyeneseket t1, to, t3,
az 0203, 0301, 0104 centralisokat uy, ug, uz, az 010203 haromszog szogfelezdit
v1, V2, vz (14sd az 1. 4brat). Aldbb az e egyenes ¢ tengelyre vonatkozo titkorképét
t(e) jeloli. Tehdt a szimmetria miatt pl.

v1(u2) = ug, va(ug) = uq, v3(u1) = ug. (1)
Meg fogjuk mutatni, hogy az
ui(er) = fi, uz(e2) = fa, uz(es) = f3, 2)

vi(t) = 71, va(te) = T2, v3(ts) = T3

5.3M2.1. abra.
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hat egyenes mind egy ko6z0s ponton halad &t, s6t kicsit tobb is igaz, fi, f2, f3
paronkénti szogfelezéi a 11, 1o, T3 egyenesek.
Az alabbi 6sszefiiggéseket hasznaljuk fel:

Lemma 1. Ha a v, ¢, 7 egyenesekre v(t) = 7, akkor a 7-ra vonatkozé tiikriizés,
mint transzformacié igy irhaté: 7 =votow

Lemma 2. Ha ¢, u, v k6z6s ponton dtmend tengelyek, akkor tovouot =wuowv.

Eszrevétel 1. Mivel ¢1, to és t3 metszéspontja E, gy (2) mésodik sordanak egye-
nesei az E pont 010203 haromszogre vonatkozé izogondlis konjugaltjdban (1dsd
a G.II.11.12., G.I.16.16. feladatokat) metszik egymadst.

Adott pontbél adott ciklushoz hizott két érinté (antiérintd) szimmetrikus a pon-
tot a ciklus koézéppontjaval 6sszekoto egyenesre, igy

ti(e3) = ea, ts(e2) = e1, ta(e1) = es. (3)
Ebbdl, a fenti lemmakbdl és (1)-bél kovetkezik, hogy
T1(f2) = f3, 72(f3) = f1, 73(f1) = fo, (4)

5.4M.1. ébra.
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hiszen pl
Tl(fg) =710 tl e} 1}1(f2) = Otl o710 U2(€2) =

=wvy0t;ovougotieg) =wy ougovi(es) =us(es) = fs.

Ez azt is jelenti, hogy fa, f3 és 7 egy ponton megy at, s6t fs, fi1 és 7o, valamint
f1, f2 és 13 is egy ponton megy at. Ha ez a harom kozds pont nem mind azonos,
akkor az fi, fo, f3 egyenesek alkotta A haromszog pontra nézve perspektiv az
010,05 haromszoggel, a perspektivitds kézéppontja az Eszrevétel 1.-ben emlitett
izogondlis konjugalt. Desargues tétele szerint e két haromszognek egyenesre nézve
is perspektivnek kellene lennie, azaz az

fiNuy =e Nuy = Hy, faNug = ez Nug = Ho, fzNug=e3Nuz = H3

pontoknak egy egyenesre kell illeszkednie. Azonban ezek a pontok a ki, ko, k3
irdny{tott korok paronkénti ,antihasonlésdgi pontjai” (pl Hy a ko irdnyitott kor
és a kg irdnyitott kor ellentettjének hasonldsdgi pontja), amelyek nincsenek egy
egyenesen, ha Op, Oz, O3 sincsenek egy egyenesen. Ha O1, Oz, O3 egy egyenesen
vannak, akkor a kozos centralisra vonatkozo tengelyes szimmetria miatt a feladat
allitasa nyilvanvaléan teljesiil.

5.5.

1. megoldéas. Felhasznéljuk az aldbbi lemmat:

Lemma Az e egyenes pontosan akkor megy at az I IoI3 hdromszog magassag-
pontjan, ha e-nek az I; I5 I3 haromszog oldalaira vonatkozé titkérképei egy ponton
mennek at (14sd a 7?7.-77. feladatokat).

A fenti lemmaét itt nem igazoljuk.

Az e egyenesnek az I 15 egyenesre vonatkozé tiikorképe a BC' egyenes, mig az
1515 egyenesre vonatkozé tiikorképe C'D, igy csak azt kell megmutatni, hogy az e
egyenes [ I3-ra vonatkozo tiikkorképe is atmegy C-n. Ezt kétféleképpen is igazoljuk.

I. gondolatmenet

Jelolje a DAM, M AB szogek szogfelezbit ty illetve to, a CDA, DAB, ABC,
BCD szogek szogfelez6it rendre tp, ta, tg illetve to. Az utébbi négy szogfelezd
rendre DC-t DA-ra, DA-t BA-ra BA-t BC-re illetve BC-t DC-re képezi, mig t;
a DA-t e-re, mig to az e-t BA-ra viszi.

Ismeretes, hogy ABCD pontosan akkor érinténégyszog, ha a tg ot otp o tco
transzforméacié az identitds. Mivel t¢(C) = C, igy most tg ot 0otp(C) = C. A
to oty forgatds pontosan gy képezi AD-t AB-re mint t4, {gy tgotaotiotp(C) =
= C, azaz t1 o tp(C) = ty o tp(C). Jeldlje ezt az e-n taldlhat6 kézos pontot C”.
A C’ pont tehdt a C pont t; Ntp = I3 koriili elforgatottja, és egyittal a C pont
taNtp = I koriili elforgatottja is, azaz I3C = I3C” és I[;C = I, C'. Ezek szerint az
I5CIy, I5C' I haromszdgek egybevigdk, C' a C titkorképe I1 I3-ra. Epp ezt akartuk
igazolni.
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2. megoldas. Az 5.5M1. megoldést folytatjuk masképp.

II. gondolatmenet Legyen ABC D negativ koriiljarasu, és iranyitsuk az ABM,
N DA haromszogek k1, ko beirt koreit pozitivan, az ABC D négyszog beirt ks korét
negativan. A BA és a C'B iranyitott egyenesek érintik ki-et és antiérintik ks-at;
a DA, CD iranyitott egyenesek érintik ks-at és antiérintik k-t mig az MA = e
irdnyitott egyenes és még egy f irdnyitott egyenes érintik ko-t és antiérintik k;-et.

A BA, DA, M A = e iranyitott egyenesek az A ponton mennek at, igy az 5.4.
feladat &allitdsa szerint a C'B, CD, f egyenesek is egy ponton mennek at, azaz f
atmegy C-n. Az e, f irdnyitott egyenesek érintik ki-et és antiérintik ko-t igy egye-
nesiik egymds tiikorképe a ki, ko korok centrilisira vonatkozolag, azaz f (forditott
irdnyitassal) az e egyenes I; Io-re vonatkozé titkorképe.

Végiilis azt kaptuk, hogy a feladatban A és C' egymas izogondlis konjugéltjai az
11131 haromszogre vonatkozolag, ahol I az ABCD négyszog beirt korének kozép-
pontja.



Segito lokések

1. Inverzio

1.2. Prébélkozzunk elészor kiilsé pont képének szerkesztésével! A korzével elég
Osszesen harom ivet rajzolni, mar meg is van az inverz kép.

1.3. Osztés helyett tobbszorozziink! Lasd még az 1.2. feladatot.
1.7. Lésd az 1.5-1.6. feladatokat!
1.8. Lésd az 1.5-1.7. feladatokat!

1.10. c¢) Alkalmazzuk a szelStételt (pont korre vonatkozé hatvénya)!
d)-e) Haszndljuk az 1.6. feladat eredményét!

1.22. a) Készitsiink vdzlatot az egyenesrdl és a képérdl. A kép kozéppontja melyik
pont képe? Szerkessziik meg elészor azt a pontot!
b) Invertaljuk az egyeneseket korokké, azok metszéspontjit szerkessziik meg!
c) Fogalmazzuk meg, mit jelent az, hogy ,szerkesztés” (euklideszi szerkesztés)!

1.28. Vizsgéljunk egy L félkort alkotd korre vald invertélast!
1.31. Invertaljuk az dbrat egy A kézéppontu korre!
1.32.
1. segit6 kokés. Oldjuk meg el6szor az 5.2. feladatot!
2. segitd kokés. Alkalmazzunk A centrumt inverziét!
1.35. Alkalmazzunk inverziot, melynek centruma a két adott kor érintési pontja!
1.38. Szamoljuk le a metszéspontokat!
1.42.
125
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1. segit6 kokés. Vigyazat, a tétel teljes altaldnossdgban nem igaz! Egymason
kiviil elhelyezkedd koroknél keressiink egyenld szogeket és igazoljuk, hogy a Pio Pos P3a Py
négyszog egymassal szemkozti szogeinek Osszege egyenlo.

2. segité kokés. Alkalmazzunk Pjo centrumu inverziét!

3. segitd kokés. Elbszor oldjuk meg a ?7. feladatot!

1.46.

1. segit6 kokés. Invertaljuk az dbrat egy A centrumu inverziéval!
2. segit6 kokés. Invertdljuk az abrat K-ra!

3. segitd kokés. Sejtsiitk meg melyik az a pont!

1.50. Lasd az 1.19-1.23. feladatokat!

1.54. Lasd az 1.51. feladatot!

1.70. Léasd az 1.21. feladatot!

2. Projektiv geometria
2.10. A tévolsagok és szogek kozti kozvetitésre hasznaljuk a teriiletet!
2.11. Lasd a 2.10. feladat allitasat!

2.16. Az ABCD egyenesre nem illeszkedd 6t tovabbi megfelelé pont felvételével
megoldhaté az a), 6t masikkal a b) feladat is.

2.23. Fejezziik ki (ABDC), (BACD), (ACBD) értékeket a-szel,a tobbit prébaljuk
ezekbdl kifejezni.

2.24. 1. Legyen el6szor a = Oj és b = @ Mutassuk meg, hogy ha ¢ = O? és
¢ = aa + Bb akkor (ABC) = % = g
2. Sejtsiik meg az (ABCD) kettésviszonyra vonatkozo képletet!

3. Mutassuk meg 1.1. alapjan, hogy a képlet a = Oj, b = (ﬁ, c = O? és
d = OD esetén teljesiil és vizsgaljuk a a1, f1, ag, P2 értékek viltozdsat, amint az
a, b, ¢, d vektorokat szdmszorosaikra cseréljiik!

2.27. Igazoltuk, hogy a kori pontnégyes komplex kettésviszonya valds értéki, igy
elég annak abszolit értékét meghatdrozni. Hasznéljuk a Nagy Szinusz Tételt!
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2.39. Haszndljuk a gorbék egyenletének kétabszcisszas alakjat! Legyen adva a H K
egyenes és az azzal nem parhuzamos e egyenes. Messe a gorbe P pontjan atmend,
e-vel parhuzamos egyenes a HK egyenest a (Q pontban. Ha valamely p? konstanssal

p?-MH-MK = MP?, (1)

és M mindig a HK szakaszon fekszik, akkor az 1. Osszefliggésnek eleget tevé P
pontok halmaza ellipszis, mig ha M a H, K pontokban vagy a HK szakaszon
kiviil helyezkedik el, akkor hiperbola a mértani hely, mig az

p?- MK = MP? (2)
egyenletnek eleget tevé P pontok halmaza parabola.

2.41. Legyen a kipcsticsa A és az alapkor t-re merSleges BC dtméréegyenese
messe t-t T-ben. A 2.39., 2.40. feladatok megoldasdnak alapjan mutassuk meg,
hogy TB -TC = TA2.

2.46.

1. segitd kokés. Keressiik meg a m leképezés fixpontjait! Szamoljunk kettOsvis-
zonyokkal!

2. segitd kokés. Vetitsiik 4t a sikot gy, hogy kényelmesebb legyen az dbra!
2.47. Hasznaljuk fel, hogy a kettésviszony véltozatlan marad.

2.48. c¢) Dolgozzunk vetitésekkel és kettésviszonyokkal! Mutassuk meg példdul,
hogy (A23A14A12424) = (A23A14A13A34)!

2.50.

1. segit6 kokés. Tekintsiik Papposz feladatat (2.49. feladat), két lehetséges Py Po Ps
haromszoget.

2. segitd kokés. Lépjink ki a térbe!

2.51. Vetitsiik 4t az a egyenest y-n at a b egyenesre, majd a b egyenest a-n at c-re

2.62. Részletesebben, ldsd Montagh Baldzs cikkét[1].

1. Szervezziink meg elészor 9 versenyz6 kozt harmas futamokkal bajnoksagot!
Most lehet6ségiink van geometriai megoldast talalni. Azonositsuk a versenyzoket a
sik (z,y) pontjainak, ahol x és y egész szamok és modulo 3 tekintjiik 8ket (azaz a
versenyzdket a kilenc elemi F3 x F3 halmaz elemeinek feleltetjiik meg). A futamok
a stk egész egylitthatos egyeneseinek felelnek meg az aldbbi mddon.
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12 futamot szerveziink. A ¢ szdmnak haromféle ,értéke” lehet modulo 3, az (a, b)
szamparnak pedig Osszesen kilencféle. Egyenesnek tekintjiik az

y=c (mod 3) y=ax+b (mod 3) (1)

kongruencidk megoldashalmazait (azaz Fs-ban az y = ¢, ¢ = azx + b egyenletek
megolddshalmazait).

Mutassuk meg, hogy a (1) kongruencidk koziil barmelyik kettének pontosan egy
koz6s megoldéasa van.

2. Adjunk meg négyelemt testet!

3. Szervezziik meg a beosztdst a négyelem test segitségével!

3. A gomb geometriaja

3.1. Bocsassunk merdlegest példaul az A csticsbdl az OBC sikra, majd ebbdl
a pontbdl az OB és az OC' egyenesekre. A 1étrejové derékszogii hdromszogek
megfeleld szogének szinuszat felirva adédik az allitas.

3.2. Legyencek a gomb O kozéppontjabdl a haromszog A, B, C' csicsaiba mutatd
vektorok a, b és c. Legyen tovabbd v, az az egységvektor, mely a gémbharomszog
AB oldalszakaszdnak A-beli érint6félegyenese irdnydba mutat. Hasonldéan vegyiik
fel az AC oldalszakaszt A-ban érinté v egységvektort is. Irjuk fel a b és a ¢
vektorokat a, vy, illetve v, segitségével. Akapott egyenletekbdl eléallithaté a bi-
zonyitandé tétel.

3.3. Hasznéljuk az oldalakra vonatkoz6 koszinusztételt! Csindljunk beldle egyen-
16tlenséget!

3.5. Az A csicsndl 16v6 teljes gombi szoget az AB, AC, AB*, AC* szakaszok négy
részre osztjak. Szdmoljuk ki az egyes részek nagysigdt! Mit mondhatunk az AB*
xC*, az AC* B, illetve az AB*C gémbhéaromszogekrol?

3.6. Alkalmazzuk a poldris gdmbhdromszogre az eddig megismert (oldalakra vonatkozd)
koszinusztételt, és nézziik meg, hogy ez mit jelent az eredeti hdromszogre vonatkozdan.

3.7. Keressiink a Foldon egy harmadik pontot gy, hogy a harom pont alkotta
gémbhéaromszognek ismerjik hirom adatét (oldalak, szogek)! Ezekbdl az ismert
tételek segitségével kiszamithatd a kérdéses oldal hossza.

3.8. Keressiink a Foldon egy harmadik pontot gy, hogy a harom pont alkotta
gémbhéaromszognek ismerjik hdrom adatét (oldalak, szogek)! Ezekbdl az ismert
tételek segitségével kiszamithato a kérdéses cstics helyzete.
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3.9. Keressiink a Foldon egy harmadik pontot tgy, hogy a harom pont alkotta
gémbharomszognek ismerjiikk harom adatdt (oldalak, szogek)! Ezekbdl az ismert
tételek segitségével kiszamithato a kérdéses szog nagysdga.

3.10. Vizsgaljuk meg, milyen viszonyban vannak a gémbharomszog silyvonalai a
gémbharomszog csicsai alkotta sikharomszog silyvonalaival.

3.11. b) Rajzoljuk meg a gdmbharomszog oldalegyeneseit! Ezek a gombfeliiletet
egymast fed6 gombkétszogekre osztjik. Ezek, illetve a teljes gombfelszin teriiletének
ismeretében adddik a gémbharomszog teriilete.

3.12. Nyilvanvald, hogy a keresett mértani hely szimmetrikus az AB gdmbi egye-
nesre, ezért vizsgaljuk csak az egyik félgombot! A keresett mértani helynek mindig
tartalmaznia kell az A és a B pontok dtellenes pontjat (A’ és B’), hiszen az AA’, il-
letve a BB’ gombi egyenesek tetszéleges szogben hajolhatnak AB-hez, igy az ABA’
és az ABB’ gombhdromszogek teriilete tetszbleges lehet. Innen megsejthetd, hogy
a megfelels C' pontok mértani helye az egyik {élgombon egy, az A’ és B’ pontokon
atmen6 koriv.

4. A hiperbolikus sik Poincaré-modellje

130

5. Vegyes feladatok

5.2.
1. segitd kokés. Lasd a G.I1.6.34. feladatot!

2. segitd kokés. Alkalmazzunk P centrumu inverziét!

SEGITO LOKESEK
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