A primitiv fiiggvény keresésének moédszerei

avagy a , Nagy receptkonyv”
Fontos: Ez az anyag csak egy emlékezteto; nem helyettesiti az eléadésok, gyakorlatok
ldtogatdsat, a tankonyveket, jegyzeteket és az egyéni gyakorlast!
Primitiv fliggvény keresésekor az alabbi kérdéseket tehetjiik fel:
0. Nem tudjuk-e azonnal felirni a primitiv figgvényt?

1. Van-e lehetdség az integrandusz elemi dtalakitdsdra?

Példék: [(vx + 3%/5)2 der (x4 226 + 272/3), 234y (3 + EY [tg? zdx

dr+5 4z+5
(wrs - v [emde (35 + 340 [Vde @00 -+ 1y [ d
(2COS2 ); [ arcsinz+arccosz dz (5); ngig (sla(f:v)2+1 fsm :cdm (= CSS2Q:)2 _
3 — cos2x + 1Eege2r)

2. Erdemes-e helyettesiteni?

a) A helyettesitéses integral formulat ,r6vidité irdnyban” akkor hasznélhatjuk, ha az integran-
duszban szereplo egyik kifejezés derivaltja is szerepel vagy kialakithatd.

Példak: [ \/— dr (u=12%2z drv = du); [e™%coszdr (u=sinz, coszdr = du);
i archtrng dxr (u = arctgwz, 1+ —— dx = du); 1?&@% dr (u = cosz, —sinzdr = du);
i xl((i)za: (u = log, ldgc = du); f#/% (u = 32? — 5z + 6, (62 — 5)da: = du);
S dr (u= gz de = du); [ GREE dr (ol AT tgw = u, gy da = du).

b) A helyettesitéses integrél formulét ., hosszabbité irdnyban” barmikor hasznalhatjuk. Jobb 6tlet
hijan helyettesitsiik a ,legronddbb” részt!

Példak: dx T =u,r=u? dr="2udu); [ Y2 Ltlog 1y Vidlogr =u,z = 6“2’1,
1+ zlogx

dr = e _12udu fm v =, de = Ldu; VIt u = v,du = 20dv); farcsmf
(Vx = sinu, z = sin®u, do = 2sinwucos u du, majd parcidlis integralds); i Fmdm

(VT = u, dz = 2udu, u* = v, 3u*du = dv); f{”/hi‘ff \/H—x—u,dx:%,

ud = v, 3u?du = dv); [ arccos 47 de ( T = U dxzmdu,u:cosv,majd
parcidlis integrélds); [ (f/ﬁ (Ver +1=wu, e =u—1,dz = 1)

3. Erdemes-e a parcidlis integrdl formuldt alkalmazni?

Figyeljunk a ,szereposztasra’: f’ legyen az a tényezd, amit konnyen primitivdlhatunk, g az a
tényezd, amelyiknek a derivéltja egyszertibb feladatra vezet.
Példék: [zarctgzdr (f ==, g = arctgz); log(z? +1)dz (f =1, g = log(z? + 1));
[x?cos®*xdr (g = x?, f' = cos?x, utdna g = z, f' = ..., igy tisztén trigonometrikus
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feladatot kapunk); flog:x dr (f' = 2752, g = log’z, f/ = z7%2% g = logz);

Nea
[e**cos3xdx (f' = €**, g = ... kétszer, dtrendezve az eredeti feladat kifejezhetd);
fxge“’ sinzdr (f = e®sinz, g = 2?%; f kiilon szdmolhaté, mint az el6zé példaban,
uténa f' = ..., g = z); f%dw (f' = (1 —2)712 g = arcsin/z); [sinlogxdx
(f'=1,9 = ... kétszer, majd atrendeziink).

4. Alkalmazhaté-e valamelyik dltaldnos mddszer?

Ha igen, alkalmazzuk — ez esetleg hosszadalmas, de bizonyosan miikodé megoldas. Ha nem, a
,receptek” otletet adhatnak a tovabblépéshez.

* ok ok
Receptek

1. Rekurziv formuldk
Altalaban parcidlis integralasra épiilnek, az alapotletet érdemes megjegyezni.
a) [n = f m dx

1 2 .2
In:/udlen_l_/de%
(14 z2)n (14 22)n

11 1
n+12 (1+z2)n—1

és legyen [/ = m, g =, ebbdl f = — és g =1,

1 T n 1
2—2n(1+a2)n"1  2—-2n

I, =1I,_1— In—l,

azaz I, kifejezhet6 rekurziv modon, az I,,_1 segitségével; tovabba, nyilvan I; = arctg x.
Hasonl6 rekurziéval kereshetjik a J,, := [ m dx primitiv fliggvényeket is; persze ez a feladat
elemi tortekre bontassal is megoldhatoé.

b) S, := [sin"zdx
S, = /sin”xdm = /sinxsinn_lxdx,
legyen f’ =sinz, g = sin” 'z, ekkor f = —cosz, g’ = (n — 1)sin" 2z cosx, és azt kapjuk, hogy
S, = —coszsin" lz + /(n —1)sin" 2 z(1 — sin® z) dz,

ebbdl
S, =—coszsin” 'z + (n—1)S, 2 — (n—1)S,
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és innen S,-et kifejezhetjiik. A rekurzié kettesével lépked, a kezdbértékek

1—cos2 1 in 2
S1 = —cosz, ng/sin2xdm:/ﬂdm:—x—sm x‘

2 2 4

Az otlet akkor is miikodik, ha n negativ, ekkor S, _o-t fejezziik ki.

Persze ha n pératlan, akkor egyszer(ibb helyettesiteni, S,, = [ sin z(sin? )k do = — [ —u?)* du,
ahol u = cos z.

AC, = f cos” x dx hasonlé médon kezelhetd.

¢) T,:= [tg"xdx
Han # 1,

1-— 2 1
Tn:/tg”xdx:/thxtg”Qxdx:/ytg”dex:—tg”1x—Tn2,
COs* x n—1

ez is kettesével 1épkedo rekurzid, a kezddéértékek

2

1 _—
le/tgmd:vzlogcosm, ng/tggxdm:/yda@:tgm—x.
cos? x

2. Raciondlis tortfigguények

Az | % dx feladatrol van tehat szd, ahol P és (Q polinomok.

A kovetkezo6 1épéseket végezziik:

a) Ha P fokszdma nem kisebb mint @) fokszdma, polinomosztéssal kapjuk, hogy ggg =q(z)+ ggg,

ahol ¢ és R is polinomok, R foka kisebb, mint @ foka. Az [ ¢(z) dz konnyen felirhato.
b) A Q(z) nevezét els6- és masodfoki tényezok szorzatara bontjuk.

c) %—et felirjuk elemi tortek Osszegeként.

d) Az elemi torteket kiilon-kiilén kénnyen primitivalhatjuk a tanult médon.
3. Racionalizdlo helyettesitések

Itt és a tovabbiakban R ,raciondlis fliggvényt” jelol, azaz olyan fliggvényt, amely az argumentu-
maibdl és konstansokbdl a négy alapmiivelet véges sokszori alkalmazasaval el6allithato.

a) R(sinz,cosz)

Az u = tg 3 helyettesitéssel (ekkor sinx = 135, cosz = ljr—zz, dr = 1+%du) kapjuk, hogy
2
[ R(sinz,cosx)de = [ R(3% , {75 ) ez du = | ggzg du, azaz raciondlis tortfiiggvényhez jutot-

tunk, alkalmazhatjuk a 2) pont lépéseit.

Ha R(—sinz,cosx) = R(sinz,cos x), azaz az integrandusz sin z-ben pdratlan, a cosz = u helyet-
tesités is elég. (Egy sinz tényezét levéalasztunk, sinz dr = du, és sinz=1-— u?).

Hasonléan, ha az integrandusz cos x-ben paratlan, akkor sin x-et helyettesitiink.
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Ha R(—sinz,—cosz) = R(sinz,cosx), azaz az integrandusz cosz-ben és sinz-ben is paros,

2 7’
U cos?x = —L5 és dr = du.

u = tg z-et helyettesithetiink, ekkor sin® z =

b) Rz, /&5 %/ a5t )
ax+b

(Tehét a primitivdlandé fiiggvény z-nek, valamint az otd ,,tortlinearis” kifejezés kiilonbo6z6 gyo-
keinek ,raciondlis keveréke”.) Legyen az ni, no, ... gyokkitevék legkisebb kozos tobbszorose k, és
P(u
Q(u

1
1+u?? 14+u2 14+u?

legyen {“/% = u. Ekkor z = lgzﬁfz, a helyettesitést végrehajtva a feladat [

vélik, a 2) pont alkalmazhato.
¢) R(z,Vazr?+br+c)
(i) Az un. Euler-féle helyettesitések a kovetkezok:

i1) Ha a > 0, legyen vax? + bz + c = \/ax + u, ekkor br + ¢ = 2\/aru + u?, x = 2\0/%32_1, .

g du alakiva

i2) Ha ¢ > 0, legyen vVaz? + bz + ¢ = au + /¢, ekkor az? + bx = 22 + u + 2azu /¢, v = 245t

a—u?

i3) Ha a,c < 0, akkor Vaz2 + bx + ¢ = v/a(x — z1)(x — 22) = (z — 21),/a%=22 és haszndlhatjuk

rx—x1’
a b) pont médszerét. (Az i3) esetben kell hogy legyen gydke az az? + bz + ¢ polinomnak, hiszen ha
nem volna, a négyzetgyokos kifejezés sehol sem volna értelmezhetd.)

Mindhérom esetben racionalis tortfliggvenyre vezettiik visza a feladatot. Jegyezziikk meg, hogy
altaldban az il1) helyettesités a technikailag legegyszer(ibb, az i3) a legnehézkesebb.

(ii) Sokszor egyszeriibb, ha a gyokjel alatt all6 kifejezést teljes négyzetté egészitjik ki.

Példaul 227 + 122 + 26 = /2(z +3)2 +8 = V2 /(w +3)2 + 4 = V22 /(£E3)2 1

és az ITH = u helyettesitéssel azt kapjuk, hogy [ R(z,v22? + 12z + 26) dz =

[ R(2u — 3,vVu? + 1) 2du.
A teljes négyzetté alakitds utan az a, b, ¢ konstansok értékeitol fliggéen az alabbi esetek valame-
lyikéhez jutunk:

iil) R(u,v1 —wu?). Ekkor az u = sinv helyettesitéssel dolgozva, v/1 — u? = cosv, du = cos v dv.
ii2) R(u,vu2? —1). Legyen u = <1 ekkor vu2 — 1 = 5 45 du = 1 cosv dv.

sinv’ sinwv sin? v
ii3) R(u,v1+ u?). Legyen most u = tgv, ekkor v1 + u? = COISU és du = ﬁdv.

Mindhérom esetben a sinv és cosv ,raciondlis keverékét” kaptuk, tehat a 3a) pont mddszere
biztosan alkalmazhaté (de az is lehet, hogy valamilyen trigonometrikus atalakitdssal hamarabb
célhoz ériink).



