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Relacidk és iranyitott grafok

Definicio:

Az A halmazon definidlt relacion az A-bdl A-ba torténé megfeleltetéseket
értjiik.

Legyen A egy nem iires halmaz, p; = {(a,b) € Ax A:a= b}

Példa:
p2=9(a,b) e R xR:a< b}

Példa:
p3 ={(a,b) e R xR:a< b}

Példa:
pa={(a,b) eRxR:|a—b| <1}
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Relacidk és iranyitott grafok

ps = {(m,n) € Z x Z : m osztdja n-nek}
(Erre a relaciéra az m|n jel6lést szokds haszndlni.)

pe = {(m,n) € N x N: m osztéja n-nek}

Legyen X egy sik egyeneseinek halmaza.

pr ={(e,f) € X x X : e és f merdlegesek}
(Erre a relaciéra az e L f jelolést szokds haszndlni.)

ps = {(e,f) € X x X : e és f parhuzamosak}
(Erre a relacidra az e || f jelolést szokas hasznélni.)
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Relacidk és iranyitott grafok

Legyen Y Magyarorszag lakosainak a halmaza (egy adott idépillanatban).

Példa:
po ={(x,y) € Y X Y :x és y testvérek}

Példa:
p10 = {(x,¥) € Y x Y : x gyermeke y-nak}

p11 = {(x,¥) € Y X Y : x és y ugyanazon a telepiilésen lakik} (tegyiik fel,
hogy mindenki telepiilésen lakik)
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Relacidk és iranyitott grafok

Definicié:

A p relacié reflexiv, ha (a,a) € p minden a € A-ra.

Definicio:

A p reldcié szimmetrikus, ha (a, b) € p, akkor (b, a) € p is teljesiil minden
a,b € A-ra.

Definicid:

| \

A p reldcié antiszimmetrikus, ha (a, b) € p és (b, a) € p esetén a = b
kovetkezik minden a, b € A-ra.

Definicié:

| \

A p reldcié tranzitiv, ha (a, b) € p és (b, c) € p esetén (a,c) € p
kovetkezik minden a, b, c € A-ra.

N

Definicio:

A p relacié dichotom, ha minden a,b € A-ra (a, b) € p vagy (b, a) € p.
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Relacidk és iranyitott grafok

p1: reflexiv, szimmetrikus, antiszimmetrikus, tranzitiv, nem dichotom

p2: reflexiv, nem szimmetrikus, antiszimmetrikus, tranzitiv, dichotom

Példa:

p3. nem reflexiv, nem szimmetrikus, antiszimmetrikus, tranzitiv, nem
dichotom

| A\

Példa:

pa: reflexiv, szimmetrikus, nem antiszimmetrikus, nem tranzitiv, nem
dichotom

Példa:

ps: reflexiv, nem szimmetrikus, nem antiszimmetrikus, tranzitiv, nem

dichotom )
Hartung Ferenc Bevezetés a matematikaba I. - VEMIMAP146B: Ill. Relcidk 2018 6 /25

| \




Relacidk és iranyitott grafok

pe: reflexiv, nem szimmetrikus, antiszimmetrikus, tranzitiv, nem dichotom

p7. nem reflexiv, szimmetrikus, nem antiszimmetrikus, nem tranzitiv, nem
dichotom

pg: reflexiv, szimmetrikus, nem antiszimmetrikus, tranzitiv, nem dichotom

po: nem reflexiv, szimmetrikus, nem antiszimmetrikus, tranzitiv (ha a
testvét fogalmat ugy értelmezziik, hogy az apa és anya is azonos), nem
dichotom
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Relacidk és iranyitott grafok

p1o0: nem reflexiv, nem szimmetrikus, antiszimmetrikus, nem tranzitiv, nem
dichotom

p11: reflexiv, szimmetrikus, nem antiszimmetrikus, tranzitiv, nem dichotom
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Relacidk és iranyitott grafok

Definicié:

Legyen A egy halmaz, p egy reldcié A-n. Ekkor az (A, p) rendezett part
iranyitott grafnak hivjuk. Az A halmaz elemeit a graf pontjainak, a p
reldciét pedig a graf éleinek nevezziik. Egy (a, b) € p él esetében az a
pontot az él kezdépontjanak, a b pontot pedig az él végpontjanak hivjuk.
Egy (a, a) élt hurokélnek neveziink.

A jelen el6addsban minden graf irdnyitott graf lesz, de az egyszeriiség
kedvéért ezeket csak grafoknak fogjuk nevezni.

Definicié:

A G = (A, p) graf éleibsl dll eq, ey, . . ., e, véges sorozatot irdnyitott
sétanak (a tovdbbiakban csak egyszeriien sétanak) neveziink, ha az e; él
végpontja megegyezik az ej11 és kezdépontjaval minden

i=1,2,...,n— 1-re. Ekkor a sétat n hosszi sétanak hivjuk. Az e; és
kezdbpontjat a séta kezdbpontjanak, az e, és végpontjat pedig a séta
végpontjanak hivjuk. A séta nyitott séta ha a kezdépontja és a végpontja
kiilonbozé. Zart sétat kapunk, ha a séta kezdGpontja és végpontja azonos.
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Relacidk és iranyitott grafok

Definicié:

A G = (A, p) grdf éleibél dll6 (ag, a1), (a1, a2), - .., (an—1, an) sétat
iranyitott ttnak (a tovdbbiakban csak egyszeriien iitnak) nevezziik, ha az
ao, a1, . - . , ap pontok paronként kiilonbézéek (kivéve esetleg az ag és ap,
pontokat). Az it nyitott (t, ha ag # an. Zart wtrol beszéliink, ha ag = ap,.
A zart utat kornek hivjuk. Az it illetve kor hosszan a benne szereplé élek
szamat értjiik.
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Relacidk és iranyitott grafok

Legyen p egy reldcié az A halmazon, G = (A, p) a reldcié grdfja. Ekkor

©Q p akkor és csak akkor reflexiv, ha a garfja minden pontjaban van
hurokél.

@ p akkor és csak akkor szimmetrikus, ha a garfigban két pont kozott
van él, akkor a kép pont kozott mindig oda-vissza is van él.

© p akkor és csak akkor antiszimmetrikus, ha a garfjdban két kiilonb6zé
pont kozott legfeljebb az egyik irdanyban lehet él.

Q p akkor és csak akkor tranzitiv, ha a garfjaban barmely ketté hosszi
séta esetében a kezdbpontbdl a végpontba mutato él is szerepel.

© p akkor és csak akkor dichotom, ha a garfijaban barmely két pont
kozott legalabb az egyik iranyban van él.
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Relacidk és iranyitott grafok

Legyen p egy reldcié az A halmazon, G = (A, p) a reldcié gréfja. Ekkor p
akkor és csak akkor tranzitiv, ha a gdrfjaban barmely (legaldbb 2 hosszii)
séta esetében a kezdBpontbdl a végpontba mutato él is szerepel.
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Részbenrendezések

Definicio:

Egy A halmazon értelmezett p reldcict részbenrendezésnek hivunk, ha
reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv. Ekkor az (A, p) rendezett part
részbenrendezett halmaznak nevezziik.

(R, <) részbenrendezett halmaz

(N, |) részbenrendezett halmaz

Legyen A egy halmaz. Ekkor (P(A), C) részbenrendezett halmaz
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Részbenrendezések

Legyen A egy halmaz, és jeloljon < egy részbenrendezést A-n. Azt, hogy
(a, b) €< gy is jeldljik, hogy a < b. Hasznaljuk az a < b jeldlést arra, ha
a < b teljestl és a # b.

Definicio:

Azt mondjuk, hogy b fedi a-t, ha a < b, és nincs olyan c elem, hogy
a<c<b.

Tekintsiik az (N, <) részbenrendezett halmazt. Itt 5 fedi 4-et.

Tekintsiik az (R, <) részbenrendezett halmazt. Itt 5 nem fedi 4-et, hiszen
példaul 4 < 4,5 < 5.
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Részbenrendezések
Egy részbenrendezett halmaz Hasse-diagramja olyan abra, ahol a sikbeli
pontok reprezentdljdk a halmaz elemeit, és ahol az a és b pontok akkor
vannak Osszekotve az dbraban (egy irdnyitatlan gorbével), ha b fedi a-t.
Ekkor a b pontot az a pontndl magasabbra rajzoljuk az dbrdban. Az x <y
relacié esetén x és y Ossze vannak kotve egy (esetleg tobb ponton atmend)
gorbével, és x alacsonyabban helyezkedik el az dbraban, mint az y.

Tekintsiik az A = {1,2,3,4,5,6} halmazon az aldbbi Hasse-diagrammal
definidlt < reldcidt:

o O
o O
(5]
o
Ekkor 3<1,3<2,5<3,5<46és6<5 Tovabbd 5<1,5<26<1,

6<26<3,6<4ésa<ais teljesil minden a € A-ra. De pl. 2 £ 4.
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Részbenrendezések

Legyen (A, <) egy részbenrendezett halmaz.

Az a elemet maximalis elemnek hivjuk, ha nincs nala nagyobb elem. Az a
elemet minimalis elemnek hivjuk, ha nincs ndla kisebb elem.
Az a elemet legnagyobb elemnek hivjuk, ha x < a minden x € A-ra. Az a
elemet legkisebb elemnek hivjuk, ha a < x minden x € A-ra.

Tekintslik Gjra az elébbi Hasse-diagramot:
o O
e O
(5]
o

Ekkor 6 minimalis és egyben legkisebb elem is. Az 1, 2 és 4 elemek

mindegyike maximalis elem, és nincs legnagyobb elem.
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Részbenrendezések

Egy részbenrendezett halmazban legfeljebb egy legnagyobb és legfeljebb
egy legkisebb elem létezik.

Egy véges részbenrendezett halmazban mindig létezik maximalis és
minimalis elem.

Hartung Ferenc Bevezetés a matematikaba I. - VEMIMAP146B: Ill. Reldcidk 2018 17 / 25



Részbenrendezések

Egy (A, <) rendezett halmazban az a és b elemek sszehasonlithatoak, ha
vagy a < b vagy b < a teljesiil.

Definicié:

| \

Egy A halmazon definidlt < részbenrendezést rendezésnek hivunk, ha
dichotom is, azaz barmely két elem Osszehasonlithato.

v

Egy rendezett halmaz Hasse-diagramja (amennyiben egyaltalan
felrajzolhatd) egy lancbdl &ll.

Tekintsiik a (R, <) részbenrendezett halmazt (a valés szamokon
érdelmezett szokdsos < reldcidval). Ez rendezett halmaz is, hiszen barmely
két valds szam osszehasonlithaté ebben a részbenrendezésben.
Hasse-diagramot nem tudunk rajzolni, mivel nincsnek egymast fed6 elemek
a rendezésben (barmely két valés szam kozott létezik masik valds szam).
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Ekvivalenciareldcick

Definicid:

Egy A halmazon definidlt p reldcict ekvivalenciarelacionak hivunk, ha
reflexiv, szimmetrikus €és tranzitiv.

Példa:

Egy tetszbleges A nem lres halmazon tekintett = (egyenléség) relacié
ekvivalenciarelacié.

| \

Példa:

A sik egyeneseinek halmazdn a || (parhuzamossdg) reldcié
ekvivalenciareldcié.

A,

Magyarorszag lakosainak a halmazan az “ugyanazon a teleptilésen lakik“
(p11 reldcié egy korabbi példaban) ekvivalenciarelacié.
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Ekvivalenciareldcick

Legyen A egy halmaz, p egy ekvivalenciareldcié A-n. Ekkor vezessiik be a
kovetkez6 jelolést:
a:={beA:(ab) € p},

azaz 3 azon A-beli elemek halmaza, amelyez az a elemmel a p relaciéban
allnak. Az 3 halmazt az a elem ekvivalenciaosztdlydnak nevezziik.
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Ekvivalenciareldcick

Tétel:

Legyen A egy halmaz, p egy reldcié A-n, és legyen

a:={be A:(a,b) € p}. Ekkor a p reldcié akkor és csak akkor
ekvivalenciareldcid, ha

@ ac 3 minden a € A-ra; és

@ minden ay,a> € A-raa; = a; vagy a;i Nas = 0.

A fenti tétel szerint a kiilonboz6 elemekhez tartozé ekvivalenciaosztalyok
vagy egybeesnek vagy diszjunktak.
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Ekvivalenciareldcick

Definicié:
Legyen A egy halmaz. Az A részhalmazaibdl allé C halmazrendszert az A
halmaz osztalyozasanak nevezziik, ha

@ C elemei nem iires halmazok;

@ C elemei pdronként diszjunktak;

© C elemei unigja az A halmaz.

A C halmazrendszer elemeit az osztalyozds osztalyainak (vagy blokkjainak)
nevezziik. )

Az el6z6 tétel szerint egy ekvivalenciareldcié ekvivalenciaosztdlyai az
alaphalmaz egy osztalyozasat alkotjak.

Legyen A= {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Ekkor a
C ={{1,3,5},{2},{4,9},{6,7,8,10}} halmazrendszer az A halmaz egy
osztalyozasa.
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Ekvivalenciareldcick

Egy tetszbleges A nem lires halmazon tekintsiik az = (egyenléség)
ekvivalenciarelaciét. Ennek ekvivalenciaosztalyai az {a} egyelemii
halmazok minden a € A-ra. Es forditva is: ha egy ekvivalenciarelacié
minden ekvivalenciaosztdlya egyelemd, akkor az az egyenldség relacio.

Tekintsiik a sik egyeneseinek halmazan a || (parhuzamossag)
ekvivalenciarelaciét. Ennek végtelen sok ekvivalenciaosztalya van, és
minden osztdlyban (az egymaéssal parhuzamos) végtelen sok egyenes
talalhaté.
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Ekvivalenciareldcick

Tekintsiik a Magyarorszag lakosainak a halmazan az “ugyanazon a
telepiilésen lakik* (p11 relacié egy kordbbi példdban) ekvivalenciareldciét.
Ennek ekvivalenciaosztdlyai az egyes telepiilések lakosaibdl all. Itt
kiilonbozo ekvivalenciaosztaly altalaban kiilonbozé elemszami lesz.

Tekintsiik a Z halmazon a p = {(m, n) € Z? : 3|(n — m)}
ekvivalenciarelaciét. Ennek 3 kijlénbézé') ekvivalenciaosztdlya van:
{...,-6,-3,0,3,6,...}, {.. -2,1,4,7,...} és a
{-..,—4,-1,2)5,8,...} halmazok. Az egyes ekvivalenciaosztalyokban
szerepl6 szdamok 3-mal osztva ugyanazt a maradékot adjak: 0,1 illetve 2.
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Ekvivalenciareldcick

Legyen A egy halmaz, C az A halmaz egy osztalyozdsa. Ekkor létezik
pontosan egy p ekvivalenciareldcio, amelynek ekvivalenciaosztalyai
megegyeznek C osztalyaival.

Legyen A= {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, és tekintsiik a

C ={{1,3,5},{2},{4,9},{6,7,8,10}} osztdlyozdst az A halmazon.
Ekkor az aldbbi graffal definidlt p reldcié ekvivalenciareldcié az A
halmazon, ahol C az ekvivalenciaosztalyok halmaza:

o o O Q 7]

2]
5 ) o 8 10
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