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ftéletek, logikai miiveletek

Az itélet olyan allitds, ami igaz vagy hamis. Azaz egy itélet logikai értéke
vagy igazsagértéke igaz vagy hamis.

Siit a nap.

15 oszthatdé 3-mal.

Ma hétfé van.
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itéletek, logikai miiveletek

elemi itéletekbdl logikai miiveletekkel osszetett itéleteket alkothatunk.

Nem siit a nap.

A negdacié (mas széval tagadas) logikai miivelet jelolése: —A, definicidja:
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itéletek, logikai miiveletek

Siit a nap és hétfé van.

A konjunkcié (mas széval és) logikai mivelet jelolése: A A B, definicidja:

A B|AAB
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ftéletek, logikai miiveletek

Siit a nap vagy esik az eso.

A diszjunkcié (mas széval vagy) logikai miivelet jelolése: AV B,
definicidja:

A B|AvVB
i i
i oh|
h i i
h h| h

1

A matematikai logikdaban a vagy miiveletet a fenti “megenged
értelemben definidljuk. “Kizdrd” vagy esetén az Osszetett itélet pontosan
akkor igaz, ha pontosan az egyik elemi itélet igaz.
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ftéletek, logikai miiveletek

Ha siit a nap, akkor elmegyiink ebédelni.

Ha egy egész szam 0-ra végzddik, akkor oszthatd 5-tel.

Az implikacié (ha A akkor B) logikai miivelet jeldlése: A — B, definicidja:
A B|A—>B
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ftéletek, logikai miiveletek

Egy egész szam akkor és csak akkor oszthaté 3-mal, ha a szdmjegyei
Osszege oszthaté 3-mal.

Az ekvivalencia (akkor és csak akkor A ha B) logikai miivelet jelolése:

A < B, definicidja:

A B|A-B
P i
i h| h
hoi h
h h i
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Logikai formula, logikai ekvivalencia

Osszetett itéletek esetében a benne szerepl6 elemi itéleteket
itéletvaltozdkkal helyettesitve és a logikai miveleteket hasznalva
formalizalt itéleteket kaphatunk.

Példa:
Akkor és csak akkor megylink el kirdndulni, ha siit a nap és nem f(j a szél.

A=EImegylink kirdndulni.
B=Siit a nap.
C=Fuj a szél.

A fenti Osszetett &llitas formalizalt alakja: A <> (B A (—C))

Az itéletkalkulus formalizalt itéletekkel, azaz logikai formuldkkal
kapcsolatos témakorokkel foglalkozik.

Hartung Ferenc Bevezetés a matematikaba I. - VEMIMAP146B: V. Logika 2018 8 /32



Logikai formula, logikai ekvivalencia

Definicid:

Egy logikai formulan az alabbi lépések véges sokszori alkalmazasaval
kapott kifejezéseket értjiik:
© Minden itéletvdltozé egyben logikai formula is.

@ Ha F és G logikai formula, akkor az (=F), (F A G), (FV G),
(F — G), (F <> G) kifejezések is logikai formuldk.

A fenti rekurziv definicidéval kapott formulakban a legkiils6 zardjelezés
elhagyhaté és el is fogjuk hagyni.

F(A,B,C)= (A<« B)V ((—B) A C) egy logikai formula, amely harom
itéletvdltozdt tartalmaz.

Példa:
AN ((-A) — A) egy egyvaltozéds formula
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Logikai formula, logikai ekvivalencia

Az F logikai formula rekurziv el6allitdsdban az egyes Iépések
eredményeként kapott formuldkat az F formula részformulajanak hivjuk.
Az F formuldban szereplé itéletvaltozokat illetve magat F-et nem
tekintjilk F részformuldjanak.

Az F = (A< B) Vv ((—=B) A C) formula részformulai:

A< B, —-B, (=-B)AC

Nem részformula F-ben példaul a B v (=B) formula.
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Logikai formula, logikai ekvivalencia

Legyen F(Aq,...,A,) egy logikai formula, és Gy, ..., G, adott logikai
formuldk. Ekkor F(Gi,..., G,) jeldli azt a logikai formulat, ahol az
A1, ..., A, valtozdk helyére behelyettesitjiik a Gy, ..., G, logikai
formuldkat.

Legyen F(A,B,C) = (A<« B) V ((—B) A C). Ekkor

F(DVE,~E,DAE)=((DVE) & (=E)) V ((=(=E)) A (D A E))
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Logikai formula, logikai ekvivalencia

Egy F logikai formula igazsagtabldzatan egy olyan tablazatot értiink, ahol
a formuldban szereplé Osszes logikai valtozot Osszes lehetséges értékére
kiértékeljik F logikai értékét. Ekkor célszerli a tdblazat oszlopaiban
felvenni az F-ben szerepl6 Osszes logikai valtozot, F Osszes részformuldjat,
valamint magat az F formulat.

Tekintsik az F(A, B, C) = (A<« B) vV ((—B) A C) logikai formulat. Ekkor

F igazsagtablazata:
A B C|A«+B —-B (-B)AC F
[ [ h h [
i i h [ h h [
i h i h i i i
i h h h [ h h
h 0 i h h h h
h i h h h h h
h h i [ i i i
h h h [ [ h [

V.
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Logikai formula, logikai ekvivalencia

Definicié:

Legyen F és G két logikai formula. Azt mondjuk, hogy F és G logikailag
ekvivalens, ha F és G képleteiben szerepl6 logikai valtozok tetszéleges
kiértékelésére az F és G logikai értéke azonos. Ennek a jele F = G.

Példa:
Mutassuk meg, hogy A — B = (—A) vV B.

Ehhez elegendd A — B és (—A) V B igazsagtablazatat dsszehasonlitani.
Ezt egy kombinalt tablazatban célszerii felirni:

A B|A—-B -A (-A)VB
i h i
h h h
i i i
i [ i

[
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Logikai formula, logikai ekvivalencia

Mutassuk meg, hogy A<+ B=(A— B)A (B — A).
A B|A-B B—A (A-B)A(B—A) A

B

[ [ [ [
h
[
[

e
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h h h
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Logikai formula, logikai ekvivalencia

Tetszbéleges A, B és C logikai formulara teljesiil:

1. ANA=A idempotencia
2. AANB=BAA kommutativitds
3 (AAB)AC=AAN(BAC) asszociativitds
4. (AVB)ANA=A abszorptivitds
5 (AVB)AC=(AANC)V(BAC) disztributivitds
6. AVA=A idempotencia
7. AVB=BVA kommutativitas
8 (AvB)vC=AVv(BVC() asszociativitas
9. (ANB)VA=A abszorptivitds

10. (AANB)VC=(AVC)A(BVC) disztributivitds

Az és és vagy miiveletek asszociativitdsa miatt haszndlhatjuk az egyszeri
FiN---NF,és F1V---V F, jeloléseket.
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Logikai formula, logikai ekvivalencia

Tetszéleges A és B logikai formuldra teljesiil:
1. =(AAB)=(-A)V(=-B) —(AV B)=(-A)A(—B) (de Morgan azo

—

2. —|(—|A)EA

3. AA(-A)=h AV (-A) = i
4. ANI=A AVi=i

5. AANh=h AVh=A

A fenti tételben i és h azonosan igaz illetve azonosan hamis formuldkat
jelolnek. Megjegyezziik, hogy ez itt egy egyszerli, de "nem szabalyos”
jelolés, hiszen a logikai értékeket egyébként nem tekintjik logikai
formulanak.
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Logikai formula, logikai ekvivalencia

© Ha két formula logikailag ekvivalens, akkor a benniik szereplé
valtozokat tetszéleges formuldkkal helyettesitve djra logikailag
ekvivalens formuldkat kapunk.

© Ha egy logikai formula részformuldja helyébe egy vele ekvivalens
formulat helyettesitiink, akkor az eredeti formulaval logikailag
ekvivalens formuldt kapunk.

A logikai ekvivalencia egy ekvivalenciareldcié a logikai formuldk egy
tetszéleges halmazan.

Példa:
Mutassuk meg, hogy (A — B)A(A— C)=A— (BAC).
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Logikai formula, logikai ekvivalencia

Legyen F = F(A1,...,A,) egy olyan logikai formula, amely implikdciét és
ekvivalencidt nem tartalmaz. Jeldlje F* = F*(A1,...,A,) azt a logikai
formulat, amit agy kapunk, hogy
@ minden A jelet V-re, és minden V jelet A-re cseréliink,
@ minden negalatlan A; valtozét —A;-re, és minden —A; negilt valtozdt
A;-re cserélunk.

Legyen F = (AA(=B))V (B A C)V (—(—A)). Ekkor
F* = ((=A) vV B) A((=B) V (=C)) A (HA).

Barmely olyan F logikai formulara, amely implikdciot és ekvivalenciat nem
tartalmaz —F = F* teljestil.
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Diszjunktiv normalforma

Definicié:

Egy formulat diszjunktiv normalformanak hivunk, ha K1 V ---V K, alakd,
ahol a K; formuldk mindegyike valtozok illetve valtozo negaljanak
konjunkcidja.

Példa:
Az F = (AA(=B) A C)V ((=A) A (=B)) V (B A (=C)) formula d.nf.

Példa:
AG=(AN(=B)AC)V((mA)A(=B)ANC)V(AABA(—C)) formula d.nf.

Példa:
AH=(AN(=B)AC)V (=((-A) A (=B) A C)) formula nem d.nf.

Példa:
Az | = AN (—B) formula d.nf.
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Diszjunktiv normalforma

Definicid:

Az Ay, ..., A valtozékbdl felépiilé K1V -- -V K, alakd formulat teljes
diszjunktiv normalformdnak hivunk, ha diszjunktiv normalforma, és a K;
formuldak mindegyikében az osszes valtozo szerepel negalatlanul vagy
negalva.

Példa:

Az F = (AN (=B)AC)V ((mA) A (—=B)) V(B A (—=C)) formula d.n.f, de
nem t.d.nf.

| A

Példa:
AG=(AN(=B)AC)V((FA)A(=B)AC)V (AABA(—C)) formula
t.d.nf.

\

Példa:
Az | = AN (=B) formula t.d.nf.
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Diszjunktiv normalforma

Minden nem azonosan hamis logikai formula logikailag ekvivelens egy
teljes diszjunktiv normdlformaval.

v

Hatarozzuk meg az F = (A <> B) V ((—B) A C) logikai formula t.d.nf.-jat!
A B C|AsB -B (-B)AC F
[ i h h i
i i h i h h i
i h i h i i i
i h h h i h h
h 0 i h h h h
h i h h h h h
h h i i i i i
h h h i i h i
Ekkor F=(AABAC)V(AANBA(=C))V(AAN(=B)AC)V ((-A) A

(=B) A C) V ((=A) A (=B) A (=€)

V.
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Diszjunktiv normalforma

Ha a diszkunkcid és konjunkcié szerepét felcseréljiilk a d.nf. és a t.d.nf.
definiciéjaban, beszélhetiink konjunktiv normalformardl illetve teljes
konjunktiv normalformardl.

Példa:
(AV(=B)V C)A(AV C) A B egy k.nf.

Példa:
(AV(=B)VC)A(AV BV C)A((-A)V BV C) egy t.k.nf.

Minden nem azonosan igaz logikai formula logikailag ekvivalens egy teljes
konjunktiv normalformaval.
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Logikai aramkorok

Tekintslink egy dramkort, amelyben két kapcsolé sorosan van bekotve:

o e
5> -
> O o5 -

Az aramkorhoz az A A B logikai formulat rendelhetjik hozza: Az A illetve
B logikai valtozé értékét igaznak tekintjik, ha az A-val illetve B-vel jelolt
kapcsolé be van kapcsolva az dramkorben. Az dramkorben pontosan akkor
folyik aram, ha az A és B kapcsolék be vannak kapcsolva. Minden mas
esetben nem folyik az dram. Azaz pontosan akkor folyik dram az
aramkorben, ha az A A B logikai formula értéke igaz.
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Logikai aramkorok

Tekintslink egy dramkort, amelyben két kapcsolé parhuzamosan van
bekotve:

f A B|AVB
[ i
5 = N
h i i
II @ h h h

Az daramkorhéz az AV B logikai formulat rendelhetjiik hozza: az
dramkorben pontosan akkor folyik dram, ha az A és B kapcsoldk koziil
legaldbb az egyik be van kapcsolva. Csak akkor nem folyik dram, ha egyik
kapcsold sincs bekapcsolva. Ugyanigy, az AV B logikai formula akkor és
csak akkor igaz, ha legaldbb az egyik logikai valtozd értéke igaz.
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Logikai aramkorok

Egy dramkorben lehetnek szinkronizalt kapcsoldk, amelyek egyszerre
vannak bekapcsolva vagy kikapcsolva. Ezeket azonos betiikkel jelolhetjiik
az aramkorben. llletve lehetnek olyan kapcsolék, amelyek forditva vannak
szinkronizalva. Azaz ha az egyik be van kapcsolva, akkor a méasik ki van
kapcsolva. Ekkor a két kapcsoldt A illetve —A jelekkel feliratozhatjuk,
illetve az A és —A logikai valtozét illetve formulat rendelhetjiik hozza.

Rajzoljuk fel az (AA (=B)) V ((=A) A C) V (B A C) logikai formuldhoz
tartozé dramkort:

A -B
-A C
B C

V.
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Logikai aramkorok

Aramkordk tervezésekor olyan dramkori elemeket hasznalhatunk, amelyek
az és, vagy valamint a negéacié logikai miiveletét valdsitjadk meg. Ezeket az
alabbi grafikus abrazoladssal, u.n. kapukkal jelolhet;jiik:

logikai miivelet  amerikai szabvédny eurdpai szabvany
és A ANB A7 & |-anB
B B "
vagy A AV B ATl >1 L avs
B B—{ = v
negacio A —A A— 1 B -A
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Logikai aramkorok

Példa:
Adjuk meg az F = (AA (—=B)) V (B A (=C)) logikai formulat megvaldsité
kapuhalézatot!

Ao
B DF
o De
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Tautoldgidk

Definicié:
Egy F logikai formula tautologia, ha azonosan igaz. Jelolése: |= F.

Példa:
= AV (-A)

Példa
FA—A

Példa
Mutassuk meg, hogy = A — (B — (AA B))
A—(B—=(AAB)) = (WA V(B—(AAB))

(=A)V((=B) V(AN B))
(=A)V (=B)) vV (AN B)
((A/\B)) (AN B)

y
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Tautoldgidk

© Ha egy tautoldgia valtozdit tetszbleges logikai formulaval
helyettesitjiik, akkor tautoldgiat kapunk.

@ Ha egy tautologia valamely részformulajat vele logikailag ekvivalens
formuldval helyettesitiink, akkor tautologiat kapunk.
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Kvantorok, predikatumok

Egy olyan egy- vagy tobbvaltozos fliggvényt, amelynél a valtozok alkalmas
behelyettesitésével egy-egy itéletet kapunk, predikatumnak hivjuk.

Példa:

P(x) = “x oszthaté 3-mal" egy predikdtum.

A valtozd természetes értelmezési tartomanya (mds széval
individuumtartomanya) az egész szamok halmaza. Példaul P(9) igaz, de
P(10) hamis.

| \

A

R(x,y) = “x oszthatd y-nal" egy kétvaltozéds predikatum.
Példaul R(8,3) hamis, de R(12,4) igaz.
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Kvantorok, predikatumok

Bevezetjiik a (Vx)P(x) jelolést a "minden x-re P(x)" itélet roviditésére. A
Y jelet univerzélis kvantornak nevezziik.

Hasonldan, a (3x)P(x) jelolést a "létezik olyan x, amelyre P(x)" itélet
roviditésére. A 3 jelet egzisztencialis kvantornak nevezziik.

Az itéletkalkulus eddig hasznialt logikai formuldi foglamat a predikdtum, az
univerzalis és egzisztencidlis kvantorokkal kiegészitve az d.n.

predikatumkalkulus logikai formuldi fogalmat kapjuk.
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Kvantorok, predikatumok

Egy a, sorozat monoton nov6, ha minden n-re a, < apy1.

Ezt formalizdlhatjuk a kovetkezé médon. Jeldlje P(x,y) azt a
predikatumot, hogy x < y. Ekkor az a, sorozat monoton novo, ha
(Vn)P(an, ant1). A fenti tétel szerint az a, sorozat nem monoton névé, ha
(3n)—=P(an, an+1), azaz létezik olyan n, amelyre a, > apy;.
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