Hatvanysorok, Taylor-polinom
Elmélet

Definition 1 (Definicié) Legyen adva egy xo € R szdm és egy {ax}72, valds sorozat. A

Zak(x — ]Ig)k =ag + al(x — .To) + CLQ(ZL' — 130)2 + ...
k

oo
=0

fligguénysort xq korili hatvdanysornak nevezziik. Az xy szdm a hatvanysor kézéppontja, x pedig
a valds valtozo.

Definition 2 (Definicié) A hatvinysor konvergenciatartomdnydn a

o0
K = {c €ER| a Zak(c — xo)k szdmsor konvergens}
k=0

halmazt értyik.

Theorem 3 (Tétel) Abel-féle lemma Ha valamely ¢ # xy szdm esetén a > ap(c — )"
k=0

o0
szamsor konvergens, akkor minden olyan d—re, amelyre |d — x| < |c —xo| a > ap(d — xo)*

k=0
szamsor abszolit konvergens.

Az Abel-féle lemmabdl kovetkezik az alabbi tétel.

Theorem 4 (Tétel) Legyen K a > an(x — x0)F hatvdnysor konvergenciatartomdnya, és
k=0
r=sup{|c— x| | c € K} € [0, 00].

Har =0, akkor K = {x¢}. Har = +o00, akkor minden c € R esetén a iak(c—xg)k hatvanysor
abszolit konvergens, és igy K = R. Ha pedig r € (0,00), akkor mm;e:r(z) olyan c—re , amelyre
lc —xo| <7 (Jc—x0| >7) @ iak(c — x9)* hatvdnysor abszohit konvergens (divergens), s ezért
(kg — 1,20 +71) C K C |20 —krz,oxo + 7.

Mivel a hatvdnysor konvergenciatartomédnya az r = 0 esettdl eltekintve intervallum, a

konvergenciatartoméany helyett a konvergenciaintervallum elnevezés is hasznélatos.

o0

Definition 5 (Definicié) Az eléz6 tételben szereplé v szimot a > an(x — x0)F hatvdnysor
k=0

konvergenciasugaranak nevezzik.

A konvergenciasugdr meghatdrozésa szolgil a kovetkezd tétel.

Theorem 6 (Tétel) Cauchy—Hadamard tétel Legyen r a

Zak(m — ._'L'())k

k

o)
=0

hatvanysor konvergenciasugara, és

p = limsup/|ax|.

k—o0



Ekkor
0, ha p=+00

1
r= > ha p € (0, 00)
+o00, hap=0
A hatvanysor konvergenciatartomanydnak meghatarozédsara gyakran jol hasznélhaté a kovetkezd

tétel.

Theorem 7 (Tétel) Legyen r a
Zak(x — 20)"
k=0

hatvdnysor konvergenciasugara. Tegyiik fel, hogy ar # 0 véges szami kivétellel, és valamely
A € [0, 00] szdmra

A — lim 1%l
k—oo |ak|

FEkkor
0, ha A = 4+

1
=97 ha A € (0, 00)
400, ha A =0
Az osszegfiiggvény tulajdonsdgai

Definition 8 (Definicié) Legyen K a >~ ap(x—x0)* hatvdnysor konvergenciatartomdnya. Az
k=0

s(x) = Zak(x —20)", wEK,
k=0

képlettel definidlt s : K — R fiigguényt a > ap(x—x0)* hatvdanysor dsszegfiigguényének mondjuk.
k=0

Az osszegfiiggvényt fontosabb tulajdonsigait irjak le a kovetkezd tételek.

Theorem 9 (Tétel) Ha egy hatvanysor konvergenciasugara pozitiv, akkor a hatvdnysor dsszeg-
fiigguénye folytonos a konvergenciaintervalluman.

Theorem 10 (Tétel) Tagonkénti differencidlds Ha a

[e.e]

Zak(:v — x0)F

k=0

hatvanysor r konvergenciasugara pozitiv, akkor a hatvanysor s 0sszegfiigguénye akdrhdnyszor
differencidlhato a konvergenciaintervallum belsejében, és n—edik derivdltja a hatvdanysor n—szeri



tagonkénti differencidldsdval kaphatoé meg, azaz

s'(x) = Zakk(aﬁ — x0)F 1,
k=1

() = > ak (k= 1) (z — 9)*2,

[e.9]

s (z) = Zakk (k—=1)..(k—n+1)(x —z)* ",

valahdanyszor |x — xo| < 7.

Theorem 11 (Tétel) Tagonkénti integrdlds Ha a > ap(x—x0)* hatvinysor konvergenciasugara
k=0

pozitiv és [a, b] része a hatvanysor konvergenciaintervallumdanak, akkor a hatvanysor s dsszegfiigguénye
tagonként integralhato [a,b]—n, azaz

b

/s(a:)da: _ i]ak(x ~ zo)ide = iak {%} b

Taylor-sor, Taylor-polinom

Definition 12 (Definici6) Tegyiik fel, hogy az f figgvény akdrhdnyszor differencidlhaté az
zo € dom (f) helyen. A

hatvdanysort az f fiigguény xo korili Taylor-sordanak nevezzik. A hatvinysor n— edik
T () (@) = S (o — )
k=0

részletosszegét az f fligguény n—edik xo korili Taylor-polinomganak mondjuk. Az xy =0
esetben haszndlatos a MacLaurin-sor illetve MacLaurin-polinom elnevezés is. Az

kiilonbséget az [ fligguény n—edik xo korili maradéktagjinak mondjuk.

Legyen zo,z € R, x # xy. Ha valamely n € N esetén f(n) folytonos az [zg, x|, ([, o))
intervallumon és differencidlhaté az (xg,x), ((x,z0)) intervallumon, akkor létezik & € (xg,x),

((x,9)) tigy, hogy

f(n+1) (5) n+1
R,(z) = —5 (. — :
(z) (n+1)! (z = 0)
Megjegyezziik, hogy az n = 0 esetben Taylor tétele Lagrange tételébe megy &t.
o). . o f(n—i—l) (f) n+1 P, P ..
Definition 13 (Definicié) A W (x —x9)"" tagot a maradéktag Lagrange-féle alakjinak
n !

nevezzuk.

Taylor tétele gyakran jol hasznalhato fiiggvényértékek kozelité szamitdsara.



Feladatok

1. A héanyadoskritérium felhaszndlasédval adja meg a

[e e} 3”
- 1"
ZZn—i—l(aj )

n=1

hatvéanysor konvergenciasugardt! Vizsgédlja meg a konvergenciat a konvergencia intervallum
végpontjaiban is!

2. A héanyadoskritérium felhasznaldsdval adja meg a

(o ¢] 1 "
Z(2n+1)5n (z+1)

n=1

hatvéanysor konvergenciasugardt! Vizsgédlja meg a konvergenciat a konvergencia intervallum
végpontjaiban is!

3. Adja meg a

f: (x+3)"

n=1 \/ﬁ
hatvéanysor konvergenciasugardt! Vizsgédlja meg a konvergenciat a konvergencia intervallum
végpontjaiban is!

4. Adja meg a
i (z —1)"
— 2n
hatvanysor konvergenciasugarat! Vizsgdlja meg a konvergenciat a konvergencia intervallum
végpontjaiban is!

5. Szémolja ki az aldbbi fiiggvényértékek kozelitoértékét az adott Taylor-polinommal, és
becsiilje meg a hibét!

a. In(e+5), T3 (In), b. i T3 (h), aholh € R - R, h(x) =212
c. sin(%— ), T}, (sin), d. 2,1, T?(h), aholh € R - R, h(z)=/x,
e. cos(Z+4), T}y (cos), £ In(e+0,2), T2 (In) ,

g. sin(f+0,2), T2, (sin), h. In(2,1), T2 (In),

i sin (34 4), T? )5 (sin), jo cos(Z+ ), T? 5 (cos)



