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Bevezetés

Feladatgytijteményiink jdonsaga, hogy (majdnem) minden feladat részletes, 1épésenkénti
megoldasat tartalmazza, rovid elméleti magyarazatokkal. A megoldas elolvasésa el6tt azon-
ban olvassuk el a 2. részben irt rovid Utmutatdst, ahol a legtobb elméleti képletet is megta-
laljuk.

Két animaciot és két interaktiv programot is mellékeliink:

Aramkor-anim.gif (+html) és Traktrix-anim.gif (+html), Iranymezo.exe és Eulertv.exe, ez
utdbbiakhoz tomor Help vagy Help hasznalati itmutato és mintaképek is tartoznak.

A valogatott gyakorlati példak elsdsorban a matematikai szamitasi modszerek (tobbvalto-
z0s integral- és differencialszamitas, kozonséges differencidlegyenletek) és azok alkalmaza-
sainak (modell-allitas) jobb megértését kivanjak eldsegiteni. Kiemelten kezeltiik az elektro-
nikai alkalmazasokat. Bar nem a szokdsos analizishez tartozik: kozelité modszereket is igye-
keztiink minél tobbet bemutatni: érintésikok, Euler-torottvonal, Fourier-sorok, stb. felhaszna-
lasaval. Ezek nagy része a folytonos mennyiséget/modszert kozeliti diszkrét mennyiségekkel
illetve modszerekkel, ami az informatikai modszerek egyik alappillére.

Természetesen nem csak informatikusok forgathatjdk haszonnal a feladatgytijteményt:
a feladatokat szigori matematikai alapossaggal oldjuk meg, az alkalmazasok megértéséhez
kozépiskolai ismeretek is elegenddek.

A feladatok nehézségi foka nagyon sokféle: az egyszerti bevezetd példaktol egészen a , ta-
narizzasztd” méretliig minden megtalalhat6 benne.

Terjedelmi okokbdl kimaradtak: komplex szamok és alkalmazésaik; differencidlegyenle-
teknél az ,,allandok varidlasa” és a ,klasszikus” modszerek, hidnyos egyenletek. Legtobb
feladattipusra csak egy megoldasi modszert ismertetiink, mégpedig azokat a modszereket ré-
szesitettiik eldnyben, melyek K.E.P. nélkiil 4ltalinos megoldasokat adnak. Magasabbrendii
egyenleteket csak Laplace transzformécioval oldunk meg. Részletes Laplace-, differencial-
és egyeb tablazatokat (&s egyéb oktatasi segédanyagokat) talalunk Szalkai Istvan honlapja-
nak Analizis c. részében: http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/ cimen.

Elemi analizis problémak gyakorlasara javasoljuk dr. Koltay Laszl6 — dr. Szalkai Ist-
van: Analizis . feladatgyiijteményét (Pannon Egyetemi Kiado, Veszprém, 2008), amely szin-
tén részletes megoldasokat és megjegyzéseket, képleteket is tartalmaz.

Néhany alkalmazott jelolés: y = f(z) helyett sokszor csak y-t vagy y(z)-t irunk,
e” helyett néha exp(z)-et; arctg(r) = arctan(z), sh(x) = sinh(z), ch(z) = cosh(z),
th(x) = tanh(x), stb.;
tobbvaltozos fliggvényeknél: z = f(x,y) vagy z = f(x1,x2,...,Ts);
tobbdimemzids pontoknal: (zy, s, ..., x,) vagy a csak egyszeriien a, P;
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8 BEVEZETES

parcialis derivéltakra: D, f, aim , d;;llf, fi vagycsak D, f, 2f, Ly f

DIFE = ,,differencialegyenlet”, K.E.P. =, Kezdeti Erték Probléma™;
H(t)=1 (t >0) és H(t) =0 maskor —un. Heaviside fliggvény.

Koszonetiinket fejezziik ki dr. Grof Jozsefnek és dr. Székely Sandornak, a Matematika
TanszEk lelkes oktatoinak az alkalmazasok terén nyujtott sok segitségért!
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Feladatok

F1. Tobbvaltozos fiiggvények folytonossaga és derivalhato-
saga
Folytonossag

1.1. Szamitsuk ki a kdvetkez6 fliiggvények hatarértékét és ellendrizziik lehetséges folytonos-
sdgukat a feltiintetett , kritikus” helyeken:

a) lim cos(y)sin (%), lim oGy lim L, lim (1—1>,

(a,y)—(m,0) 2 @y)—01) T 7 (@y—00 T (2y)—(00) \T Y
b lim 2, , im o , lim  Sn@sin(y) Sin(y), lim %Y
) (@)—(0,0) TV (2,9)—(00) T (@y)—(00) THY (@,9)—(0,0) *Y
¢) lim | lim 2y lim T
(@)—(0,0) Vo212 (2,9)—(0,0) V22H12" (2,)—(0,0) /2 +y?
d lim St lim 2=y
) (@a)—(L,1) Z Y (ag)—(1,1) TV
e lim 2y lim a li 4. lim  sin (&>
) (@) —(00,00) Y (m)S(o0,00) TV (my)—(00,00) TV (@) —(00,00) 6oty

Parcialis derivaltak
1.2. Adjuk meg a parcidlis derivaltak értékét az adott helyeken!
a) f(x,y) :2x2+y—‘/75+7r x>0,y#0
mf12), S f(L2),  Zf0.-4), 5 f(0,-4).
b) f(x,y,z) = ze v z,z€R, y#0
21(0,1,2), 5 (1,2,0), 2 f(1,1,0).

Js] ) P
0 ha x2—|—y2:()’ %f(o,o), 8—yf(0,1), %f(l’Q).

-2 ha 2*+y*>0

C) f(.’]j7 y) — {$2+y2 a T —'l—y
1.3. Adjuk meg a parcialis derivalt fliggvényeket!
a)f(:v,y,z) :x2+$'y2+322 T, Y,z eR

Ef(wy,2),  Eflwy2),  Zf(zy,2)
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FELADATOK

b) f(x,y) = \/;t;:TyZ

Differencialhatosag

(2 +y* > 0),

Nl

2 fz,y), 0

1.4. Vizsgaljuk meg az alébbi fiiggvények differencidlhatosagat!

a) f(z,y) =2° —xy +y°

b) f(x,y) = ysin®z 4 x cos?y
o) fz,y,2) = /a2 + 32 + 22
d) f(z,y) =In(1+ %)

S 2+ y2 >0
e)f(x,y)Z{OﬂJ x2+y2=0

zly|
ﬂﬂ%w={¢ﬁ@ sl

0 2’ +y* =0

1.5. Adjuk meg a gradiensvektort az adott pontokban!

a) fx,y) =2 +y*=3zy  (0,0),  (0,1),  (z,9),
b) f(x,y,2) = /2% + y? + 2* (1,1,1), (,9,2),

o) f(x,y,2) =2° +y* + 2° (1,2,3), (2,9, 2),

d) f(a:,y,z) = \/:J;TyZ (3,4,5), (x,y, Z)

Iranymenti derivalt

1.6. Adjuk meg az f fliggvény irdnymenti derivaltjat az a pontban a v vektor illetve o sz6g

iranyaban!
Q) f(x,y,2) =" a=(-1,2), wv= (%ﬁ%)
b) f(z,y,z) = zsin(z + y) a=(%,2,1), v=(3,V11,4),
¢) f(x,y) =1In(z +y) a=(1,1), a = 30°,
d) f(x,y) = {\/% CAE0 (0,0,  v=(L,V3).
0 > +y* =0

1.7. Adjuk meg az f(x,y) = 2% — 22%y + zy* + 1 fiiggvény P(1,2) pontbeli, 5(4, 6) vektor

iranyaba vett iranymenti derivaltjat!

1.8. Milyen irdnyban véltozik ,,legjobban” az f(x,y) = x*+4y? fliggvény a P(2, 1) pontban?

© www.tankonyvtar. hu
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F1. Tobbvaltozos fiiggvények folytonossaga és derivalhatosdaga 11

Osszetett fiiggvény derivalasa

1.9. Adjuk meg az Osszetett fliggvény derivaltjat!
a) f(z,y,2) = xyz, z(u,v) = u® + v, y(u,v) = u —v?, z(u,v) = sinu,

b) fle,y) =14,  wx(t)=Int,  y(t)=¢,
o) fz,y) = e, x(r, @) = rcos ¢, y(r, ) = rsin .

1.10. Adjuk meg az f o (z,y) Osszetett fliggvény gradiensét az a pontban (azaz f(z(a), y(a))
értekét), ha
a) f(z,y) = 2% + 2y, a=(1,2), z(1,2) = 3, y(1,2) =4,

gradz(1,2) = (—1,0), grady(1,2) = (v/2,10),
b 2f(-1,1)=3,  2f(-1,1)=2
r(u,v) =u? —v?  ylu,v) = — 5 a=(—1,V2).
1.11. Legyen g : R — R differencidlhat6 fliggvény, és legyen
fl@,y)=2y+g (L) (z#0). Mutassuk meg, hogy teljesiil az

I %f(x, Y)+y- a%f(gg,y) = 2xy Osszefiiggés.

Magasabbrendii derivaltak

1.12. Adjuk meg az alabbi parcialis derivalt fiiggvényeket:
2 02 2
a) f(*ray) =V 2$y+y2 aam2fa azayfa gyz >

2 3 3
b) flx,y,2) = 20%y = 3’z +ayz G2 f. Zfn gl izt
i 02 3 3
c) f(z,y) =¥ Wayf, mfa Mf’ Wf‘
1.13. Szamitsuk ki a kdvetkez6 parcialis derivaltak értékét a megadott helyen:

a) flry)=F 2100,  ZfL1,  25f(2,2),

T 32 42 >0
b f(x,y)z{ HE Tty

0 2? +y? =0

525 1(0,0),  52-£(0,0).

1.14. Ha g, h : R — R kétszer differencidlhato fiiggvények, mutassuk meg, hogy az
f(z,y) = glzy) + /Ty - h (¥) (xy > 0) fiiggvényre teljesiil, hogy
2?25 f(w,y) = y* 2 f(x,y) = 0.
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12 FELADATOK

Szélséértékszamitas
1.15. Hol vannak stacionarius pontjai (hol lehet sz¢éls6értéke) az alabbi fliggvényeknek?
a) f(r,y,2) =2+ 22y — 20+ 2y — 2y + 22 + 1
b) fla,y) = eV
¢) f(z,y) =sinx 4 cosy + = — y.
1.16. Keressiik az alabbi fiiggvények sz¢lsoértékeit:
a) f(z,y) =22 +y* —2® — 2

b) f(x,y) = ze” 2"

c) f(z,y) = 2t + y* — 222 + 4wy — 29>

d) f(x,y) =azyy/1—a?—y? (2®+y*<1)
l—xz+y

e) f(x,y) =

Erint6sik, Taylor-polinom, kozelité médszerek

1.17.1) irja fel az alabbi fiiggvények érintésikjanak egyenletét a megadott a pontokban,
ii) az ¢rintdsik segitségével kozelitse a fiiggvényt az a pont egy kdrnyezetében,
iii) szamitsa ki a fliggvény értékét kozelitdleg a b pontban:

a) f(z,y) = 2> +y> a=(43), b= (401;2,97),
b) flz,y)=2"+%, a=(32), b=(298;2,03),
rt+r—y*+2y+22+15=0, P=(-13,2), b(—1,03;2,96).

1.18. Keresse meg az alabbi egyenletrendszer egy kozelitd megoldasat a fiiggvények érinto-
sikjainak segitségével a megadott kezdd értékekbdl kiindulva, 6 tizedesjegy pontossaggal:

flr,y) =23+ 2z —y* +37=0
g(z,y) = 32% — 52’y + 2> — 6 =0

Ty = ]_,5, Yo = 2,5 ill. Ty = ]_, Yo = 1.

1.19. irja fel az f(z,y,2) = ;jé’z figgvény a = (2,—1,8) pont koriili 3-rend{i Taylor-

polinomjat, és ennek felhasznalasaval becsiilje meg az f(1,99, —0,89, 8,06) fiiggvényértéket!

F2. Két- és tobbvaltozos integralok

Szukcessziv integralas

2.1. Szamitsuk ki az alabbi szukcessziv (ismételt) integralokat:
2

a) f (ji 2?2 43 dx) dy, [ (f 20y3 dy) dz,
3 \1 8

1
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F2. Ket- és tobbvaltozos integralok 13

b) [ [f ahol f(z,y) :% ¢ H az A(2,3), B(2,5), C(6,5), D(6,3) pontok
H
altal hatarolt téglalap.
o [ [ (22°+ 3zy + 4y?) dady.

[1,2]x [0,3]
b v(z)
2.2. Szamitsa ki az alabbi [ [ f(x,y)dydx integralokat, ahol
a u(x)

a) u(z) = 2> —2x—4,v(x) = 32° + 8z, f(z,y) = 32°+8y* —xy,a = —6,83, b = 8,49,

b)u(z) =a* +x —4,v(x) =3z + 8, f(z,y) =2* +zy,a=3,b=09.
2.3. Szamitsa ki az alabbi [ [ f integralokat, ahol a H korlatos tartomanyt alulrél és feliilrél
a g és h fiiggvénygorbék hagiroljék:

a) flv,y) =z +y, glx)=2a*>+2x, h(z)=4-2?%

b) f(z,y) =2y, glx)=2° hix)=z+2

¢) f(x,y) =ycos(z), g¢g(zr)=sin(z), h(zr)=2sin(z), 0<z<m.

2.4. Szamitsa ki az alabbi [ [ f integralokat. (Minden esetben rajzolja fel a H tartomanyt is.
H

Abhol lehet, szamitsa ki az integralt mind fiiggdlegesen, mind vizszintesen is.)

a) f(z,y) = 2?2 +y+1, H-t az z-tengely, y-tengely és az x+2y = 1 egyenes hataroljak,

b) fle,y)=v1—22¢é H={(z,y):x<y<1,0<az<1},

¢) f(z,y) = xy és H akoordinatatengelyek és az y = 1 — z egyenes altal bezart korlatos
halmaz,

d) f(z,y) = 22 +y3, H = ABCA = az A(3,2), B(5,8) és C(9,4) pontok altal
meghatarozott haromszog,

e) f(x,y) =yx és H =az (1,0) kdzéppontl egységsugara kor x tengely feletti fele,
f f(z,y) =y é H = origd kdzéppontu egységsugart kor 1. siknegyedbe esé negyede,

g flzyy) =1+ 2xy és Haz y = \/x, y = 2x — 1 és x = 0 gorbék altal hatarolt
korlatos halmaz,

h) f(x,y) =xe¥ és Htazx =0, y=0, y=2¢éy =4 — 2z egyenesek hataroljak.

2.5. Adjameg a H tartomanyt az alabbi feladatokban:

3 dx—x? V3/2 1—y?
a) [ [ flzy)dyde, ) [ [ [flzy)dzdy,
11 V32 1/2
2 14+/T—y
o [ [flzy)dedy.
0 y
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2.6. Cser¢lje fel az integralas sorrendjét (azaz vizszintes €s fliggdleges iranyat) az alabbi fel-
adatokban:
1,5 3—y/2 3 dz—a?

1 1

@{ mewmw,gfﬂmwmw,{ {f@@@w,
Yy

Yy V3/2 /1-y?

[ f(z,y)dzdy,

Yy

—_

2 2

3z 4 x
bﬂ!{ﬂ%wwm+fkfﬂ%MWM,

3 2x—6

c) a2.5. feladatban szerepld integralokban.

2.7. Szémitsa ki az [ [ e** day integralt, ahol H-t az z-tengely, azy = z ésazx = 1
H

egyenesek hataroljak.

Transzformaciok

2.8. Szamitsuk ki az alabbi [ [ f integralokat poldrtranszformdcié segitségével, ahol:
H
a) f(x,y) =y ¢és H = origd kozepl egységsugara kor 1. siknegyedbe es6 negyede,

b) f(x,y) =yxr ¢é H =az(1,0)kozepl egységsugart kor x tengely feletti fele,

&) ) = YTTFE & H={(wy): 2+ <1, y>—a},
co) flryy) =In(1+2%+y?) é H={(z,y):1<2*>+y* <4},

c3) fle,y) =23 —2zy é H= {(x,y) 1< +y? < 4,\/?§x <y< \/gx},
) f(oy)=de+y & H={(xy) 5 +%5 <1}
2.9. Szamitsuk ki az alabbi [ [ f integralokat linedris transzformacio segitségével, ahol:
H

a) f(x,y) = 22 —y*> ¢é H = az A(0,0), B(3,1), C(5,4), D(2,3) pontok altal
meghatéarozott paralelogramma,

b) f(x,y) =2y ¢é H =az A(0,0), B(1,2), C(1,3), D(2,1) pontok altal meghata-
rozott paralelogramma,

¢) fle,y) =x+y ¢é H =az A(-2,0), B(0,3), C(2,0), D(0,—3) pontok altal
meghatéarozott paralelogramma.

2.10. Szamitsuk ki az alabbi [ [ f integralokat egyéb transzformacio segitségével, ahol:
H

1 4

, H=azy=+, y=-, y=ux ¢ y = 2v gorbek altal

a) f(z,y) =

meghatarozott korlatos sikrész,

8] |<
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b*) f(z,y) =1, H=azy=1y=2y=2?/2¢y =2z gorbék altal meghatarozott
korlatos sikrész,

o) flay) =20 +3y, H =azy = 1,y = 3,y = 1\/x ésy = 5z gorbek altal
meghatarozott korlatos sikrész.

Tobbvaltozos integralok
2.11. Szamitsuk ki az alabbi szukcessziv tobbszoros integralokat:
a) [ [ [(z+3y°+ x2?) dryz ahol H az (—1,2, —3) és (4,5, 9) 4tlos csticsokkal megha-
H

tarozott téglatest,

2
2 243z aty by 1-Cz

b) [ [ [ (2*=3y>+ xz2)dzdydz, c*) j i
1 0o 0

2—x x—Ty

i vz dzdydzx.

X
VEE

F3. Tobbvaltozos integralok alkalmazasai

3.1. Szamitsuk ki az alabbi gorbék kozotti teriiletet:

a)y = , y=x €& y=2z,

> Y=

= 8]~

b)y = , y=a?/2 & y=2z%

3.2. Hatarozza meg az f(z,y) = 1 — ? — 2y ellipszis keresztmetszetil ,,paraboloid” [z, 9]
sik feletti részének térfogatat.

y:

B8k 8| &

B
xZ

3.3. Hatdrozza meg az 2% +2% = 12 és y?+2? = r? egymasra merdleges hengerek metszetének
térfogatat.

3.4. Mekkora térfogatot metsz ki az origd kézéppontt, R = 2 sugarti gdombbdl az p = R/2
sugarq, az origot érintd henger (Viviani- féle test)?

3.5. Hatarozza meg a z = zy un. ,nyeregfelillet” 22 + y?> = R kor ,feletti” részének
felszinét.

3.6. Hatarozza mega z = /1 — 22 — y? forgasi paraboloid alaku tiikor felszinét.

3.7. Hatarozzuk meg az alabbi, [z, y] sikban fekvé sikidomok sulypontjainak koordinatait:
a) az y = 2% gbrbe és y = 0, x = 4 egyenesek altal hatarolt (homogén) paraboladarab,
b) az 2* + y? < R? homogén korlemez y > 0 fele,
o) {(z,y) : %3 4+ y** < R*} homogén asztroid 1. siknegyedbe esé negyede.

3.8. Az [z,y] sik (0,0), (1,0), (1,1), (0, 1) négyzete f6l¢ allitott (= tengellyel parhuzamos)
négyzetes hasabot elvagjuk a (0,0, 0), (1,0,1), (1, 1,2), (0, 1, 1) pontokon atmend S sikkal.

a) Hatarozzuk meg a keletkezett test sulypontjanak [z, y] sikra valo vetiiletét.

b) Hatarozzuk meg a stlypont z koordinatajat is!
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16 FELADATOK

3.9. Hatarozzuk mega z = 0, x = a, y = bsikokkal és a z? = xy feliilettel hatarolt homogén
test sulypontjat.

3.10. Hatarozzuk meg az R sugar, m tomegli homogén korlap kézéppontjara vonatkozo
tehetetlenségi nyomatékat!

3.11. Hatarozzuk meg az a x b méretli homogén téglalap oldalaira vonatkoz6 tehetetlenségi
nyomatékat.

3.12. Hatdrozzuk meg az y = x? gdrbe és az y = x egyenes kozotti homogén siklemez
origora vonatkozo6 tehetetlenségi nyomatékat.

3.13. Hatarozzuk meg az a ¢l kocka koézéppontjan atmend, az ¢lekkel parhuzamos tengelyre
vonatkoz tehetetlenségi nyomatékat.

F4. Kozonséges differencialegyenletek alapjai

4.0. Adjuk meg az alabbi differencidlegyenletek értelmezési tartomanyat:
-y / x )

I 2 2 r—9 A - 7
Wy =a"—y, Y=« y=_—1 Y 2y+2x,
vy
b) x -y + 2y = 3z, r— =+ =y =0.

T T

4.1. Szamitsuk ki az alabbi explixit egyenletek kezdetiérték-feladatai megoldasgorbéinek
megadott pontbeli érint6i egyenletét! Szamitsuk ki y” értékét is a megadott pontokban!

Qy =z*—y’,  y(l)=2,

.7}2

b)y'(z) = AT y(2) =3,
Iy(r) =5t qn  y-D)=-2

d¥)x-y'(x) +2-y(x) =3z,  y(0)=0.

4.2. Vazoljuk az alabbi explicit egyenletek irdnymezdjét, a megadott tartomanyok legalabb
4 x 4 pontjaban, majd vazoljuk a megoldas-sereget (,,d/talanos megoldas™). Végiil rajzoljuk
fel a K.E.P. megoldasat vazlatosan.

(Csak a megoldas elkészitése utdn hasznaljuk a Feladatgyljteményhez mellékelt
[ranymezo.exe interaktiv programeot!)

)y =2 -y, 2<x<5,1<y<4, y@B)=2
by =2y, —-2<x<20<y<4, y(l)=2
x -y

[
DY =57

l<x<4,0<y<4, y2)=1.
4.3. Oldjuk meg az elézé feladat K.E.P-t kozelitéleg 6 = 0,1 1épéskdzzel: szamoljunk ki
legalabb 10 1épést (Euler ,.téréttvonal” kozelitd modszere).

(Csak a megoldas elkészitése utan hasznaljuk a Feladatgyljteményhez mellékelt Fu-

lertv.exe interaktiv programot!)
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4.4. Ellendrizziik, hogy az alabbi egyenleteket kielégitik-e a megadott fliggvények:

Wy =7, ya)=c-z CeR)

. 2
by = — yl ahol x2+‘Z—2:1 (b>0,|z] <1,y >0),
o

—¢)? ha z>c¢
‘=27 h = (z — ¢)2ill _ =) =" (ceR).

Oy =27 ha yu(x) = (o - P ill pu(a) {0 o= (ceR)
F5. Elsorendu differencidlegyenletek
Oldjuk meg az alabbi elsérendii differencidlegyenleteket.
Szétvalaszthato valtozoju egyenletek
S.0.a)y'(z) = y*(x) - cos(z), y(0) =2,

by (r) = i, y(1) =2, )y (@) —l—z—y*—wy? =0, y(0) = 1.

Visszavezetheto tipusok

A kovetkezd tipust differencidlegyenleteket bizonyos transzformaciokkal szétvalaszthato val-
tozdju egyenletekké alakithatjuk.

52.0)y'(x) = (y— )% y(1) =3, b)y(xr) = (2x+3y)*+1, y(0)=—-1,

c)y'(z) =cos(z+y), y(0)=7.
53.0)y(1) =L+ y(1) =3, Bye)=£+L y(-1)=-2,

cy(x)=~%2—cos?, y3)=m.

Linearis egyenletek

54. ¥ (z) —z-y(x) =2, y(0)=1.

55.0) /() + 42 v =0, y(1)=0, by (r) — o -ylx) =1, y(0) =1,
o) y(z) + 5 - y(z) = e'/*, y(=1) = 2.
56.0)y () +y(x)=€e" y(l)=0, b)x-y(z)+2y(xr) =3z, y(0)=0,

o) (1—a?)-y(z)+z-ylx)=1, y(0)=1,
d) y'(z) +tg(x) - y(z) = sin(2z), y(0) = 2.
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18 FELADATOK

Bernoulli-egyenletek

57.0)y'(z) — L2 = 22(z), y(1) =2, b)y'(x) —y(xr) =x-/y(x), y(0)=1,

Oy(x)—E =10 y(-1)=2

Egzakt egyenletek

58.a) (2* +y) — (y —2)y'(z) =0
b)y'(z) = 2 y(0) =0,

3y27$3 >

Jr—5+% y(2)=0, y(1)=-2

d) (%y)2 + (Ty)2 ) =0, y(2) =3

F6. Elsorendu differencidlegyenletek alkalmazasai

6.1. Hatarozzuk meg azon fiiggvénygorbéket, melyeket az y tengely kortil allando w szogse-
bességgel megforgatva tetszéleges pontjara helyezett pontszeri test egyensulyban marad.

6.2. Hatarozzuk meg azon gorbék egyenletét, amelyeknél az érintési pont felezi az érintdnek
a koordinatatengelyek kozotti szakaszat.

6.3. Keressiik meg azokat az y = f(x) gorbéket, amelyeknek barmely F(z,yo) pontjara
teljesiil a kdvetkezd: az E-ben huzott érintd, az érintési pontban hiizott ,,fliggdleges” egyenes
(egyenlete: x = x() €s a ,,vizszintes” ordinata- (y-) tengely altal hatarolt haromszog teriilete

(mindig) egységnyi.

6.4. Egy test 10 perc alatt 100 °C-r61 60 °C-ra htilt le. A kdrnyez0 levegd hémérsékletét 20 °C-
on tartjak. Mikorra hiil le a test 25 °C-ra, ha a hiilés sebessége aranyos a test és a kornyezet
homérsékletének kiilonbségével?

6.5. 100 gr sora vizet Ontiink és keverjiik, az oldodas sebessége a még fel nem oldodott s6
tomegével aranyos. 1 perc elteltével még 50 gr feloldatlan s6 volt az oldatban. Adjuk meg
a feloldott s6 tomegének 1d6tdl valo fliggését!

6.6. Egy 50 literes tartalyban 8%-o0s sdoldat van. Egyszerre megnyitunk két csapot: az egyi-
ken 4 ¢ /perc sebességgel 10%-os sooldat folyik be, a masikon (egyenletes elkeveredést fel-
tételezve) ugyancsak 4 ¢/perc sebességgel folyik ki az oldat. Mennyi s6 lesz a tartalyban
15 perc mulva?

6.7. * A jarda szélén huzunk h hosszu kétélen egy (pontszerli) kiskocsit, amely kezdetben
d > ( tavolsagban van a jardatol. Milyen gorbe mentén halad a kocsi?

6.8. Tetszlleges edény aljan levo, az edény méreteihez képest kisméretii lyukon keresztiil
a viz kifolyasi sebessége v = 0,64/2¢gh, ahol h a nyilés feletti vizoszlop magassaga Mennyi
id0 alatt folyik ki a viz az A teriiletii lyukon keresztiil, ha az edény
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a) alapkorén allo henger,
b) csucsan allo (lefelé sztkiilo) kuap,
¢) feliil nyitott félgomb.

6.9. Milyen alakot vesz fel a két rogzitett végénél felfiiggesztett homogén, nem nyuld kotél,
amit csak a sajat stilya terhel?

6.10. u(t) fesziiltségforrasra kapcsoltunk sorosan egy R = 2012 ellenallast és egy L = 10H
onindukcidji tekercset. Hatarozzuk meg a ¢ > 0 id6 fiiggvényében az i(t) aramerésséget, ha
i(0) =0¢és

a) u(t) = 100 V (egyenfesziiltség),

b) u(t) = Uy - sin(wt) V (valtdfesziiltség), w = 100, Uy = 240 V.

F7. Parcialis tortekre bontas

7.1. Végezze el a kovetkezd polinomok maradékos osztasat:
a) (2t +2%) : (x — 2),
b) (3 + 3z +5): (22% — Twx +9),
c) (42° + 5z — 2) : (223 + 3).

7.2. Bontsa fel irreducibilis tényezdk szorzatara az alabbi polinomokat:
a)r>—1, 22+1, 2*—1, 241, 22-3x+1, 22+52+7,
b) 223 —52? +3x — 2, 22 —22-1,
c*) xt + 223 + 227 + 2x — 1,

7.3. Bontsa fel az alabbi torteket egy valodi tort és egy polinom 0sszegére:
432z -6 223 —-T7xr 3xd—-222+4 2 +1 25+ 22% + 3

2?+x—2" 2*—=37 22—-8r+15" b -3z’ r+1
7.4. Irja fel az alabbi tortek racionalis tort alakjat, a konstansok kiszamitasa nélkiil:
23 — 8% + 12 x4+ 522 + 3
(=12 (22 +42+9) (z+7) (2 +5z+7)"
22 + 8z + 2 323 — 222 + 4

(x—1)3 (22442 +9)° (x+7) (22 +5) 22-8x+15"
7.5. Bontsa fel az alabbi torteket parcialis tortekre:

1 z+6 3x + 2 2 —1 T
k-(k+1) a?2+4+2-2" (22+2x+5)(xz+1) a3+222 (1-22)¥
x x3 22 +5 1 3a® — 222 4+ 4

(-1 (2241 2t-16" (1—22)(1—-2%)" 22-8x+15°
7s* 42353 — 3052 — 1725 — 150

) (s +2)4(s —5)
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r

F8. Laplace-transzformacio és inverze

8.1.a) Vazoljuk az alabbi fiiggvényeket és szamitsuk ki Laplace-transzformaltjukat a definicié
alapjan:

0 maskor 0 maskor

{1 ha 2<t<3 . {1 ha 2<t

L ha 3<i t—1 ha 1<t<2
a
f3(t):{ L, O ) =41 ha 2<t

0 maskor )
0 maskor

f5(t) = a (3,2) és (5,7) pontokat dsszekotd szakasz,
sin(t) ha 27 <t<A4rx
fo(t) = { )

0 maskor

9

k ha k—1<t<k (k=1,2,3,...)
f2(t) = , :
0 maskor

b) Az alabbi periodikus fliggvényekhez keressiink képletet, majd hatarozzuk meg Laplace-
transzformaltjaikat (hasznéljuk a Heaviside-fiiggvényt:
H(t)=1ha t >0 és H(t) =0 maskor).

@

]

=4

LSS

1. ébra. 8.1.5)

8.2. Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények Laplace-transzformaltjat az alapfiiggvények és a mii-
veleti szabalyok segitségével:

a) T2 — 3t +5, 3 —4e0F0 edteos(2t), e, e, sh(2t), t-ch(3t),
%€ sin(4t),
b*) 5,  cos*(t), cos?(4t), l_fft,

c) f1(t) és fu(t) a&.1. feladatbol.
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8.3. Szamitsuk ki az alabbi fliggvények Laplace-transzformaltjat:
t-cos(wt), t-sin(wt), t-ch(wt), t-sh(wt).

8.4. Szamitsuk ki az alabbi racionalis tortfiiggvények inverz Laplace-transzformaltjat parci-
alis tortekre bontéssal:

) 1 1 1 55 + 3 s+ 10 1 1
a b b b b b b b
bs =3 2—4" 2447 2447 $244s+37 (s+3)° (2s—1)3
s+1 4s + 2 1 52
(s+3)5 s2+6s+13" $3+6s2+13s (s—3)%
1 2

b*) 29 i 29 i 2°

(52 + w?) (52 + w?) (52 + w?)

35+ 6 s?—3 53 5s + 3
¢)

(s2+4)% (244 (249 (s2—-1%
8.5. Szamitsuk ki a kovetkez6 konvolaciokat:
e x el wxe, a?xeM, 1k f(z), Lx “”k—’f (n,k € N).
F9. Integro-differencialegyenletek megoldasa Laplace-
transzformacioval

Linearis differencialegyenletek és -rendszerek

Laplace-transzformacidval oldjuk meg az alabbi linearis differencialegyenleteket:

9.1.a) y + 3y = ¢* +cos(2z), y(0) =1,
b)y' — 2y — 3y =¥ + 2%, y(0) =0,y(0) =0,
c)y’ — 6y + 13y = 16xe*, y(0) =2,y (0) =4,
d)y' + 6y + 13y = ¥ cos(2x), y(0) =0,y'(0) =0,
e)y" +4y =cos(2x), y(0)=0, %'(0)=0,y"(0)=0,
Dy’ =3y =10y = a?e>,  y(0) =7, y/(0) = 2.
92.0)y (2) + /(@) =1, y(m) =2,y (m) = 0,y"(m) =,
b yOe) =yf'() = =6z, y(1) =T.y/(1) = 10,y"(1) = 12
9.3.a) y"(x) —y(z) = H%’ y(0) = y'(0) =0,
b) y'(x) = arctg(z), y(0) =1y (0) =0,
c)y'(x) —y(z) =th(z), y(0)=1v(0)=0,
2
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9.4. Laplace-transzformacioval oldjuk meg az alabbi linearis differencidlegyenlet-rendszere-
ket:

¢(t)=y(t)+1 x(0)=0
§ (1) ==(0)+2 y(0) =0
Z(t)=x(t)+3 2(0)=0

Integro-differencialegyenletek és -rendszerek

9.5. Laplace-transzformacioval oldjuk meg az alabbi integro- differencidlegyenleteket és -
rendszereket:

a) y(x) = sin(z) + [ e - y(t) dt,
b)y'(x) + 2y(x) + [ y(t)dt = sm( ),  y(0)=1,

c){ (x)=2— [J(z—1t)- dt — 4 [ ya(t) dt

ya(x) =1 — [Jun(t dt—fo (x —1t) - ya(t) dt

Alkalmazasok

9.6. Egy R = 3() ellendllas, egy L = 1 Henry 6nindukcidju tekercs és egy C' = 0,001 F
kondenzator sorban van kapcsolva az u(t) fesziiltségre. Mekkora lesz az aramerdsség t sec
mulva? Az aldbbi adatok esetén készitsen szamitasokat:

a) u(t) = g, i(0) = ¢'(0) = 0 illetve i(0) = iy > 0, ¢(0) = i3 > 0 (magara hagyott
rezgOkor),

b) u(t) = sin(10t), i(0) = ¢/(0) = 0 (gerjesztett rezgdkor),

c*) vizsgaljuk meg a megoldas tendencidjat (tliglo i(t) értékeét) a gerjesztd w, frekvenciatol
fliggden, azaz u(t) = sin(w,t), i(0) = i'(0) =0,

d**) oldjuk meg 4ltalanosan R, L, ¢ € R-re ha u(t) = Uy - sin(w,t), i(0) = i'(0) = 0,

majd hasonlitsuk 0ssze a ¢) feladattal.

9.7. Siirti anyagban lefelé siillyedd test sebessége m - v'(t) = mg — k- v(t), v(0) = vy, ahol ¢
a gravitacios allando, m, k, vy € R valds szamok. Keresendd v(t) és a,,végleges” sebesség,
azaz lim v(t).

t—o0
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| I |
1 R
T¢ 0

2. ébra. 9.6.d**)

9.8. Egy idealis, k rugdallandoju, sulytalan rugd végén m allandoé tomegi test fiigg, a rugot
5o hosszan megnyujtjuk / 6sszenyomjuk (sq > 0 vagy sg < 0), ezen feliil a rugd végét ido-
ben valtozd F (t) kényszererével terheljik (pl. egy masik, raakasztott, iddben valtoztathato
tomeggel). Irjuk le és értékeljiik a rugd végének s(t) kitérési fliggvényét, ha

a) F(t) =0, s(0) = so (elengedett azaz terheletlen rugo),

k
b) Fi(t) = mB - sin(wkt) hawg # 1/ —, s(0) = so (az wg kényszerfrekvencia kiilon-
m

crer

| k
¢) ugyanaz, mint b) csak wx = 1/ —.
m
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F10. Fourier-sorok, alkalmazasok

Fourier-sorok

10.1. Az alabbi abrakhoz adja meg a fliggvényt definialé formulat, majd szamitsa ki Fourier-

sorukat:
)
B T 0 /L IRVANY, AN
= ) 7T / VZ / V‘z |/ _ Llq] L L
B E) ) 1) (S
i \—1\ \ \ e - ’_ a b
AR j Lo U
4 H) h D 9
) 3 1
\il/_{\\l// \‘_/21\2‘_4/§/ F _WFw:w—M
1 _ — - L)
= = L 7 - = 2 1 —‘L —47‘_3;2”_”/ 1\7r 271-37r47'r
-1 - \/ -1 \/
3. abra. 10.1.a)
b) lasd a feladat abrajat.

10.2. Az alabbi képletekkel megadott periodikus fiiggvényeket rajzolja fel és szamitsa ki

Fourier-sorukat:

folx) =1, zeR; fi(z)=u1,
folx) =22, xel|-mn; fiz
fa(z) = cos(3z), =€ [-2,2];
fo(x) =2, x€[-22];

1 ha —7<x<0
f7(x):{0 ha 0<zx<m

—L<z<0
ha 0<zx<lL

u  ha

fu,v<x> - {
fu(z) = {

© www.tankonyvtar. hu

r ha —-1<xz<0

20 ha 0<zx<l1

x € [—-m,7;
)=5bz*—4dx+7, z€l[-7, 7
f5(x) = [sin(z)];
-1 ha —-—71<zx<0
fg()_{—i—l ha 0<zxz<m

0 ha —n<z<0
r ha 0<z<m

fio(x) = {

-1 ha —-2<zx<-1
fm(l’): 0 ha —1SZL‘<1
3 ha 1<x<?2
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10.3. Terjessze ki az alabbi fliggvényeket
a) parosan /=y tengelyre szimmetrikusan/
b) paratlanul  /=origdra szimmetrikusan/
majd szamitsa ki Fourier-sorukat mindkét esetben:
g1(z) = =, ha z €10,2]; ga(x) = 22, ha =z €[0,3];
gs(x) =x(3—2x), ha z€][0,3]; gs(z) =]z —1|, ha x€]02];
g4(x) = sin(x), ha € [0,7]; gs(x) =cos(z), ha x€]|0,7].
104. Az feladat B) és J) fiiggvényeit hogyan kozeliti a Fourier-0sszegének elsé négy

tagja? Néhany pontban szamitsa ki az eltérést, esetleg készitsen vazlatot.

Alkalmazasok

10.5. A bemenetre egyeniranyitott valtofesziiltséget kapcsoltunk: Uy, (t) = 240 - |sin(1007t)|
(azaz 50 Hz, T' = ﬁ). Fejtse Fourier-sorba Uy, (t)-t, majd ennek segitségével hatarozza meg

a kimeneti potencial Fourier-sordnak els6 harom tagjat!

—Wy ] I

1H 1F :
Uk 1kQ U U 1KQ U,
f f f §

4. abra. 10.5.a), b)
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Utmutatasok

Ul. Tobbvaltozos fiiggvények folytonossaga és derivalhato-
saga

1.1. Elészor kozelitsiik az (z,y) pontot a megadott (a,b) helyhez egy gorbe (pl. egyenes)
mentén, azaz pl. (z,y) — (0,0) esetén legyen y = tz és vizsgaljuk a lin}) f(z, tz) hatartéket,
ahol ¢ € R rogzitett, de tetszéleges valds szam. Ezen hatarértékeknek minden t € R esetén
meg kell egyezniiik ahhoz, hogy f(x,y)-nak lehessen hatarértéke az (a,b) pontban, bar ez
még nem elégséges a ( 1)1m( ) f(x,y) hatarérték 1étezéséhez.

x,y)—a,
1.2. Ha a = (ay,a9,---a,) € Dom(f), adjuk meg, pl. az els6 valtozé szerinti x —
f(z,aq,- - a,) parcialis figgvény (as, - - - a,, € R rogzitett) derivaltjat az x = a; helyen, ami
valds szam:
eR

%f(ﬁ) ;= lim f(z,az,---a,) — flay, a,---ay)

T—ay T — ap

1.3. Vizsgaljuk meg, hogy Dom/( f) mely pontjaiban adhaté meg pl. az elsé valtozo szerinti
r— f(x,z9, - xy) (z9, - - - x,, 1Ogzitett) parcidlis fiiggvény derivalt fliggvénye, ami az
X9, - - X, valtozoktdl is fliggd fiiggvény:

0

0
%f:R”—»R, (.Z',.CEQ,"'.Tn)H%f(.fﬁ,l'g,"'.fn).

1.4. Hasznaljuk a kovetkezo tételeket:

i) Ahol a parcialis derivalt fiiggvények folytonosak, ott a fiiggvény (totalisan) differenci-
alhato.

ii) Ahol a fiiggvény nem folytonos, ott nem lehet differencialhato.

iii) Az a = (ay, as,- - - a,) € Dom(f) pontban differencidlhaté fiiggvényre teljesiilnek az
a pont egy kérnyezetében az alabbiak:

0 0
o, 0) = (@) + 5 (0) (o1 =)+ 5 (@) (o = )+ R, ,)
és
R(zy,x9, - xy)

= 0. 0

et (T )P T (g — @)+
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Ul. Tobbvaltozos fiiggvények folytonossaga és derivalhatosdga 27

1.5. Ellendrizziik a differencialhatdsagot, és adjuk meg a parcialis derivalt fiiggvények értékét
az adott helyen, amivel az f fliggvény gradiense kiszamolhato:

0 0 0
8—mf(g),a—mf(g)a"'axn

erad () = ( f) e ® n

1.6. Legyen v egységvektor, adjuk mega ¢t — f(a +t-v) fuggvény derivaltjatat = 0
pontban, tehat az irdnymenti derivalt:

D, f(a) = lim L&t t0) = fl@)

- t—0 t

Ha f differencialhat6 az a pontban, és v egységvektor, hasznalhatjuk a

D, f(a) = grad f(a) - v
formulat is.

1.8. Ha f differencialhat6 az a pontban, és v egységvektor, akkor a D, f(a) = grad f(a) - v
formulabdl és az
u - v| < fu - |v]

Cauchy-Schwarz-Bunyjakovszkij egyenlotlenségbdl kovetkezik, hogy

—|grad f(a)| < D, f(a) < |grad f(a)],

¢és egyenldség pontosan akkor van, ha grad f(a) és v parhuzamosak. Adjuk meg tehat a gra-
diens vektor és ellentettje iranyaban az iranymenti derivaltakat!

1.9. Ha IR SR, (2,y,2) — flz,y,2)
z:R? > R, (u,v) = z(u,v)
y:R* - R, (u,v) = y(u,v)
2:R? > R, (u,v) = z(u,v)

differencialhato fiiggvények, hasznaljuk az
F : R*>R
F(U, U) = f (ZL’(U, U)) y(u7 U)v Z(U, U))
Osszetett fliggvény derivalasdhoz a kovetkezd, Un. t6bbdimenzios lancszabalyt:

0 0 0
%F(u, v) = %f(x(u,v),y(u, v), z(u,v)) - %x(u, v)+

b2 o)), 2(0) ey )

O 0
+ &f (m(u,v),y(u,v),z(u,v)) ) %Z(U,U),
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B ) 4
%F(u, U) = % (x(u, U)7 y(uv U)? Z(u’ U)> ) %ZL‘(U, U)+
b ol 0s0),2(00) - gyl 0+
9 0
5 f (@, v), (), 2(0,0) - 52w, 0). -

1.12. Készitsiik el a megfeleld parcialis derivalt fliggvényeket (jelolésiiknek megfeleld sor-
rendben), tehat példaul:

0? o (0
0? o (0

0? o (0 (0

1.15. Keressiink stacionarius ¢ € Dom( f) pontokat: ahol grad f(a) = 0.

1.16. Vizsgaljuk az f € R? — R fiiggvény a € R? staciondrius pontjaban a

92 o2 o2 2
Af(@) = @f@) : 8_yﬂf(g> - <8x8yf(g))
kifejezés értékét, és ha

g . | minimum, ha 88—22f(a) >0
Af(a) > 0= VAN szélsdérték, ami ) o ,
maximum, ha  #— f(a) <0

ha Aj(a) < 0 == NINCS szélséérték,
ha Af(a) = 0 = LEHET széls6érték (tovabbi bonyolult vizsgalat sziikséges).

1.17. Az érintdsik egyenlete éppen az 1-rendii Taylor-polinom:
z = f(wo,90) + [ (0, %0) - (x — z0) + £, (0, %0) - (¥ — Yo)-
¢s igy a kozelités:
f(x,y) = f(zo,90) + f1(%0,90) - (x — o) + £, (0, %0) - (¥ — Yo)-

1.18. Ha az f és g fiiggvény mindegyikére az (xo, yo) pont kdzelében a fenti kozelitést hasz-
naljuk, akkor az { f(z,y) = 0, ¢g(x,y) = 0} egyenletrendszer helyett, az x, y ismeretlenekre
az

fe(@o,90) -2 + [ (0, 90) -y = b
95 (0, Y0) -  + gy (0, Yo) - y = b

linedris egyenletrendszert kapjuk, ahol
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by = f(zo,90) + fo(xo,v0) - o + £, (w0, %0) - Yo — f(x0, Y0),
by = g(0,40) + 9.(20, Yo) - To + g, (70, ¥0) - Yo — (20, Yo)-

Ennek megoldasa legyen (z1,y;), melybdl kiindulva a modszert ismételgetve egyre ponto-
sabb gyokoket kapunk. (Newton modszere).

1.19. Az n-valtozos f : R" — R fiiggvény a € Dom(f) pontjaban N-edrendti Taylor —
polinomjanak képlete

k=0 \ |m|=k
ahol az i = (my, my, ..., my) Un. ,multiindex” szerinti derivalt
k
0%y, Oy - . . Oy,
és
m
(& - Q) = (xm1 - aml) ’ (xm2 - amz) """ ('ka - amk) :

U2. Két- és tobbvaltozos integralok, transzformaciok

2.1. Amennyiben H az v =a, v =0, y = c é y = d egyenesek altal hatarolt téglalap,
akkor szukcesszive (,,egymas utan”) integralunk:
., vizszintes” integralas esetén

d

//fzj 7ﬂ%w® dy= [ (Fu(b.y) = Fula.y) dy = G() - Glo)

Cc

ahol F,(x,y) az f(x,y) figgvény x szerinti primitiv fliggvénye, azaz %Fz(x, y) = f(z,y)
((x,y) € Dom(f)) és G(y) azy — F.(b,y) — F.(a,y) egyvaltozos figgvény primitiv fligg-
vénye y szerint; mig ,,fiiggoleges” integralas esetén pedig

b

//f:j jﬂ%w@ o = [ (Fy(w.d) = By(w.0) do = H) - H(a)

a

ahol Fy(z,y) az f(x,y) fiiggvény y szerinti primitiv fliggvénye, azaz

%@@wh#@w) ((z.y) € Dom(f))

és H(z) a
h:zw— Fy(z,d)— F,(z,c)
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egyvaltozos fiiggvény primitiv fliggvénye x szerint, azaz

Fubini tétele szerint a fenti két szamitasi modszer egyenértékii (ugyanazt az eredményt
adja).

2.2. Hasznaljuk az el6z6 feladatban ismertetett szukcessziv integralas alabbi, dltalanositott
képletét:

/ /ﬂ%w@ w:/UM%WM—%@m@DM=K@—K@

b [ v(z) b
a () a
ahol K(x)a k(x) := F, (z,v(x)) — F, (z,u(z)) egyvaltozos figgvény primitiv figgvénye.

2.3. El6szor szamitsa ki a g és h fiiggvénygorbék metszéspontjait, majd allapitsa meg, hogy
g ¢és h koziil melyik alkotja H also- és felsd hatarat, végiil szamoljon a 2.2. feladat mintéjara.

2.4.d) Az ABC A oldalegyeneseihez hasznalhatja az alabbi kozépiskolai képletet:
az U(uy,us), V(vi,ve) pontokon dtmend egyenes egyenlete

(z —v1)(ug —v2) = (u1 — v1)(y — v2).

2.7. Néhany feladatban az integral csak egyik iranyban lehetséges (vagy fliggdlegesen, vagy
vizszintesen.)

Transzformaciok
ALTALABAN a transzformaciokrol: Az [ [ f(z,y)dzdy integralban az = = wu(k, (),
H

y = v(k, () helyettesitést alkalmazva a J(k, () = (u(k,?),v(k,()) fuggvény determinansara
(Gn. Jacobi-determinans) van sziikségiink:

gru(k. ) Fpu(k, ()

det(.J) = det :

arv(k, 0) gk, 0)

ami alapjan
[ [ rydndy= [ [ ae,0,0000) - et drat
H M
ahol Dom(J)= M és Im(J) = H,azaz J: M — H.
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2.8. Kor alaki H tartomanyok esetén ((ug,v9) = akor kozéppontja) hasznaljuk az
x =r-cos(p) +ug, y =r-sin(p)+ vy Gn. polartranszformaciét, determinansa
J(r, ) =1

Ellipszis alaki H tartomany esetén az un. Yvory transzformaciét hasznaljuk:
r=a-1-cos(p)+uy, y=">b-r-sin(p)+ vy, determinansa

Y(r,p)=r-a-b.

2.9. Ha a H tartomany paralelogramma alaku, vagyis az @ = (a1,b;) és v = (ag, bo)
vektorok feszitik ki, kezdGcsticsa A(cy, ¢2), akkor a linearis transzformaciot alkalmazzuk:
r=ark+bl+c1, y=ask+ bl +cy (0 <k, ¢<1),determinansa

det(J(k,E)) = ale - azbl.

2.10. Altalaban: ha a H tartomanytaz y = ki - p(2), y = kg - p(z) illetve azy = £1 - 1(z),
y = ly - (x) gorbék zarjak kozre, akkor H minden P(z,y) pontja az y = k - p(z) ¢és
y = (-1 (x) gorbék metszéspontjaként megkaphatod (k1 < k < ko, ¢1 < £ < l5), ami alapjan
felirhatunk egy J : (k,¢) — (z,y) transzformaciot.

ki =1, ke=4, 0 =1,0,=2. Azy= % ¢és y = (x gorbék P(x,y) metszéspontjat
az y = f = (x egyenletrendszer megoldasabol kapjuk, vagyis P(z,y) = ( %, \/k_€> Tehat
aJ:(k{)— ( %, \/H> helyettesitést alkalmazzuk, determinansa

1 1 /Z
2Vke 2V k 1
det(J) = =—.
et(J) = det 57
-1 /k 1 [k
2 82 4
b)klzl, ]{Z2:4, 61:%, 62:2 Az
k
y:—:€x2
X

egyenletrendszer megoldasa:

k
P(x,y) = J(k,{) = <\/; @) = (K313 k2130113)

éSigy
17.—-2/3p—1/3 21.—-1/3p1/3

) 1
det(J) = det = — (265 + 1) = 96*1 - 56*5/3.

-1 - 1 - 9¢
?k,l/3€ 4/3 5k72/3€ 4/3 3
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k
¢) Az y = — = (/x egyenletrendszer megoldasa:
Xz

P(z,y) = J(k, €) = (K023 BV300)
s 2 1/3p—2/3 1 2/3p2/3
gk—/g—/ 3k;—/g/ N
det(.J) = det ==0t==.
—_2k2/3€75/3 §k1/3€71/3 3 30
3
U3. Tobbvaltozos integralok alkalmazasai

3.1. H € R? sik-ill. P € R? térbeli tartomany teriilete ill. térfogata

TH://ldxdy, Vp:///lda:dydz.
H P

3.3. Az [z, y] sik feletti rész darabjait feliilrdl egy-egy megfelel6 fuggvényfeliilet hatarolja.
3.4. A henger egyenlete (z — 1)? 4 y? = p?, a keresett térfogatot feliilr6l a gomb hatarolja.

3.5.-3.6. A z = f(z,y) egyenlettel meghatarozott feliilet felszine

i o G ) o

Fizikai képletek
3.7.-3.13. feladatokhoz:

Haa H siklemez az [z, y| sikban fekszik és (x, y) € H pontjaban a stirlisége p(x, y), akkor
H stlypontjanak koordinatai:

I{fﬁﬂ'ﬂ(»’v,y)dwy }[fy-p(x,y)d:vy
ij/{“fp(ﬂf,y) dey * VT gl’fp(lwy) doy

Ty =

A fenti H siklemeznek az x illetve y tengelyekre vett masodrendii (tehetetlenségi) nyo-

matékai
0, = / /yQ-p(x,y) dry, O, z//xQ-p(w,y) dzry.
H H

mig a z tengelyre (=origora) vett tehetetlenségi nyomatéka
0, =0, +0,.
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Haa K C R3 térbeli tartomany és (z,y, z) € K pontjaban a siirlisége p(x,y, 2), akkor K

tomege
mZ///p(w,y,Z)dxyz
K
¢s sulypontjanak koordinatai:

1

Trs = _///xp($ay7z)dxyza
m

K

1

Ys = —///y-p(:v,y,Z)dxyz,
m

Zs = /// p(x,y, z) dxyz.
m

Ugyanennek a K tartomanynak az z, y ill. z tengelyekre vett méasodrendii (tehetetlenségi)
nyomatékai

/// y?+27) - p(z,y, 2) deyz, O, —/// ® +2%) - pla,y, ) dayz,
0., —/// ? +y p(x,y, z)dxyz, Oy = /// 7?4+ y? —I—z ~p(x,y,z)da:yz,

ahol © az origéra vett tehetetlenségi nyomaték.

Tetszbleges e egyenesre vonatkoz6 tehetetlenségi nyomatéka pedig

@-///fxy, p(x,y, z) dryz,

ahol f(x,y, z) megadja az (x, y, z) pontnak az e egyenestdl valo tavolsaganak négyzetét.

3.8. Asik egyenlete x + y — z = 0, vagyis a test (z, y) pontbeli magassaga f(z,y) =z +y
vehet6 a négyzet alaka lemez p(z, y) tomegeloszlasanak.

U4. Kozonséges differencialegyenletek alapjai

4.0. x-re és y-ra mindig egy (6sszefiiggd) intervallumot kell megadnunk!

4.1.a) Tehat xg = 1 és yo = 2.
Az érint§ egyenes altalanos egyenlete: y = y(zo) + v'(z0) - (x — xo).

4.2. El6szor a valasztott pontokban az érintd egy kis darabjat kell felrajzolnunk.

4.3. A fliggvényt egy 0 hosszu intervallumon az érintéjével kozelitjiik, majd a végpontban a
kozelitést az Gijabb érintdvel folytatjuk, s.i.t.
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US. Elsorendi differencialegyenletek

Szétvalaszthato valtozojua egyenletek

5.1. Az
y'(z) = H (y(z)) - G(x), y(zo) = Yo (1)

differencialegyenletek megolddsa: az egyenlet mindkét oldalat H (y)-al osztjuk (Dom/(y)-t
ekodzben vizsgaljuk), integraljuk dx szerint €s hasznaljuk a helyettesitéses integral szabalyat:

/H 2 dx‘/%dyzmy(@):/G<m>dw=g<x>+0 )

tehat az dltalanos megoldas

y(z) =H"(G(x) +C), (CER) 3)

1
ahol ‘H primitiv fliggvénye E—nek ¢és G primitiv fliggvénye G-nek.

A K.E.P. megoldasa: y(z) = yo alapjan az H =" (G(xo) + C) = yo egyenletbdl C' meg-
hatarozhat6. Dom/(y) meghatarozasahoz a szamolas soran kapott kikotéseket, x( értékét, és
azt a tényt kell figyelembe venniink, hogy Dom/(y) egyetlen (6sszefiiggd) intervallum.

Visszavezetheto tipusok

52. Az y'(x) = F(ax + by + ¢) (a,b,c € R) alaki differencialegyenletekb6l az
u(z) := ax + by + ¢ helyettesitéssel szétvalaszthatd egyenletet kapunk:

53. Az y/(z) = F (¥) alaku, Gn. ,,homogén fokszami” egyenleteknél az u(z) := L)
helyettesitéssel szétvalaszthato differencidlegyenlet adodik:

y(r) =z -ulzx) é y'(x)=u(r)+z- u(v).

Linearis egyenletek

5.4.
y'(x) +px) - y(x) = q(x), y(w) = 0. (4)

I. Direkt modszer: Legyen P(z) egy primitiv fiiggvénye p(x)-nek. Szorozzuk be a fenti
egyenlet mindkét oldalat e (*)-¢l:

() e 4 pa) - € yla) = gla) - " ©
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ahonnan az (e”(*)) = eP@) . P'(z) bsszefiiggés alapjan kapjuk:

(y(z) - "@)" = g(z) - 7@ (6)

vagyis az altalanos megoldas
y(z) = e "0 / g(x)e”® de. (7

A K.E.P. megoldasa: y (x0) = yo és (7) alapjan C meghatirozhat6. Dom/(y) meghataroza-
séhoz a szamolas soran kapott kikotéseket és z( értékét kell figyelembe venniink. (A fenti
gondolatmenet a Laplace-transzformaci6 alapja.)

IL. ,,Allandé varialasa” médszer: Az (4) egyenlet homogén valtozata

Y (z)+p(x)-y(r) =0
szétvalaszthato, melynek altalanos megoldasa y(z) = e 7@ . D (D € RY, P(z) =
= [ p(z)dz). Az ,allandd varialasa” elnevezés azt takarja, hogy a (4) inhomogén egyenlet
megoldasat y(z) = £e7® . D(x) alakban keressiik. Ez pedig a

+e @ . D'(x) = q(z)

egyenletre vezet, ahonnan
D(z) = :I:/q(m)ep(w) dx+C

és
y(z) = e P@. (j:/q(x)ep(gﬁ) dx + C) .

A K.E.P. megoldéasa és Dom(y) meghatarozasa a (7) utan irtak szerint lehetséges.

Bernoulli-egyenletek

Altalanos alakjuk: o/(z) + a(z) - y(x) = b(x) - y?(x) (B € R).
Az u(z) := y*~P(x) helyettesités utan linearis differencidlegyenletet kapunk.

Egzakt egyenletek
Altalénos alakjuk:
Pley) +Qa.y)-y/(x) =0 ahol -Pla.y) = ~-Q(a.y)
7y 7y y - ay 7ZJ - a.f 7y )

az egyenletet szokas P(x,y)dx + Q(z,y) dy = 0 alakban is irni.

© Szalkai Istvan, Dosa Gyorgy, Pannon Egyetem © www.tankonyvtar. hu


www.tankonyvtar.hu

36 UTMUTATASOK

Megoldasa: [ P(z,y)dz és [ Q(z,y)dy kiszamitasa utan felirjuk az

/ Pla.y) de + 0(y) = / Q. y) dy + () ®)

egyenldséget, melybdl ¢ (y) és ¢(x) meghatarozhatok.
Jeloljiik a (8) egyenlet (barmelyik) oldalat F(z,v)-el, szamitsuk ki a K.E.P. alapjan c,
értékeét:
F(z,y) = ¢ )
majd oldjuk meg a fenti (implicit) egyenletet y-ra, a megoldas lesz a keresett y(z) fiiggvény.

U6. Elsorendu differencialegyenletek alkalmazasai

6.9. Trjuk fel a kotél két kozeli, (g, f (z0)) és (wg + h, f (zo + h)) pontjaiban hato erdket: az
érintd iranyu kotélerdk vizszintes dsszetevoi kiegyenlitik egymast, mig fliggdleges dsszetevo-
inek kiilonbsége megegyezik a gravitacios erdvel. (A kotél siirlisége legyen p, keresztmetszete
Q.)

Ha nem sikeriil a differencidlegyenletet felallitanunk, akkor a megoldést csak az (13)
egyenlet felirdsaig olvassuk el, és probaljuk onalléan megoldani az egyenletet.

6.10. A feladat aramkorére
R-i(t)+ L-d'(t) = u(t).

(Lasd még a 10. fejezet utmutatdjaban talalhato altalanos elektronikai dsszefoglalot is.)

U7. Parcialis tortekre bontas

7.2. Az Algebra Alaptétele (valos valtozat) szerint: minden, legalabb harmadfoku polinom
felbonthato alacsonyabb foku polinomok szorzatara. 0J
(Lasd pl. Szalkai Istvan honlapjan:

http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/ParcTort-pdfw.pdf
vagy Diszkrét matematika és algoritmuselmélet c. konyvének (Veszprémi Egyetemi Kiado,
2000) fliggelékében.)

A kozépiskolabol jol ismert az alabbi Osszefliggés:

Egy p(z) = az? + bx + ¢ masodfoku polinom akkor és csak akkor reducibilis (felbonthato),
ha diszkriminansa D > 0, ebben az esetben
p(x) = (z — 1) - (¥ — 2)

(,,gyoktényezds alak™).
A D < 0 esetben p(z) irreducibilis (felbonthatatlan). O

7.3.-7.5. feladatok: A parcidlis- (mas néven: elemi- vagy rész-) tortekre bontas modszere
roviden megtalalhato Szalkai Istvan oktat6i honlapjan:
http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/ParcTort-pdfw.pdf

vagy Diszkrét matematika és algoritmuselmélet c. konyvének fliggelékében.
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r

US8. Laplace-transzformacio és inverze

A Laplace- és inverz- transzformacié alaptulajdonsagai és az alapfiiggvények transzformaltjai
megtalalhatoak Szalkai Istvan oktatoi honlapjan:
http://math.uni-pannon.hu/~szalkai/Laplace-tabl+.pdf

8.1. A Laplace-transzformacio definicidja:

P(s) = L)) = [ 7(0)- e

amennyiben az improprius integral konvergens.

8.4. A Laplace-transzformacio inverzének definicidja:

xo+1i00
f(t) = / F(s)-e*ds
Tro—100
amennyiben az improprius integral konvergens, o > « pedig tetszdleges (rogzitett) valds

szam, ahol Dom(F') = {z € C : Re(z) > a}.

U9. Integro - differencialegyenletek megoldasa Laplace-
transzformacioval

9.2. HaaK.E.Pnem az z, = 0 pontban van megadva, akkor a fiiggvényt vizszintesen eltolva
alkalmazzuk az Eltolasi tételt:

L(f(t =) =" F(s).

9.3. Haaz egyenlet jobb oldalan levd f(x) fuggvénynek nincs Laplace-transzformaltja, akkor
hasznaljuk az F'(s) = L (f(x)) réviditést, majd vissza transzformalaskor a Konvoliciotételt:

L(f=g)=L(f)L(g), vagy masképpen

LYF-G)=LYF)xLG).
Alkalmazasok
9.6. Az abran vazolt rezgbkordk esetén
-/ -/ 1 . !
L-i (t)+R-z(:p)+5-z(t):u(t)
(lasd még a fejezet tmutatdjaban talalhatd altalanos elektronikai 6sszefoglalot is).
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9.7. Ha csak v(t) hatarértékére vagyunk kivancsiak, akkor hasznalhatjuk a kdvetkezd Gssze-
fliggést:
lim f(t) = lir%s - F(s)

ahol F' = L(f). -
9.8. Alkalmazzuk az

Frugs=—k-s é Fyg=m-a=m-8" = Fu.+ Fg
Osszefliggéseket.

U10. Fourier-sorok, alkalmazasok

A Fourier-sor definicidja (,.képlete”):
ha az f fiiggvény periodusa [—L, L], akkor

F(f(x)): +Z<ak cos( >+bk sin (kz:v))
L
ak:%/f(x)cos<k%$) de, k=0,1,2,...
L

L
1 k
:Z/f(x)sin(%) de, k=1,2,.... [
“L

Specialisan L = m esetén

ahol

F(f(z)) =

304—; ay - cos(kx) + by, - sin(kx))

ahol

1 s
——/f(x)cos(kx)dm, k=0,1,2,...
™

1 s
:—/f(a:)sin(k:a:)dx, k=1,2,.... O
™

10.1. Ha valamely fliggvény megkaphatdé egy masik linedaris transzformacioival, akkor
Fourier-transzformaltjat mar konnyen eldallithatjuk.
Pontosabban: ha g(x) =« - f(z)+ 3 és h(z) = f(y-z) akkor

Flg) = Flafw+08)=a -F(fw)+06
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R-L-C aramkorokrol

Soros kapcsolasnal

ifo(t) = ir(t) = =in(t), upo(t) =ur(t) + - +un(t),
parhuzamos kapcsolasnal

ifo(t) = i1(t)+ - -+in(t), uso(t) =us(t) =--- = u, (t) barmely ¢t € R idpillanatban,
tovabba:

R ellenallasnal  wug(t) = R-i(t) (R €R),

L tekercsnél  up(t) = L-4i(t) (L €R),
1 t
C kapacitasnal  uc(t) = ol [i(r)dr (C €R).
0
A jegyzetben a ,9.6, sorszamu feladatok vonatkoznak elektronikai &ramkorokre.

10.5. Mivel a bemeneti korre felirt egyenlet |sin (1007t )| miatt nem szamolhato, ezért helyette
Fourier-sorat véve tagonként oldjuk meg az egyenletet és a megolddsokat 0sszegezziik.
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Megoldasok

M1. Tobbvaltozos fiiggvények folytonossaga és derivalhato-
saga

Folytonossag
1.1.a) lim cos(y)sin(%)=1-1=1.
(z,y)—(7,0)
lim W) —  pyy sEw o, 71 =1,
(@y)—=(01) (zy)—(0,1) ¥*
lim L nemlétezik, merty = tresetén lim =+ = lim t—2 kiilonb6z0 ¢ szamokra
(y)—(0,0) ™Y (x,y)~<0,0> z—0
kiilonboz6 eredményt ad, pl. ¢ = 1 esetén lim - = +00 mig pl. t = —1 esetén lim — =
—00. Azonban lim || = 400 konnyen belathato.
(zy)—(0,0) |*Y
“ yl)iir%o 0 (% — %) nem létezik, mert hm (5 — %) = ;12% (tt—) = 0 vagy to0, t-tdl és
x elojelétol ﬁigg(’ien.
b) ( )1rr%0 0 TP +y2 nem létezik, mert lim Wng = 11% nem csak egy értéket vesz fel.
x,y)—(0, z—0
. 4 X 2 €T
. yl)lin(0 ) oz =0 merty = twesetén 745 = Ier;xQ =z Htg, de mivel ‘ e ] <K
valamilyen K € R korlatra (V¢ € R, K értéke lényegtelen), igy xfﬂ; <l|z|-K — 0
midén x — 0.
lim Sm("’“;)ﬂ nem létezik, mert y = tx esetén a
(z4)—(00) TV
sin(z)sin(y)  sin(z)sin(tz)  sin(z) sin(tx) t
w2+ 22(14+2) oz te 1+t
kifejezés hatarértéke fligg ¢ értékétol.
( l)in%0 ) o nem létezik, mert lim e — 2 fiigg ¢ értekétol.
x7y - b
nem létezik, mert hm fligg t értékétol.

\/ 2+t2]}2 \/1+t2

hm
c) —(0,0) \/m2+y

© www.tankonyvtar. hu © Szalkai Istvan, Dosa Gyorgy, Pannon Egyetem


www.tankonyvtar.hu

M]1. Tébbvaltozos fiiggvenyek folytonossdga és derivalhatosaga 41

2
lim W — () merty = tx esetén —%— = Ll _ —
(@.9)—(0,0) V&> +y? Y Va2 ty? Vaitatt

1t+ < K valamilyen K € R korlatra (Vt € R, K ¢érteke lényegtelen), i

L. tovabba

:

Rz

Y
Ve te?
. I)En \/Ty = 0 az el6z0 feladathoz hasonldan.

< |z|- K — 0 midén x — 0.

(

+y2
y2

d lim = +y2 nem létezik, mert ugyan |~
(zy)—(1,1) *
22 +y?

— 0), de a nevezd eldjele instabil, vagyis 5 = 00” —ami nem lehetséges.

— 00 (aszamlalo korlatos és a nevezd

lim 2% = lim -1 =1
(@)=L TV (@y)—(n TV
; Tty — A xty z+tx _ 1 14
e lim e Bl 0, mert y = tx esetén promy v o B S wr i és

(2,y)—(00,00)

|1 L] < 2] K — 0 midén = — oo, a ) 2/ feladathoz hasonloan.
( )lir(n 3 +y2 nem létezik, mert ”52 = m%y, ¢s az y = z + h helyettesités alapjan
z,y)— (00,00

%—y = =1, ami minden h€ R esetén mas.
( )hr(n : m2+ > nem létezik, mert y = tx esetén 12+y = 1+t2 minden ¢ € R-re mas.
x,y)— (00,00
( )lir(n )sm ( Soty ) nem létezik, mert y = +y = g7 minden ¢ € R-re mas.
x,y)— (00,00

Parcialis derivaltak

1.2.a) Az x valtozo szerinti parcialis fiiggvény és derivaltja y = 2 esetén:

x»—>f(x,2):2x2+2—‘/75+7r, x»—>a%f(x,2):4x—ﬁ5 (x> 0),
0 1 15
=1——f(1,2)=4— - =—.

Az y valtozo szerinti parcialis fiiggvény és derivaltja x = 1 esetén:
y— f(Ly)=24+y—1+m  y=Lf(Ly) =1+ (y#0),

0 1 5
y_2H8—yf(1,2)_1+1_1.

Az x véltozo6 szerinti parcialis fiiggvény y = —4 esetén:
x— f(x,—4) :2x2—4+‘/T5+7r (x >0)
ami = = 0 pontban nem differencialhato, tehat a% f(0, —4) nem létezik.
Az y valtozo szerinti parcidlis fliggvény és derivaltja x = 0 esetén:
y f0y)=y+m, oy 5 f0y)=1 (y#0),

0
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b) Az x valtoz6 szerinti parcialis fliggvény ¢€s derivaltja y = 1, z = 2 esetén:
r— f(z,1,2) = 2e77, T %f(x, 1,2) = —2e77,

szH%f(O,l,Q):—Z.

Az y valtozo szerinti parcidlis fliggvény €s derivaltja z = 1, z = 0 esetén:
yr f(Ly,0)=0, gy~ 5f(1,9,0)=0 (y#0),

0

A z valtozo szerinti parcialis fiiggvény és derivaltja x = 1, y = 1 esetén:
z— f(1,1,2) = ze !, 2 Lf(1,1,2) =€!

0 1
#=0 8zf( 1,0) e

¢) Az x valtozo szerinti parcialis fiiggvény és derivaltja y = 0 esetén:
z+— f(z,0) =0, z— 2f(z,00=0 (z€R),

x:OH%f(O,O):O

Az y valtozo szerinti parcidlis fiiggvény és derivaltja x = 0 esetén:
yr f(0,y) =0, y— £ f(0,y)=0 (yeR),

0

Az x valtoz6 szerinti parcialis fliggvény ¢€s derivaltja y = 2 esetén:

X x ! ZEQ—
r— f(r,2) = x22_+4’ T — a% (2,2) = (xgﬂ) — —(i2+4§‘2 (x eR),
0 6

1.3.a0) % (22 + 2 - y? + 32%) = 20 + o2,

(@ try’ +32%) =20y, L(P+z-y*+32%) =62 (2,92 €R)

b) L G R
0z \ /22 + 42 (x2+y2)%

2 S [ 22 +y* >0
Oy \ /22 + 2 (x2—|—y2)%
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Differencialhatésag

. 0

1.4. a) Mivel o (2 —zy+y’)=20—-y z,yeR
x
0

a—y(mQ—my—i-yQ) =2y—z z,y€eR

folytonosak, f (totalisan) differencialhaté minden (x,y) € R? pontban.

b) Mivel (ysin®z + zcos’y) = ysin2z + cos’y  z,y € R

oz
ey (ysinzx +xcos2y) =sin’z —xsin2y z,y €R
Y
folytonosak, f (totalisan) differencialhaté minden (x,y) € R? pontban.
¢)
0

) 0 T -1 hax<0

9 s00= L (verere) = L= L = 0

axf(flf, ,0) x< 0T ) &L,W || {+1 ha:lc<0’gc7é
x

0
0 0 x
= - Y 21 24 2) — : 2 2
aa:f(x,y,z) P (\/l‘ +y —i—z)— R mivel y*+ 2% >0

tehat
0 x

a_xf($7y72): /—1.2_'_,!/24_’22

ha 2*+y*+2*>0

¢és hasonloan

0 Y 2 2 2
—f(z,y,2) = ha x°+y +2>0
8yf( Y, z) e y

0 4 2 2 2
—f(z,y,2) = ha x4y +2">0

0z

a2+ y? + 22

folytonos fiiggvények az origot kivéve, ezért f (totalisan) differencidlhatd minden
(z,y,2) € R*~ {(0,0,0)} pontban.

d) mhn(l+8)=—1-21  ha zx£06&Y>-1

Biyln(l_F%)ZI_}W ha x#0és 2> —1

folytonos fiiggvények, ezért f (totalisan) differencialhato a { (z,y) € R* |z #£0és £ > —1}
halmaz minden pontjaban.

e) Mivel
9 d LY 2 =y 2 2
— J— = — ¢ h 0
aﬂff(x’y) <ax) x2+y2 Y ($2+y2)2 a T +y > U,
9 9 Ty y* — 2’ 2,2
R — = R — = — DI —] h O
3yf($’y> (31/) 2y (2 ¢« vhy=D
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f(a;,()):O, 8%; (O7O>:O’ f(O,y)ZO, [;% (070)205

igy a parciélis derivalt fiiggvények folytonosak minden (z,y) € R? ~ {(0,0)} pontban,
tehat ezekben a pontokban f differencidlhatd. Az origdban viszont, bar 1éteznek a parcialis
derivaltak, f nem folytonos, ugyanis

1
n2

lim (1,1) —(0.0)  lim f(+. 1) = lim 2 =24 /(0,0 =0

n—oo \ N N n—oo n n

1
n? n?

tehat f nem differencialhaté a (0, 0) pontban.

f) Mivel
0 0 xlyl ly[°
—flz,y) = — = 3 ha 0
5] (@Y) = 5 g () y#
0 0 =z 3
f(z,y) vl hay # 0

. x
= ———— =sign(y) ——=
Ay /a2 + y2 () (x2—|—y2)%

folytonos fiiggvények, f differencialhatdo minden (z,y) € R? \ {(a,0) | a € R} pontban.
Vizsgaljuk most a differencialhatdsagot az = tengely pontjaiban:

dy

A (0,0) pontban nem differencialhato, ugyanis 2 f(0,0) = a% £(0,0) = 0 miatt a diffe-
rencialhatdsag esetén

0 0
. R(z,y) o
lim ————= =0 teljesiilne.
(z,9)—=(0,0) /22 + y? !
. 1 1 r . R<l’ l) 1
Most azonban lim (-, ) = (0,0) és lim —2—L= = 3 # 0. Egy (a,0), a # 0 pontban

n—oo M n—o0 1 + 1
n? n?

2 f(a,0) = a% (a,0) = 0, és differencialhatosag esetén

0 0
f(x,y) :f(a,O)—i—x%f(a,O)—i—ya—yf(a,O)—l—R(a:,y) :R(ZE,y),

R

b lim 20y
(z,y)—=(a,0) /22 + 2

Most azonban lim (a + £, 1) = (a,0) és

n—oo

=0 teljesiilne.
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5. abra. 1.4.f) megoldas

x|yl

1.5.a) (z,y) € R? esetén

(m?’ +y° — Sxy) =32% — 3y

Slofle

(x3 +y° - Sxy) =2y — 3w
folytonos fiiggvények, ezért

arad £(0,0) = (0,0)
grad f(0,1) = (-3, 2)
grad f(z,y) = (32° — 3y, 2y — 3x) (z,y) € R%

1 1 >
V3 V3
és (z,y,2) € R~ {(0,0,0)} esetén

glﬂdf(.’ﬂ,y,Z)Z ( ’ 4 i ) .

\/x2+y2+22’\/x2+y2+22’\/x2+y2+z2

Megjegyzés: Az r = (z,y, ) jeloléssel figgvényiink

b) Hasznaljuk az 1.4.c) feladat megoldasat:

grad f(1,1,1) = <

Sl

fr)y=1Ir| reRr’
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alakban irhatd, és derivaltja, azaz gradiense

F(r)=grad f(r) = — e R~ {(0,0,0)}

7]

ami megfelel az
fa)=lz| xeR

fiiggvény derivalasaként kaphato, igaz egyszerlibb alakban is irhatd

ra=={ 4 120 serv)

eredménynek.

¢) (z,y,2) € R? esetén
(x2 + y2 + 22) = 2x
(2 +y*+2%) =2

(x2 + 9+ 22) =2z

Flo&lePle

folytonos fliggvények, ezért

grad f(1,2,3) = (2,4,6)
grad f(z,9,2) = (20,25,22)  (v,y,2) € R”.

Megjegyzés Az = (x, 1, z) jeldléssel fiiggvényiink f(r) = |r|> (r € R?) alakban irhato,

és derivaltja (gradiense) f'(r) = grad f(r) = 2r (r € R?), amimegfelelaz f(z) = |z|> =
z?  (z € R) fiiggvény derivalasaként kaphaté f'(z) =2z (x € R) eredménynek.

d) 2% + y* > 0 esetén

0 z oz
O \Ja2 142 (22 + y2)?
0 z Yz
dy Vai+y? N (2 + yQ)%
0 z 1

0z \[2? + - Va2 +y?

folytonos fliggvények, ezért

-3 41
grad f(3,4,5) = (g,£75>

—xz —yz 1

(22 4 )F (a2 yt)E VRt

© www.tankonyvtar. hu © Szalkai Istvan, Dosa Gyorgy, Pannon Egyetem

grad f(x,y,2) = ( ) 2* +y* > 0.


www.tankonyvtar.hu

M]1. Tébbvaltozos fiiggvenyek folytonossdga és derivalhatosaga 47

Iranymenti derivalt

1.6.a) v = (\}5, f> egységvektor, és

agex%y = 2xe” 1Y
x
6%69”2”2 = 2ye$2+y
folytonos fiiggvények, tehat grad f(—1,2) = (—2¢5, 4¢°) ezért
1 1
Dyf(—1,2) = =25 - — +4¢e% - — = v/2¢% &~ 570,53.

o .
P sin(z 4 y) = zcos (z + y)

o .
85" sin(z 4 y) = zcos (z + y)

g . .
5.7 sin(x 4+ y) = sin (z + y)

1 11 3 4 34+2V/11+8v3
TR I v, M-

c) Az a(=30°) = § szdg iranyaba mutatd egységvektor

( T . 7T) \/g 1
v=|cos—,sin— | = —,= |,
6 6 2 2

_l’_

és
0 0 1
—1 =—1 >0
5, (@ +v) 3y n(z+y) = Ty Y
folytonos fliggvények, tehat grad f(1,1) = (3, 3) ezért
1 3 1 1 3+1

d) v normaltja: e, = % = (2, ‘2[) Mivel f a (0,0) pontban nem differencialhaté (lasd

lv
az feladat megoldasa), ezért adjuk meg a

t]tv/3
r(a) = —em s

f(0,0) = hat #0
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fliggvény derivaltjat ¢ = 0 helyen:

Df(0,0) = g (0) = 2.

Megjegyzés: Vegylik észre, hogy minden « iranyban létezik az iranymenti derivalt az origo-
ban, mivel

tcos « |t sin o]
V/(tcosa)? + (tsina)?

t— f(tcosa,tsina) = = tcosa [sina]

és a derivalt értéke a ¢ = 0 pontban: D, f(0,0) = cos « |sin «|.
Tehat minden iranymenti derivalt 1étezik, de f nem differencialhat6 a (0, 0) pontban (lasd
az feladat megoldasa).

1.7. v = P—Q)(3,4), normalva (2, 2)
a 8 2 2 2 2
S fwy) = o (0f = 20%y + oy’ + 1) =y — day + 20
0 0
gy @0 = 5 (@F =207+ ayt 1) = =2a(0 — )

gf(l,Q):22—4-1-2+2-1:—2
Xz

0
8—yf(1,2):—2-1(1—2):2

grad f(1,2) = (—2,2)

4 2
1.8.
0 0, 2 0 B
0 0 N 0 B

grad f(2,1) = (4,8)

Tehat a ,,legnagyobb ndvekedés” irdnya és értéke
v=(4,8)  D,f(1,2) = |grad f(2,1)| = V42 + 8% = 4V/5,
a ,,legnagyobb csokkenés” iranya és értéke

—v=(-4,-8)  D_,f(1,2) = — |grad f(2,1)| = —4V/5.
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Osszetett fiiggvény derivalasa

1.9.a) f(z,y,2) = ryz, x(u,v) = u® +v, y(u,v) = u—v? é z(u,v) = sinu parcialis
derivaltjai:

Tehat az Osszetett fliggvény parcialis derivaltjai:

%f (u® +v,u — % sinu) =

(u—v%) -sinu-2u+ (v* +v) -sinu- 1+ (u* +v) - (u—v?) - cosu,

%f (u2+v,u—v2,sinu) =

(u—v) -sinu-14 (v*+v) -sinu- (=20) + (v* +v) - (u—0?) - 0.

b) f(z,y) =1, x(t) =1Int, y(t) = e' parcialis derivaltjai
0 1 0 x
0 , 1
0

—y(t) =y'(t) = €.
Syt =y (1) = e
Tehat az Osszetétellel kapott egyvaltozos fiiggvény derivaltja:
0 1 1 1 1—t-1
S5 (it et) = (flint, ")’ nt o lztnt

¢) f(z,y) = e+, x(r,¢) = rcos ¢, y(r,¢) = rsin¢ parcialis derivaltjai:

a 2 2 a 2 2
8xf (z,y) = 2ze ayf (z,y) = 2ye

0 0
Em(r, ¢) = cos ¢ —y(r,¢) =sin¢

or
So(r0) = rsing  SLy(r.0) = reoso
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Tehat az Gsszetett fliggvény parcidlis derivaltjai:

0 . .
— f(rcos¢,rsing) = 2rcos® ¢ - e” +2rsin®g-e” = 2re”

or

% (r cos ¢, rsin @) = —r*sin(2¢) - e+ sin(2¢) - e’ =0

felhasznalva a 2sin ¢ - cos ¢ = sin(2¢) azonossagot.

1.10. @) grad #(1,2) = (—1,0), grady(1,2) = (v/2,10) és f(x,y) = x> + xy parcialis
derivaltjai az

(2(1,2),y(1,2)) = (3,4)
pontban:

0 0
z —9 3,4 =2-3+4=1
0 0
— = —f(3,4) =4
AL A W AC )
Tehataz F(u,v) = f (z(u,v),y(u,v)) Osszetett fiiggvény derivaltja az (1, 2) pontban:

grad F(1,2) = (10-(—1) 472,100+ 4- 10) — (4\/5— 10,40).

b) grad f(—1,1) = (3,2), és az z(u,v) = u® — v? y(u,v) = —% Hhelyettesits”
fliggvények és parcidlis derivaltjaik értéke az @ = (u,v) = (—1,+/2) pontban
2 (—1,\/5) — 1 (—1,\/5) —1
0 0 0
%x(u,v) =5 (u* —v*) = 2u e (—1, \/§> = -2
0 0 uv v 0
%x(u,v) = a% (u* —v*) = —2v %I (—1, \/5) = —2V2
0 0 uv u 0 1
o = —yl——%=]=-% ~y(-1.v2)=—
gV () = 55y ( \/5) N ( ’f> /2

Tehataz F(u,v) = f(z(u,v),y(u,v)) fiiggvény derivéltjaa (—1,v/2) pontban
1
grad F (—1, \/5) -~ (3(—2) 1 2(-1),3 (—2\/5) t2r) = <—8, —5\/5) .
1.11. Mivel
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kapjuk

= (s (D) =009 () () -v-5:0()
1 1
S (OO O R S0

amiket szorozva az z illetve y valtozdoval, majd dsszegezve kapjuk a bizonyitando

w-ﬁf(x,y) +y-gf(w,y) = 2wy

ox dy
Osszefliggést (mivel £ - ¢/ (%) kiesik).
Magasabbrendi derivaltak
1.12.a) Ha 2zy + 3% > 0
O ( o y
_ 27 + 2 — 7 0
ax ( y y ) A /yz + 2xy
2 o y _y2
— (V2xy+9y?) = — = 3
gz (V3 +7) 895( 92+2$y> (y? + 2ay)®
0? 0
(Voey+v7) = +- Y -
0x0dy dy Y2 + 22y (y2 + 22y)2
8—2(1/21’y—|—y2> :g ﬁ(*’QII:y—l-yQ) _
dy? 9y \ Oy
0 r+y B —x?
dy Y%+ 2zy (y? + 2acy)%
b)
I (2x2y — 3%z + xyz) =4dxy +yz
2
920y (22°y — 3y*z + xyz) = (%(4xy +yz) =4z +z
2 0
— (22%y — 3y =—(4 =4
50 (22%y — 3%z + zyz) 895( Ty +yz) = 4y
3 0
22%y — 3y? =—(4 =1
8x8y82(xy 3y°z + xyz) az(x—l—z)
o (2:172y — 3%z + myz) = ﬁ(ély) =4
0x20y oy '
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¢) Ha x > 0 akkor

0 _
5 &) =y '
0? 0 _ _
920y (z¥) = 8_y (y-:xy 1) =2 Y (ylnx+1)
0
—(z¥)=2YInzx
dy
o2

o (1) = o (Ina) = a7y 1)

03 ” o (0 1\ 9 oo B
s =50 (o 0™ ) = 5 (@ 02 =) =

= g¥2 (2y—|—y21n:v —ylnz — 1)

83

OxOyox (2¥) = 2 (xy—l<ylnx + 1)) = Y2 (2y+y2 Inz—ylna — 1) ‘

ox

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a kapott parcialis derivalt fiiggvények folytonosak, ezért az
eredmény nem fligg a derivalas valtozoinak sorrend;jétol, tehat:

0? 0? 3 03
f= [ s o) =
0x0y Oyox 0x20y Ox0ydx
1.13.a) Ha y # —1 akkor

f.

02 (1+ux 0 1 0?
@(1+y>_8_x<y+1)_0 da? (0,0)=
? [(1+x s, 1 -1 0? -
_9 _ . F(1,1) = —
0xdy \1+y oy \y+1 (y+1) 0xdy 2
2(1+$)__ r+1
v (y+1)°
2

2 dz2y2 gyt
f(:[;’y) = y( ($2+yy2)2 z ) z 7A Oy € R
0 r=0yeR

x( —zt+da?y?+y?
0 y=0x el
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tehat %f((),y) —y yeRes—f(x 0)=xz x€R,ezért

o (0 0?
5 (gerom) ==1 yer 20,0 = -1

a (0 02
p (0 f(x, O))Zl reR ayaxf(O,O)zl.

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a masodrendii parcialis derivalt fliggvények nem folytono-
sak, ugyanis példaul

9 P y($4+4m2y2_y4)
T fay) = fw< ey ) TTWER
Oz0y 8% (—y) r=0€eR
[t soe
-1 r=0yeR

1 0? 1 0?
(57 0) — (0, 0) Jim axayf (ﬁ 0) =1# mf(oao) = -1,

ezért nem kovetkezik a vegyes masodrendiiek egyenldsége!
1.14. Ha xy > 0 akkor

a%f“(:c,y) = % (g(xy) +Vay - h (%)) =9 (zy)y + 3 yxyh (%)

82 — 4" 2 xQ Y 1 / ) \/@ " Yy
8—y2f($7y)—9 (xy)l‘ - h(;)#——-h —)+ h <E

amibdl kapjuk

Szélsoértékszamitas
1.15.a) Az

D2+ 20y — 204297 —2y+ 22 +1) =22 +2y—2=0
(@ 2y =204+ 2° =2+ 27+ 1) =20 +4y —2=0
(@t 42zy—220+2y° —2y+22+1)=22=0

egyenletrendszer megoldasa a P(1, 0, 0) staciondrius pont.
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Megjegyzés: Vegylik észre, hogy a fiiggvényiink a kovetkez6 alakban irhato:

fay,z) =2+ 2oy — 20+ 2" — 2y + 2> + 1=
= (=1 +y)’+y*+2">0=f(1,0,0)

tehat a P(1,0,0) stacionarius pont — most szemmel lathatéan — (globalis) minimum hely!

b) Az
2 2 2 2
82636 YV =227V =0
X
O oo —y? — _9per?-y? —
e = —2ye =0

egyenletrendszer megoldasa a P(0, 0) stacionarius pont.

Megjegyzés: A = = e ¥ egyenletfi

6. abra. 1.15.h) megoldas

feliilettel adott fliggvénynek a P (0, 0) stacionarius pontban nincs szélséértéke, mert:
flz,0)=¢ >1=f(0,0) haz+#0
és

FOy)=e¥ <1=f(0,0) hay#0.
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c) Az
0, .
8—(smx+cosy+x—y):cosx+1:0
x
o . :
a—y(smm+cosy—l—x—y):—smy—l:O

egyenletrendszer megoldésai a Py, (w + 2k, 3 + 2l7) (k,l € N) stacionarius pontok.

1.16.a) A
(2:64—1—3/4—3:2—23;2) =82 —22 =0

(2:64 + oyt —a2? — 2y2) =4y(y* —1)=0

SIS

—1 1 —1
egyenletrendszer megoldasai P, (7, 1), P(0,1), Ps (5, 1), Py (7, 0>, P5(0,0),

1 —1 1
P6 (570)’ P7 <77_1)7 P8(07_1>, P9 (5,_1>, tOVébbé

2

d?

2

ay?

(2x4 + oyt — 2% — 2y2) = 242? — 2

(22" + y* — 2® — 2¢%) = 129 — 4

% (2:84—|—y4—a:2—2y2) =0
vagyis
Az, y) = (242° — 2) (129> — 2) — 0°.
A(P) =(24/4 —2) (12 —2) =40 > 0 tehat P,-ben van széls6érték,
92

miatt P, minimumhely, a minimum értéke

4 2
rm=s () =2(F) +r-(F) 2=

A (Py) =(—2)(12 —2) = —20 < 0 tehat P»-ben nincs szélséérték (P nyeregpont),
2

0
A(Ps) = (24/4—-2)(12 —2) =40 > 0 ¢és 92 (P;) =4 > 0 tehat P3-ban minimum van,
x

A (Py) = (24/4 — 2)(—2) = —8 < 0 tehat P,-ben nincs szélséérték (P, nyeregpont),

2

A(Ps)=(-2)(-2)=4>0¢s % (Ps) = —2 tehat Ps-ben maximum van,
x
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A (Ps) = (24/4 — 2)(—2) = —8 < 0 tehat Ps-ban nincs sz¢€ls6érték (Fy nyeregpont),
2

0
A(Pr)=(24/4—2)(12—-2) =40 > 0 ¢és pye (P7) =4 > 0 tehat P;-ben minimum van,
T

A (Fs) = (—2)(12 — 2) = —20 < 0 tehat Ps-ban nincs széls6éérték (Pg nyeregpont),

2

0
A (Py) =(24/4—2)(12—-2) =40 > 0 ¢és pye (Py) =4 > 0 tehat Py-ben minimum van.
T

7. ébra. 1.16.a) megoldas

20t + oyt — 2% — 292

b) Az
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vagyis

2?4y 224y 2242 2
Awy) =@ (@® =3)e 5 a(y’ —1)e _<y(x2—1)ez) |

tehat P-ben van f-nek széls6értéke, és (8—2 f)(P)= ;—% < 0 miatt a P(1,0) pont lokalis

2
maximumbhely, ahol a maximum értéke f(P) = \/LE
A Q(~1,0) pontban (£57)(Q) = 2. (£f) (Q) = .
(aj’;xﬂ (Q) =0, igy

tehat (Q-ban is van széls6értéke f-nek, és > () miatt a Q(—1,0) pont

o —
i1
MM
~~
—
S
o

lokalis minimumbhely, ahol a minimum érték
c) A

(354+y4—2$2+4a:y—2y2) =42® —dr 44y =0
—($4+y4—2$2+4$y—2y2) =4y’ —dy+ 42 =0

egyenletrendszer megoldasaia P(—v/2,v/2), Q (\/_ , —\/5) , R(0,0) stacionarius pontok.
Tovabba

02 0 5 )
@f(%y)z%(llx —dx +4y) = 122" — 4
i (2 )—2(43—4 +4z) =12y° — 4
32

flz,y) = 9 (4:1:3 —4:1:—|—4y) =4

0xdy oy

vagyis
Az,y) = (1227 — 4) (12y° — 4) — 4°.

A P(—\/ﬁ, \/5) pontban
A(P) = (12 (—\/§>2 - 4) (12 (ﬁ)Z - 4) 42 =384 > 0,
12(—\/§>2—4:ZO>0
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tehat a P(—+/2,v/2) pont lokélis minimumhely és f(—/2,v/2) = —8.
A Q(v/2, —+/2) pontban

A(Q) = (12 <\/§>2 —4) (12 <—\/§>2 —4> 42 =384 >0,
12(x/§>2—4=20>0

tehat a Q(v/2, —/2) pont lokalis minimumbhely, és f(v/2, —v/2) = —8.

Az R(0,0) pontban
A(R) = (—4)(—4) —4* =0,

tehat az R(0, 0) pontrdl A segitségével nem donthet6 el, hogy szélséérték hely-e.

Megjegyzés: A fliggvény grafikonjarol

8. abra. 1.16.c) megoldas

z =t +yt — 222 + day — 29?

is lathato, hogy az R pontban (origoban) az f(z,0) = z*—222 és f(0,y) = y*—2y? parcialis
fiiggvényeknek maximuma van, de a H = {(a,a) | a € R} pontokban vett f(a,a) = 2a*
fliggvényértékeknek az origbban minimumhelye van, tehat az origd nyeregpont, vagyis nem
sz€lsdérték hely.
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d) A
0 202 +y? — 1
= 1— 22— 2):_—:()
o7 (my\/ a2 —y Ve
0 2?2+ 297 -1
x =0

— (zyy/1 — 2% — 2)2——
6y<y Y /T — 22 — 2

egyenletrendszer megoldasaia P(0,0), Q1234 (j:\/ig, i\%) stacionarius pontok, tovabba

0? (z.) 0 202 +y? — 1 222 +3y? -3

RS l’) _— — —_ — = X

0T =0\ Vi) T )

0? 0 24292 -1 322 +2y2—3

= f(,y) = — _fELyQQ — oy T2y -

ay 8y \/1_37 -y (1_x2_y2)2

0? fe y):g o 202 +y? — 1 :2x4+3x2y2—3x2+2y4—3y2—|—1
Oxdy” oy V1—22 =2 (1_1.2_3/2)%

A P(0,0) esetén A(P) = —1 < 0 tehat nincs szélséérték.
1 (\%,\%) esetén
4 4 2 2\’
2@ = (-3v8) (-5v8) - (-3v3) =150

és

tehat (); maximumhely és

Q2 <—\/%§, \%) esetén

a@)=(3v3) (3v8) - (—gﬁ) 450

és

tehat (), minimumbhely és

Qs <\/%, —\%) esetén

A(Qs) = (gﬁ) (il\/§> — (—2\/§>2 —4>0
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és

tehat (3 minimumbhely és

w

Q. (%, \%) esetén
A(Qq) = (—%\/§> (—Z—l@) - (—2\/5)2 =4>0

és

tehat ()4 maximumhely és

e) A
9 l-z+y _—(y2—|—xy+x—|—1)_0 0
0x \ /1 + 22 + 42 (x2+y2+1)%
1— 2 g1
9] r+y (@ tyr—y+ ):0 an

WVITH22+ i (2424 1)

egyenletrendszer megoldasa: (I) — (II) = 0 = —(x —y— 1)(z +y) = 0 alapjan
y = —x vagy y = x — 1. Csak az elsd esetben kapunk valos gyokoket: © = —1, y = 1 vagyis
P(—1,1) az egyetlen stacionarius pont.

8_2(xy)_—(—2x2y—2x2—3xy2—3x+y3+y2—|—y+1)
ox?” (x2+y2+1)%
8_2(xy)_—(—:z:3+3:z:2y—|—:z:2+2:cy2—x—2y2+3y+1)
oy (x2+y2+1)g
0? —23 =222y + 202 + 3y —w + P +y
a 8 f(x7y): 5 :
xoy (:v2+y2+1)2
igy )
-2 -2 -1 1
A(P) = V3) (Z2v3) (ZWs) 1
9 9 9 9
és ) /3
0 —2v3
—(P) = <0
502 F) = 9 :

tehat P-ben maximuma van a fliggvénynek.
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Erintc’isik, Taylor-polinom, kozelité6 modszerek

1.17.a) f (zo,y0) = 4> +3° =25, f, =2z, fi(a) =2-4, f; =2y, f/(a) =23, teht az
érintésik z =25+4+8-(x —4) +6- (y — 3), vagy atrendezve: 8z + 6y — z = 25.

A fuggvény kozelitése: f(z,y) =25+ 8- (x —4)+6-(y — 3) = 8z + 6y — 25, igy
kozelitése a b pontban: f(b) ~ 8- 4,01 + 62,97 — 25 = 24.9.

Megjegyzés: f(b) valodi értéke: f(b) = 4,01% + 2,97% = 24, 901.

b fi=y a1 f = avnx - 5,

z= (32+;>+<2-32—1+%) (:U—3)+(321n3—%) (y—2) =

13
= o+ (9103 —3/4)y — (181n3 + 15/2)

~ 6,50 + 9,1375y — 27,2750 ~ f(z, ),
F(b) ~ 6,5 - 2,98 +9,1375 - 2,03 — 27,2750 = 10,6441.

¢) Az egyenlet z-re kdnnyen megoldhato:

p=—Vat e -yt +15=flry),  a=(-13)
és P valoban illeszkedik a feliiletre: f(—1,3) = 2.

: 2
Tovabba: 2 f = =t Sz +1 9§ —
Oz f 3 %/(z3+x7y3+2y+15)2 > Oy

1 3y2—2
3 %/(z3+x7y3 +2y+15)

3 P
z=2-ta+1)+By-3)=Fr+Ly— B f(z,y),

1,03 ~
F(b) ~ 8 4 259 96 — 55~ 1,9267.

1.18.a) o = 1,5, yo = 2,5, f(x0,y0) = 20,06250, ¢ (xo,y0) = 3,87500, f. (z0,y0) =
= 19,25000, f, (w0,y0) = —47,50000, g, (v0,y0) = —28,50000, g, (0,¥0) = 26,25000,
by = —109,93750, by = 19,00000, az egyenletrendszer:

19,25 - & — 47,50 - y = —109,937 50

—28,50 - x + 26,25 -y = 19,000 00

melynek megoldasa: {z; = 2,33766,y; = 3,26184}.

A fenti eljarast iteralva (tobbszor megismételve) kapjuk: x; = 2,33766, y; = 3,26184,
f<x17y1> = _137683]—93 g(‘rhyl) - _9732084’ fa/: (xlvyl) - 377673207 f:; ('rhyl) =
= —108,31858, g, (z1,41) = —62,22484, g, (z1,41) = 36,51437, by = —251,56769,
b, = —17,03566, az 1) egyenletrendszer:

{37,67320 - — 108,31858 - y = —251,56769

—62,22484 - x + 36,51437 - y = —17,03566,
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zy = 2,05632, y» = 3,03767, f(wa,yp) = —1,50124, glaa,y2) = —1,47810,
folzo,y2) = 31,14020, f,(x2,v2) = —87,13373, g,(x2,y2) = —50,12624, g, (z2,12) =
= 34,22229, b, = —199,14784, by = 2,35845,

xr3 = 27001765 Y3 = 3a000945 f (51337?/3) = _07026139 g (l’3, 93) = _05052469 f; (J;?n yS) -
30,03235, f!(1s3,ys) = —84,07278, ¢, (z3,ys) = —48,06094, ¢/ (v3,ys) = 33,99864,
b1 = —192,15366, by = 5,87399,

Ty = 27OOOOO> Ys = 3700000> f (35472/4) = _0700001a g (,’L’4, y4> = _07000057 f:; <I47 y4) =
30,00003, f!(x4,y1) = —84,00004, ¢, (z4,ys) = —48,00005, ¢ (xs,ys) = 3399999,
b1 = —192,00008, by = 5,99987,

x5 = 2,00000, ys5 = 3,00000, f(x5,y5) = —0,00000, g (zs5,ys) = 0,00000.
Tehat (x5, y5) a megadott pontossaggal kozelitik az eredeti egyenletrendszer (egyik) gyokét.

b) Az (x9,y0) = (1,00000,1,00000) kiindulo értékek 13 (fentihez hasonld) 1épés utan
adnak kivant pontossagli gyokot: (z13,y13) = (—1,37487, —2,156 24).

_92 2zy(x+32) —z2 —25. _ x2
L19. f = 4, fla) = 2+§8 = 26’ fr = ym+3z , fola) = s Sy = o
fzj( ): 13> fi= ;igzy% fila )_ 169°
Vo= o, fhla) = b fn =0 = fr(a); fLo= ok () = s
_ x(z+62) _ . _ —18zyz _ 36 . __ —3a? _ -3.
alc/y — (@+32)2° alvly(a’> - %’ alc/z - (gc+3zy)3’ alslz(a> — 2197 ;;lz T t(x+32)2° 3//,z<a> — 169°
" _ " o " _ O' " o 754yz2 " ( ) _ 216 . " _ 7162-x2y
yyy — Jxyy T Jyyz T zxr T (z+432)% Jazz ~ 28561° zzz. T (z432)4
2 z(22—3z
va) = B U, = o, fin(a) = S [ = BEESEL f () = 55
m __ —18xy(z—62) m (a) _ =207. e __ _ 182 m (CL) _ 9 . em _ _—182z
rzZz T (5;63z) > Jazz T 57122° yzz — (z+43z)3° Jyzz 21970 ryz — (2432)3°
= (@) = 53573
tehat (T2, f) (x,y, 2) =
—4/26 —25/169 2/13 3/169
= T (r—2)+ —— T (y+1)+T( z—8)+
—144/2197 0 —9/2197
2—/‘(x—2)2+ S +1) +/2—'(z—8)2+
25/169 36/2197 —3/169
/2—'(m —-2)(y+1)+ /2, (x=2)(y+1)+ T(y+ 1)(z —8)+
216/28561 0 81/57122
/3—'(3: —2)*+ g(y +1)° + /T(z —8)%+
144/2197 0 180/28561
BRI o —aps 1)+ S+ 12 -2+ 2200 g2y
—207/57122 0 9/2197
TR e —2) + o+ )2 - 8) + L 4 12 - 8)
—36/2197
—EE e - )y + (-8 ~

~ — 0,1538 — 0,1479(z — 2) + 0,1538(y + 1) + 0,0178(z — 8)+
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—0,0328(z — 2)% — 0,0020(z — 8)% + 0,0739(z — 2)(y + 1)+
+0,0082(z — 2)(y + 1) — 0,0089(y + 1)(z — 8) + 0,0013(z — 2)*+
+0,0002(z — 8)% + 0,0109(x — 2)*(y + 1) + 0,0011(z — 2)*(z — 8)+
— 0,0006(z — 8)*(x — 2) + 0,0007(y + 1)*(z — 8)—

—0,0027(z — 2)(y + 1)(z — 8),
és igy f(1,99,—0,89, 8,06) ~

~ — 0,1538 — 0,1479(1,99 — 2) + 0,1538(—0,89 + 1) + 0,0178(8,06 — 8)—

—0,0328(1,99 — 2)* — 0,0020(8,06 — 8)* 4+ 0,0739(1,99 — 2)(—0,89 + 1)+
+0,0082(1,99 — 2)(—0,89 + 1) — 0,0089(—0,89 + 1)(8,06 — 8)+
( )’
( )

2
6

+0,0013(1,99 — 2)* + 0,0002(8,06 — 8)* 4 0,0109(1,99 — 2)*(—0,89 + 1)+

+0,0011(1,99 — 2)%(8,06 — 8) — 0,0006(8,06 — 8)*(1,99 — 2)+

+0,0007(—0,89 + 1)2(8,06 — 8) — 0,0027(1,99 — 2)(—0,89 + 1)(8,06 — 8) ~
~0,000 000 708.

M2. Két- és tobbvaltozos integralok, transzformaciok

Szukcessziv integralas

2.1. ay) El6szor a belsd zarojelet szamitjuk ki:

1
/x2+y3dx:§x3+y3:c+0,

5
1 r=5 1 1 61
2 3y — | =3 3 _ (153 35) _ 243 34) = 2= 3
/w +y°ax 3110 +y$$:4 3 +y 3 +vy 3+y,
4

ezutan [ & + 13 dy = Sy + 1y* + C,
7
vegil [ [f = [S+yPdy = [Sy+3y']) = (F-7+37) — (83413 ~
H 3
~ 661,3333.

as) El6szor a belso zarojelet szamitjuk ki:

1
/a:5y3 dy = x51y4 +C,

ezutan f2465 5d _ 24465 156 4 O = 2465 25+ C,
Vegulfff f2465 5 dp = 2465 [56]772 — 2865 (26 _ 1) — 6470,625.
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5
b) ,Fiiggblegesen” integralva: f [f= f ( J . y) dx.

El6szor a belso zardjelet szamltjuk ki:

1
/Edy:m/—dy:xln|y|+0,
Y Yy

5

/gdy = 2 [In|y[]=; = = (In(5) — In(3)) =« n (g) :

3

ezutdn [x1In (2) dz =1In(2) - 32% + C, végiil

//f /xln( ) dr = In (g) E:ﬂr:ln (g) -%(62—22) ~ 8,1732.

2

6
,,Vizszintesen” integralva: f [f= f ( i : :z:) dy.
2

Eldszor a belso zargjelet szamltjuk k1

/zdle/:cdy—ix +C,

y Yy 2y

6

o Lpoe=e _ 1 o o 16
[dy=o 1T = @ - 2) =2

2y y
2

ezutin [ dy = 161n[y| + C, végil

[ 16 . N
/H/f - 3/ 2y = 16 iy} = 16 (I(5) ~ In(3)) ~ 8.1752.

2.2. a) Elészor

322 +8x g 1 y=322+8z
/ (327 + 8y* — zy) dy = [Sny + -y — —ny} =
3 2 y=x2—2x—4
z2—2x—4

- (3;1:2 (32% + 8z) + g (322 + 82)° — %:1: (322 + 8:1:)2) -

—(3x2(x2—2x—4)+§(I2—2x—4)3—%x(x2—2x—4)2) =

208

4 12
—?x + 5882° + 15162* + 3736 2 + 2022 + 264z + 5—

3
masodszor
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8,49
208 3764 512
/ (T"E + 5882° + 1516x" + 3 2% + 202% + 264z + ?> dx =
—6,83
208 1516 5 941 4 20 , , 512 17
= oT 49820 + —— 2 + —at + T2 +1322° + == =
o1 5 3 3 3 7]l ess
208 1516 941 20
=(=— 849" +98-8,49% + —— - 849° + — - 8,49* + = . 8. 49°+
21 5 3 3
512
+132-8,49? + 5 8,49)—
208 1516 941
— (5 (=6 83)7 + 98- (—6,83)° + — (—6,83)° + —~ (=0 83)" +
20 512
+3 (—6,83)% + 132 - (—6,83)* + - (—6,83)) ~ 8,3951 x 107,
b)
3Vz+8z ) =3\ /i 8z
/ (2% + zy) dy = [l’?y + —mf} =
2 y=x2+z—4
z24r—4

_ (x2 (3V + &2) +%I (3\/§+8x)2> _ (xQ (22 +x — 4) —i—%x (x2+:c—4)2)

1 85 25
:—§x — 27t +7x —|—7x —8x—|—27(\/_)5,

9
1 2
//f:/(—5935—2:134%—%9334—;x2—8x+27(\/5)5> dr =
i 3

54 r 85, 25, 2. 1 4
= | — J— - - P, _4 —
{7(\/5)+8x+6$ e PR 3
1458 721 341

~ 20248,9814.

7 T

2.3.a) g és h metszéspontjai pontosan a g(r) = h(x) azaz az x? + 2x = 4 — 2% egyenlet
megoldasai: z; = —2, x5 = 1.
A [—2,1] intervallumon  z? + 2z < 4 — 22, tehat

1

[[i-] O (O =T

-2 \z2+42z -2
1

:/(x(ll—xz)+(4—x2)2/2—x(x2+2x)—(x2+2x)2/2> do =

-2
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1
8 1
= / (—4x3 — 822 4+ 4z + 8) dr = [—x‘l — §x3 + 222 + 895] =
)

-2

= (—1 — 2 +2+ 8) — (—(—2)4 — %—2)3 +2(—2)% + 8(—2)) =9.

b) g és h metszéspontjai: az x2 = x + 2 egyenlet megoldasai:

1 = —1, 13 = 2. A[-1,2]intervallumon z? < x + 2, tehat
2 [ 242 2
//f:/ /dey d:z:z/([yﬂz:ijz) dr =
H S\ g2 -
2 2

:/((x+2)2—x4) d:cz/(—x4+x2+4a;+4)d:c=

-1 -1

1. 1 e
= |:—gilj'5 + gzc?’ + 227 + 4:6] » =5

2.4. a) Fiiggllegesen:

1 y=1/2—x/2

//f:/ / (22 +y+1)dy | dx =

=0

O\H
|
8
Do
<
+
N —
<
[N}
+
<
—_
<
Il
—_
~
Y
8
~
(]
SH
S
I

1
1, 5, 3 5 1, 54 3, 51
= _—— — —_ = — d e _—— E— —_ — — =
/( 2x+8:v 4:E—|—8)as |:85E+2433 8x+8:1:0
0
__1 E_§+§_0—1
8 24 8 8 3
Vizszintesen:
1/2 / x=1-2y 1/2 . r—1-2y
//f:/ / (x2+y+1) dx dy:/([ga:?’%—yx%—z} >dy:
H 0 =0 0 z=0
1/2
1
=/(5(1—2y)3+y(1—2y)+(1—2y)—0) dy =
0
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67
1/2
/2
84 o 4 2, 24 3, 47"
= —= 20" —3y+ - | dy=|—= —y’ — = = =
/( 3y‘|’y y+3> Y {B?J‘FB?J 2?J+3?/0
0
2 14+2 1\* 3 12+41 -
o 3\2 3\2 2\ 2 3\2 )
b) Fiiggblegesen:
1 y=1 1
//f:/ /\/l—xQdy dx—/y\/l—:v
H y=z 0 -
1 1
:/\/1—x2—x\/1—x2dx—/\/1—x2dx+ /—Qx(l—x )1/2dx—
0
1 1 112
= {5 arcsin(x Zsm(2 arcsin(z } 3 {g 3/2] =
1 1 1 2
= (5 arcsin( Zsin(2 arcsin(1)) — ) 3" 5(0— 1) =
s 1 = 1
= (- ——-—=-—-=-~0,4521
(3 ) 3°1 377
mivel
1 1
/\/1 —2?2dr = 5 arcsin(z) + ) sin(2 - arcsin(z)) + C. (10)
Vizszintesen:
z=y
//f = / / V1—a2dx | dy= ismét (10) szerint:
~o
1 _
r . I . : Y
= —arcsin(x) + — sin(2 - arcsin(z)) dy =
2 4 -
0
1 1 ) .
= / ( arcsin(y Z sin(2 - arcsin(y)) — O) dy = (%)
0
ahol § [ arcsin(y)dy = (y arcsin(y) + /1 — y2) /1. tip. helyettesités/
és sin(2 - arcsin(y)) = 1 — y? miatt
2y —yrdy =1 - 21— y?)3? /1. tip. helyettesités/
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TEHAT
1 1 -2 !
(%):[5 (y-arcsin(y)—|— 1—y2>+1._(1_y2)3/1 _
1 1 1 -2 o1
= | 5(aresin(l —(50+1)+- = -1) =~ — -~ 0452L
<2(arcsm()+0)+0) (2(0+)+4 2 ) L3~ 045

d) a = BC egyenes egyenlete (z —5)(4—8) = (9—5)(y — 8)
azaz y = —x + 13 vagy z = —y + 13,
b= AC egyenes egyenlete (z —3)(4—2)=(9—3)(y —2)
azaz y:%x—i—l vagy r =3y — 3,
¢ = AB egyenes egyenlete (v —3)(8 —2) = (5 —3)(y — 2)
azaz y = 3x — 7 vagy x = 3y + s

HFuggblegesen” integralva (x = 5-nél el kell vagnunk):

5 y=c egyenes 9 y=a egyenes
//fz/ / f,y)dy d&?+/ / flz,y)dy | da,
H 3 y=b egyenes 5 y=>b egyenes

az elso tényezo

5 y=3x—7 5 _
1 y=3x—7
/ / (2 +9y%) dy | do = / ({ny + —y4] ) dr =
3 4 y:%z-‘,—l

y:%erl 3

<x2(3x —7)+ %(395 -7 = 2? Gx + 1) - ;1 (%x + 1)4> dr =

— Y — .,

1640 , 5032 4 1960 , 3088
_ _ i 600 | dv =
( 31 x 57 z” + 3 x 5 T+ ) x
3
328 5 1258 , 1960 , 1544 v
= | =2 - = — 600 =
[ 7 57 x” + 9 x 3 + :BL_S
328 1258 1960 1544
—— .5 .5t .58 -5% +600 -5
(81 ST 30T
328 5 1258 ,, 1960 5 1544 , 51152
<81 3 -3 3 53 +600-3 1 5062,
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a masodik tényez()’

y—fx+13 9 1 y=—a+13
= x + y3) dy | dr = / {ﬁy + —yﬂ ) dr =
4 y:%m—l—l

y—fcr:—‘rl 5
9 4
—/ xZ(—x+13)+1(—x+13)4—x2 LS 1a:+1 dx =
- 4 3 4\3 B
5
r 720 388 796 6592
— ot - o - 140 | dx =
/(81m 27m + 5 x 3 x4+ 7140 ) dx
5
4 5 97 4 T96 5 3296 =0
= | a2 — — — 7140 =
[811; 27x + 9 x 3 >+ mL:5
4 97 796 3296
= (=9 =9+ .9 - ""—.92 171409 ) —
(81 77 T *
4 97 796 3296 _ 153184
(=5 — = 5"+ — .5 — 52 47140 - 5 ~ 1891,1605
(81 TR EER 81 T

51152 153184 7568
= = ~ 2522,6667.
//f 81 * 81 3 ’

., Vizszintes” integralas esetén y = 4-nél kell elvagni:

4 r=b 8 r=aqa
[ = [ teva)ws [ [iepa) = =560
H 2 r=cC 4 T=c

e) H képlete: H = {(x,y): (x —1)2+¢y* <1, 0 <y}, ezért

1(11

2 2 5
1 Ty=v1—(z-1)
//fz//yxdxdyz/ / y-xdy dx—/x-[§y2 dr =
H H 0 0 0 “y=0
2 . 2 . )
/x x—l O)d:c:§/(—:c3+2x2)dx:§ —le —|—§x =
0 0

1/ 1 2
= (=214 2.22-0) ==
2( 1% 73 )

(Lasd még a feladat megoldasat is.)

l\'.)lr—\
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f) Hképlete: H={(z,y):2>+y*> <1, 0<x, 0<y}, ezért ,Fiiggdlegesen” integ-

ralva:
1 y=v1—z2 1 . N ] 1
//f:/ / ydy dl‘:/[§y2:| da::§/1—:r2d:1::
H 0 y=0 0 y=0 0

1 1.]"
= _|r—Z 3 — 1 1 — 1 = 17
2 3 ], 2 3 3
,» Vizszintesen” integralva:

1 IZM 1 1

/H/fzo/ —/0 y dx dyzo/yﬂdyz%lo/_gy(l_y2)l/2 dy =

1 2 321t —1 2 1
. } — 201 ==
2 3 [( ) 0 3( )
(Lasd még a feladat megoldasat is)

25.0) H={(z,y): 1 <y<dzx—2? 1<z <3}, tehat H-taz y = 42 — x> parabola és
azx = 1,z = 3 és y = 1 egyenesek hataroljak.

i ={(z.y): L <o <T-y2 =8 <y <P tehat Hotaz 22+ = 1 komek
azxr = % egyenestdl jobbra esd szeletének az y = %3 esy = ‘/75 egyenesek kozotti darabja
alkotja. Mivel azonban ez utobbi egyenesek éppen a kdrszelet ,,csticsain” haladnak at, nincs

is szerepiik H hatarolasaban.
Ez azt jelenti, hogy H pontosan az origd kozéppontu, egyégsugari korbodl az x = % egye-
nes altal levagott kisebbik korszelet.

o H = {(z,y):y<az<1+/T—y, 0<y<2}. Mivel azonban 1 < y esetén
a /1 — y kifejezés nem értelmezhetd, ezért ilyen y-ok nem adnak tényleges pontokat H-hoz.
Igy

tehat H-taz y = 1 — (z — 1)? parabola és az y = x (jobbra), y = 0 (= x tengely, felfelé)

¢s y = 1 egyenes (lefel¢) hataroljak. Az y = 1 egyenesre nincs sziikség, az el6z6 feladathoz
hasonlé okok miatt.

2.6.a;) A feladatban felirt képlet vizszintesen integral. Ekkor H éppen az A(0,0), B(0,1,5),
C'(2,25,1,5) és D(3,0) pontok altal meghatarozott trapéz (készitsen abrat!), ezért fiiggbleges
integralaskor x = 2,25-n4l ketté kell vagnunk a H tartomanyt. Mivel azz = 3 — %y egyenes
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ekvivalens y = 6 — 2z-el, igy

1,5 / x=3—y/2

WS

0 x=0
2,25 / y=15 3 /y=6—2z
=/ /f(fc,y)dy d:c+/ / f(z,y)dy | dx.
0 y=0 2,25 y=0

b*) A feladatban felirt képlet fiiggdlegesen integral. A H tartomanyt az = tengely, az
y = 22 parabola, az x = 4 fiiggdleges és az y = 2x — 6 (ferde) egyenes hatéroljak (készitsen
abrat!). A két egyenes a (4, 2) pontban metszi egymast, ezért vizszintes integralaskor y = 2-
nél ketté kell vagnunk a H tartomdnyt. Mivel az y = 2z —6 egyenlet ekvivalens v = 4 +6-tal,

18y

o [ 1=y/2+6 w6 / aea
/H/fzo/ x:é f(z,y)dx dy+2/ x:éf(x,y)dx dy.

2.7.a) H tulajdonképpen az O(0,0), A(1,1) és B(1,0) pontok altal meghatarozott harom-
sz0g. A vizszintes és a fligglleges lehetdségek:

1 1

/H/f:/ /erdx dy:/l Zew2dy dz.

0 Y 0

Liouville tétele szerint az | e dx primitiv fiiggvény képlettel nem irhat6 fel, ezért csak
fliggblegesen tudunk integralni:

1 x 1

//f:/ /6362 dy | dx = / ([yexz]y:z) dr =
y=0
H 0 0 0
1 1
22 1 22 . 1 22 1 . e -~
—/(xe —O)dx—§/2xe dx—ﬁ[e ]0—2~1,3591.

0 0

Transzformaciok

28.0) Az {z =1 -cos(p) +up,y =7 -sin(p) + v} helyettesitésnél (ug,vy) = (0,0) a kor
kozéppontja, 0 < r < 1és0 < ¢ < 7/2, tehat

/2 1 w/2 1
//f://ydiﬂdy:/ /T‘-Sin(go)-rdr dgaz/sin(gp)- /err dp =
H i o \0 0 0
/2 . 1 . /2 . .
= /Sin(SO) ' [57’3}0 do = 3 / sin(p) dip = 2 [~ cos(ip)]g/* = 3
0 0
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72
b) Hasznaljuk az {x = r - cos(¢) + up,y = 7 - sin(p) + v} helyettesitést: (ug, vg) =
=(1,0), 0<r<1¢és0< e <m, tehat
™ 1
//f://ya:dxdy:/ /rsin(go)(rcos(g0)+1)7"dr dp =
H H 0o \o
g 1
= / /r3 sin(¢p) cos(p) + 72 sin(p) dr | dp =
1 ! 1,
sin(y) cos (¢ 7“4] + sin(y) {—r‘ﬂ dp =
0 3 1o
1 [ 1/
1_1/5 dgp—l—g/sm(ap)dgy:
0 0
11 "
=22 |2 (—eos(20))| 4+ (- cos())lg = 7= -0+ 2 (1+1)
12 . 1
(Lasd meég a feladat megoldasat is.)

2.9.a) A paralelogrammét az u = (3,1) és v = (2, 3) vektorok feszitik ki (ell: B + v =
= D+ W = C), tehat alkalmazzuk az {x = 3k + 2,y = k + 3(} helyettesitést:

//f // ((3k +20)% — (k+302) (3-3—1-2)dkdt =

1 1

// (8k* + 6k( — 50°) - T dkdl = 7/ /(8k2 + 6kl — 50*) dk | df =
0 0

1 1
B 85 6.0, o] _ /§ 6, p_ _
— /([Sk + Sk 554 de=7[(5+50-50-0)dl=
0 0

k=0

8 3, 5. 8 3 5 35
—T| A+ -F =T+ -C-0) ==
7[3£+2£ 340 7(3+2 . ) :

2.10.a) Az Utmutatas alapjan {x =/5y= \/H}, det(J) = 5, é81 <k <4, 1<(<2

Ezek alapjan
2 /4

//y/:vdrcdy:/2 /\/_/\/; — dk de_/ /%dk dl =

1 1
2

2
115! 3 317 3

1 1 1 1
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b) Az Utmutatd szerint x = k30713, y = k2303, ky =1, ky =4, {1 = 3, b, =2,

det(J) = 2071 + L0753 gy

@2 kg
2 1 2 1 (=2
/ / ldzdy = / / 04 0B dkdl =3 | = In(l) — =073 =
J J 9 6 =1/2
H

01 k1
4 1 1

= —1n2 — =272/3 4 Z92/3 ~ 1 4029.
3479 *3 )

c)xr = k’2/3£72/3, Yy = k’l/3€2/3, ki=1, ke =3, (1 = %, ly =5, det(J) = %fﬁl, igy

/ / (2z + 3y) dedy =

3
/ (2K%7307213 + 3K 3 ¢/3) ;w dkdl =

—

1

k=3
[(§k5/3£2/3 + Zk4/3€2/3) . 2611 dl =

k=1

9v3 123F 3 4
SO L2 2 Z ) dr ~ 25,0029
<2 Ve 505 231 5@)

Tobbvaltozos integralok
2.11.a)

4 =4

9 5 9 5
1 1
/// (x+3y5+x22) drdydz = // {§$2+3y5x+§m222] dydz =
r=-—1
-3 2 -1 -3 2

1 1
(5 (4= 1)+ 34+ 1) + 52:2(42 - 1)) dydz =

I
—
—

|
w
N

9
_/ 15 155 15, =
)2V Y T T
-3 =
/15 15 45 45 15 45 177
— e _56_26 Y2 dz = | = _56_26 v .3 —
/(2—1—6( )—|—2z) 2 [275—1—6( )z+2‘3z .
-3
45 15 45
= 7(9+3)+€(56—26)(9+3)+3(93+33)) = 472770.
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b)

2 243z z+y

1
/ / / (2% — 3y® + x2) dzdydx = / / [m2z — 3y + §x22}

2 243z

z=x+Yy

dydxr =

z=x—Ty

1 2—x z—Ty 1 2—=x
2 243z ]
— / / ((m2 —3y*) (y + Ty) + 37 (z+y)?—(z - 7y)2)> dydx =
1 2—=x
2 243z
= / / (82%y — 24y* + 8x*y — 24xy?®) dydx =
1 2—=x
2
24 y=2+43x
-/ {8@2 -5 8%@/3} =
1 5 y=2—x
2
= / (82% ((2+32)* — (2 —x)*) —
1
24 5 5 3 3
— g((2+3x) —(2-2)°) =8z ((2+32)° - (2—12)%) ) do =
2
= / (_5556 2® — 4000z* — 56322° — 345622 — 1536x> do =
1
= {_9576356 —800x° — 1408z — 11522° — 768x2}
—34292
= % — —68585,6.
C) a® 1_:% c a® 1—2—;
9 1 2z=cC
Yz Yz
“_dz | dydx =
[ ] e | 135
0 0 Ca— 0 0
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I
o\g
I}b@l

(V)
S
Y

—_
I
SRS
o
N———

dr =

y4c2 y=by/ 1—%
8b2\/§]

y=0
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r Ab? 22\ 2 b*c? 22\ ?
= /— l1—-——) ————[1——= | dzr=
4/ a? 8b%\/x a?
0

4 2 8
2\/_ — ag + — = —\/abQCQ.
a 45

3.1.0) A feladat transzforméciojat alkalmazva:
2
Ty = //1da:dy = / /—dk: al ~ ;ln(2) = 1,0397.
H 1
b) A feladatban mar kiszamoltuk:

4 1 1
Ty =-1In2— 2723 4 —22/% ~ 1 4029.
H 3 n 5 + 9 s 029
3.2. A feliilet az [z, y] sikot az 1 — 22 — 2y? = 0 egyenletli ellipszisben metszi, tehat a térfogat
V= [[ fahol H = {(z,y) € R? : 2® 4+ 2y* < 1}.

H
Polartranszformaciot alkalmazva

2

1
\/§7T
V= 1 — 12 cos? g — r2sin @) —— drdp = Y5 ~ 1,1107.
//( 7 #) 5 e = =
0 0

3.3. A két henger forgastengelyei az x és y koordinatatengelyek. Feliilrol nézve a két henger
metszésvonalai az y = = és y = —x egyenesek. A kozos rész egyik nyolcada pl. a (0,0),
(r,0) és (r, ) pontok altal hatarolt haromszdg alatt és felett van, hatarfeliilete az 2% + 2% = r?
henger, azaz a z = ++/r? — z? fliggvény. Tehat a térfogat

T X r 16
VZ16//\/7“2—x2dydx:16/xx/r2—x2dx:Er?’
0 0 0

Megjegyzés: A térfogat kiszamitasara Blathy Otto rovid, szemléletes megoldast adott:
»A kozos test elol- és oldalnézete kor, feliilnézete és minden vizszintes metszete pedig a meg-
felelo kor koré irt négyzet. Tehat a kozos test kobtartalma ugy viszonylik a gombéhez, mint
a négyzet teriilete a beirt kéréhez, vagyis aranyuk 4 : w. Tehat a kozos test kébtartalma
4.4.3 16,3 »

™ §T7T_3
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3.4. A testet feliilrél hatarold gémb egyenlete 22 + y? + 22 = R? azaz z = \/R? — 22 — 92,
az [ [ tartomanya a henger és az [z, y] sik metszete:

T={(z,y): (=1 +y* < p’}

egy origét érintd kor, igy a térfogat V = 2 [\/R? — 22 — y*>dydx. Azx = rcosg, y =
T

r sin @ polartranszformaci6 utan T = {(r, ®): _TW <p< g 0<r< Rcos go} és
% Reose % 172 r=Rcos ¢
- 3
V:2/ / T\/R2—7“2d7”d90:2/7|:§(R2—T2)2:| dp =
r=0
—-_T 0 -7

2 2

jus

-2 —4 _
= ?R?’/ [(1 — cos” ) 1} dp = ?R3/(51n390 —1)dp =

— 0

(ME]

N|w

, 4 1 /2
(sin(1 — cos? p) — 1) dyp = §R3 [cosgo —3 cos’ ¢ + @] =
0

—4
- —R3
3

= O\wm v

4 2
= R¥(Z_-Z2) ~1.2055R".
3 <2 3> ’

3.5. {% =yésy, 0 f = 1, tehat A = f [ /14 x2 + y2. Polartranszformacié utan

27 R 2r R

//7’\/1+ T Ccos )2 (rsincp)2drdg0://rv1+r2drdg0:
0 0

]l (i)

3.6. %f = 2z, %f = —2y igy a felszin

/\/1 t4a? + 4y dry = % <\/125 - 1)

z2+92<1

(polarkoordinatés helyettesités utan).

3.7.a) A nevezd

4 VT 4
2 r=4 1
T://ldydx:/\/}dx:—[mg} :_6’
3 x=0 3
0 0 0
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iV 27 5774 64

T szamlaIOJaf f zdydx = f:L‘z dr = s [mé} ==
=0

\/5 4 1 1 -

ys szamlaldja f f ydyde = | ¢ dr = 1 2?7 —, =4,
0
64 16 12 16 3 12 3

t h’t s — _— = —_— s — _— = —, g —7 — .
chitr. =5/ o=tz = (5 4)

b) Mivel a félkor szimmetrikus az y tengelyre ezért 3 = 0. A lemez homogenitasa miatt
p(z,y) = 1 és a nevezd éppen a félkor teriilete = R /2.

R VR*—a? 2 2 4R
A szamlalo pedig = f [ydey= [ [ ydyde = gRS, tehat y, = 2R3 /& =
—R 0 7T

és igy a sulypont Sz, ys) (0,32).

c) Az x = rcos®p, y = rsin’p, det(J) = 3rcos?psin®p transzformacié utan
a nevezo

/2 R 3R2 w/ 9
//1dxy— //3rcos @sin® pdrdp = —— <Qsm(2gp)) dp =
SR 11 cos(4¢) 3R2 1 p=m/2

2 4/ 2 LT {90 5 sind “0)] »
0 =
_ 3R? 3m
== (5-0) = TR
16 (2 32
mindkét szamlalo
/2 R
://xdmy: //3r2cos5gosin2g0drdg0:
H 0 0
/2

=R’ / cos(ip) - (1 — sinz(go))2 -sin?(p) dp =
/2

=R / cos(y) - (sin® ¢ — 2sin* ¢ 4 sin? ) dp =

/2
o Zantor tamal L
= - % 5s1ngp 3smgp =

p=0

1 2 1 8
—R3( 2242 )= _—_R3
(7 5 * 3) 105
hiszen H szimmetrikus az y = x egyenesre.
, 256 256 256
I al traz, =y, = > R° 3”R2 —R S=(—R,—R|.
gy a stllypontra z, =y, = 15 "/ 5 315m 0 (3157r 3157 )
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3.8.a) A test szimmetrikus az y = x egyenesre, vagyis s = ys. Ha csak a sulypont vetiiletére
vagyunk kivancsiak, akkor a test tekinthetd egy [z, y| sikban fekvé négyzetlemeznek, melynek
() pontjiban sirisége p(x, y) = f(z,y) = 7 + .

11

7
Ekkor a szamlalok = //a:(a: + y)dyx = T nevez$ = //x +ydyr = 1(=a

7T
megmaradt test térfogata), tehat a sulypont vetiilete S = ( Tk 12)

b) A térbeli stlypont z koordinatdjadnak meghatdrozasahoz harmas integral kell (most
p(z,y,2) =1).

1 z+y

Zs szamlalqa—///zdxyz—// / zdzdrdy =
K

1
1 1 4 9 2”3 1/ 1 9
I Z dy = = - dy =
5 [3x +x y—I—my} ) Y 5 3—|—y—|—y Y
0

0
1 1+12+13yﬂ_1 L1 1y _ 7
23V eV T T

b b
4
Ys szamlalo_]a—///ydxy ///ydzolydm://xéyg dydmzﬁa%bg,
00 0 00
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9

a b
Zs szémléléja:///zdxyz://
K 0 0

3 3 9
A f— —_— —_— — .
tehat S = (5a, 5b, 32\/ab)

a

b
1
zdzdydr = 5//Iy dydx = 262,
0

S —

3.10. p(x,y) = R% allando, igy az integral elé kiemelhet6:

m  2rR* 1,
0. sz // x+y d:vy—R2 1 §Rm

22 +y2<R2

(poléarkoordinatas helyettesitést alkalmazva).

3.11. H ={(z,y) : 0 <x <a, 0 <y < b} valasztassal

1
@x:p//dexyzgab?’:§mb2
H
2 Lo
@y:p//x dxy:§ma
H

ahol m = pab a test tomege.

és

Megjegyzés: A feladat és végeredménye egy b illetve a hosszusagu, m tomegl rad vég-
pontjara vonatkozo tehetetlenségi nyomatékanak is tekinthetd.

1 =z
3.12. O = O, + 06, = 1 //(m2+y2) dry = //(w2—|—y2) dydxr =
H 0 g2
/ 1 v=r 1 1 1 3
/[m y+3yL_m2 X T +3x T 3 xr = 35
0 0

3.13. Legyen a kocka kdézéppontja az origd, a vonatkoztatasi egyenes a x tengely. Ekkor

a/2 a/2 a2 a/2 a2
O, =p- / / / (y2 + Z2) dryz = pa / / (y2 + 22) dydz =
—a/2 —a/2 —a/2 —a/2 —a/2
a/2 - a/2
L3, 2 vmer2 Log 5
= pa Yo+ 2%y dz = pa —a’+z2%a | dz =
3 y——a/2 12
—a/2 —a/2
PSP a/2 LPRNR ) IS R
=pa |—=a’z+ =2a =pa | —a* + —a*| = =pa® = ~ma
A SR R PG FT AT 6" T 6

hiszen m = pa?.
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M4. Kozonséges differencialegyenletek alapjai

4.0.a)y =2>—y* = xR, ycR,
Yy =2y = wx€R, y>0,

y = f : yl = 2 > 1vagy z < 1, mindkét esetben y € R,
l‘ —
y = % - % = (z >0vagyx < 0) és (y > 0vagyy < 0) = valamelyik
siknegyed.

b)x-y+2y=3xr = y =3-2% = x> 0vagyzr < 0, mindkét esetben

xXr
y €R,

2 22 2 2 _ 4
T — y_ _.I_ i . y/ — 0 :i y/ — . y— — X — y
3 22 Y x3 xy

x < 0)és(y > 0vagyy < 0) = valamelyik (nyilt) siknegyed.

= (xr > 0 vagy

4.1.a) m = y/(1) = 1? — 22 = —3, tehat az érintd egyenlete:

d
y=2-3(x—1)=5—3z. y”:%(xQ—yQ):2x—2y-y’,

tehat /(1) =2-1—2-2-(=3) = 14.

, % 4
b)m=1y'(2) = m =5 az erinto:
4 4 73
= _— —2 = — -
y=3+z-2=grtog
, d 2 r-(2—a3
dey-(14+23%)  y@3+1)%
—4
"
2) = —.
(2) 81

x x? —9? 3
J ) =53, VD=

5 )
om =1y (1) = T y=—2+—(zv+1), 9" = % (Q_y + 2% 222y

4

d*) x = y = 0 esetén az egyenletbél 3/ (0) nem hatérozhato meg, ezért a K.E.P.-nak nincs
megoldasa.

4.2. A Feladatgyljteményhez mellékelt [ranymezo.cxe interaktiv program segitségével tet-
szoleges explicit elsorendii differencidlegyenletet beirhatunk, irdanymezoket rajzolhatunk és
tanulmanyozhatunk, a program Help-jében példaul a c) feladat megoldasat lathatjuk.
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4.3.a) Py = (530;3/0) = (33 2), Yy’ (350) =5, y=2+ 5(95 - 3),

$1:$0+5:3,1 = y1:2+55:2,5,

P = (z;11) = (3,1;2,5), v/ (1) = 3,36, y = 2,5+ 3,36(x — 3,1),
ro=x1+06=32 = 1y =25+3,36-0,1=2836,

Py, = (3,2;2,836), v (x2) ~ 2,1971, z3 = 3,3,
y1 = 2,836 + 2,1971 - 0,1 ~ 3,0557,

vagyis a folytatas:

IHERIRT
3,0 | 2,0000 | 5,0000
3,1 [ 2,5000 | 3,3600
3,2 [ 2,8360 | 2,1071
3,3 [ 3,0557 | 1,5526
34 [ 32110 | 1,2496
35 | 3,3359 | 1,1215
3,6 | 3,4481 | 1,0707
3,7 | 3,5552 | 1,0509
3,8 [ 3,6602 | 1,0426
3,9 | 3,7645 | 1,0385
4,0 [ 3,8684 | 1,0358

OO0 Y =W N+~ O

—_

b), ¢) hasonloan:

N ERIMR T i v |
0 ][ 1,0 [ 2,0000 | 2,8284 0120 [1,0000 [0,6667
1] 1,1]228283,0218 121 |[1,0667 |0,6568
211,21 2,5850 | 3,2156 22,2y [ 1,1324 | 0.6y487
311,371 2,9066 | 3,4097 3123y [1,1972 | 0.6y418
4 1.413,2476 | 3,6042 124y [ 1.2y614 | 0,6360
51,5 | 3,6080 | 3,7989 525 | 1.3y250 |0,6309
6 |[ 1,6 | 3,9878 | 3,9939 6 || 2,6y | 1.3yy881 | 0,6265
711,71 4,3873 | 4,1892 71 2,7y | 1,4507 [ 0,6227
81,8 ] 4,8062 | 4,3846 8] 28 [1,5130 |0,6193
9 [ 1,0 | 5,2446 | 4,5802 91290 [1,5749 |[0,6163
10 || 2,0 | 5,7027 | 4,7761 10 | 3,0 | 1,6366 | 0,6137

A jelen feladatgylijteményhez mellékelt Eulertv.exe interaktiv program segitségével tet-
széleges explicit elsérendii differencialegyenlet barmely (egyszerre legfeljebb tiz) K.E.P. pont-
jabol kiindulé megoldasat kozelithetjiik, allo- és mozgdképeket készithetiink, a szamitasok
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részleteit tablazatba menthetjiik. A program Help-jében példaul a c) feladat egy animalt
megoldasat lathatjuk.

44.a)y () = (cx) =c és y(x) S ¢, tehat valoban ' = =
T T T

—2bx
b) y(xr) = bv/1 — 22, tehat v/ (r) = ———, mi
) y(x) = bV y'(x) T e

voylz) w-bvl—a? xb
-1 22-1 /1 —z2

ami ugyanaz.

c)yy =2(x—c), 2/y1 =2|x —c|] CSAK z > cesetén egyenld!
Yo = 2,/32 hiszen y, kizarolag = > c esetén értelmezett.

MS. Elsorendi differenciilegyenletek

Szétvalaszthato valtozoja egyenletek

5.1.a) f 2 ((x) dr = f dy = [cos(x) _71 = —sin(z) + C, az dltalanos megoldds:
y(r) = Sm;w (C € R) K.E.P.:
1 1
y(0) sin(0) + C ~ 2 om(y)

kikotései: y # 0, sin(z) + C # 0, zo = 0, igy — arcsin (%) < x < T + arcsin (%), azaz:
—0,52360 < x < 3,6652.

b) [y(z) ya)de = [ydy = 3*(2) = [{Egde = JIn[l+2° + C, y(o) =
— i\/§1n|1+x3| +C, KEP:

2 2
2:,/§In2+0 = C:4—§ln2%3,5379. Dom(y)

kikotései: « # —1azaz —1 < 2, 0 < 2In(1+2%) + C azaz V/e? ¢ — 1 ~ —0,9983 < z,
vagyis: —1 < z.

Ay (z)=1+z+y*+ay? = (1+2)-(1+y?), [ 11;(2%) de = [ 75 dy = arctg(y) =
= [1+adr=x+32?+C, y(z) =tg(z+ 32° + C), KEP:

1=tg(0+C) = ng. Dom(y)

kikotései (zg = 0 ¢s C' = 7 miatt):

- 1, T T T
— = C<—- = —/1+ =1 W1+ =-—-1x=
5 <:c+21:—|— <2 = +2 <z < +2

~ —2,6034 < 2z < 0,6034.
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Visszavezetheto tipusok

5.2.0) u(z) = y(a) — @, ¥(x) = w'(@) + 1 = u2(x),
u'(z) = u?(z) — 1,
1

u' () 1, |u—1
————dx = du = =1 = [ ldx =
/uQ(Q:)—l x /u2—1 U 2n ‘ / r=x+C,

u—+1
U(.T) — 1 _ :|:€2(95+C)‘
u(z) + 1

A + eldontéséhez hasznaljuk a KEP-t: u(1) =3 —1=2 és

u(z) —1 _ 2—-1 — 4 e2(140)
u(z)+1 2+1

gy
we) =1 2 a0
u(z) +1 u(z) +1 ’
2
u(x) = 1 _ 2@+0) 1,

y(x) = el -1+ 2.

KEP:C=1In(3) -1~ —15493 és

1
3

kikotései: 1 — e2@+C) £ 0 azaz = # —C és
2
u@) =y(@) —r=1——m —1#£+l < 2€R
végiilis v < —C' =~ 1,5493.
b) u(z) =2z + 3y, y'(z) = 2/ (z) — 2 = u*(z) + 1,
u'(r) = 3u?(z) + 5,

u'(z) B 1 1 V15 A -
/de—/i%u?—i—E)du—\/_ﬁ <arctg (Tu(:v)>—§> —/1da:_:c—|—0,

u(z) = itg (\/ﬁ(:v +C)+ g) ,

V15
y(x) = %tg (\/E(:E +C)+ g) - gx
K.EP.
y(0) = %tg (\/EC'—F g) =—-1 = (= \/% (arctg <—3\/1—5/5) - g) ~

~ —0,7062. Dom(y)
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kikotései:
-7 T m

V] 2z

5 < 5(x+C) + 5 <73

(o = 0 miatt), Tis ~ C <x < —Cvagyis =~ —0,1049 < x < 0,7062.

& u() = +y, y(2) = () — 1 = cos (u(x)),

/ .
/&dx:/;du:ﬂ:/mx:xw,
cos (u(x)) +1 cos(u) + 1 cosu + 1

_sin(u) u
=tg(=) = C
cos(u) + 1 g<2> T+C

u(z) = 2aretg(C + z),

(z)
y(z) = 2arctg(C + =) — x.

K.E.P: -
y(0) = 2arctg(C) = 5 = C=1. Dom(y)
)

kikotései: cos(u) + 1 = cos (2arctg(1 + x)) + 1 # 0 azaz x € R.

5.3.a) Az u(x) := ¥ helyettesités utan kapjuk: u(z) + 2 - u'(z) = v?*(z) + u(x),

u
(mert z¢ > 0),
ulw) = (:1:_)1—1— C
ylz) = ln(:zc_)a—:l— C
K.E.P: i L
y(l) = m =3 = (= 3 Dom(y)

kikotései: x # 0,
(@) = e 0
= In(z)+C " 7
1
In(z) + C = In(x) — 3 #0
azaz
x # e3 ~ 1,3956.

Tehat o = 1 miatt 1 < x < es.
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b) u(z) := &,
1
V(@) = ula) bl (e) = o M,
1 1 I 1—u?
vy L[y 1 1=
x \ 2u(x) 2 r  2u(w)
2 2 1
/%u'(m)dx:/l_uwdu:—ln‘l—u2(x)‘:/Edrﬁzln(—m)—l—C
(mert 2y < 0),
1
=4+ (—x- C
1 —u?(x) (=),
Fl
1 —u(z) =
u”(z) —c
A + eldontése a K.E.P.-val:
1—u?(-1)=1 2\’ 3 * . =2
—u(— — — R — — e — = — —
— (_1>.eC 3’
tehat
(1) = £4/1— —
u(x) = paasel
-2
) =_Z=9
u-n="2
miatt
()= +/1-—
WE = x-eC
és
() =x-4/1— ! Dom(y)
y - .T'@C. y
kikotései: x # 0,
1
=4/1— 0
u(z) e
és
1 c
ylx) ==z 1—:6‘607&0 = xFe =3,
1 —u?(x) # 0 vagyis
1
- ——#+1 = z€cR
T-e

Tehat o = —1 miatt = < 0.
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[t sao= [ Ssan= g () = [ Shae— i)+ 0

(mert oy > 0),
(1—|—sinu
In[ ——
1 —sinu
1+sinu B 2
1—sinu 1—sinu

) = —2In(z) + C,

—1=272D (D=¢e">0),
2

14+ 22D’
( ) ) 1 2
—arcsin|1— ———
U 1+22D)’

() (1 2
=g-aresmn |1 — ———— .
ylr) == 422D

1 —sinu =

K.EP:
. 2 -9
y(3)=3arcsm(1—m) =1 = D:m—9%
~ 125,3538. Dom(y)
kikotései: x # 0,

st = os (s (1 1 2,2) ) 0

sin(u(z)) #0 == =z €R,
l+22D#0 = =zcR,
2

—1I<l-—<1 = c R.
1+272D v

és

Tehat ry = 3 miatt 0 < .

Linearis egyenletek
54. P(z) = [ —xdz = Fa?,

2

/Q(x)ep(x) dr = /x ce P dy =

f— _€_I2/2 + C’
igy (7) szerint az altalanos megoldas
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y(z) = e /2. (—e_z2/2 + C’) = Ce”/? 1.

K.EP.: y(0) = Ce® —1=1tehat C = 2. Dom(y) = R.

55.a) P(z) = [ 2dz = In(z) /mivel zg > 0/,

/q(x)ep(x) de = /—ex ceh®@ = _ /xem de = —e®(x — 1) + C,

y(z) = e~ L (LB (p 1)+ C) = —e” (1 _ 1) + %

igy
xr

KEP: y(1)=C =0. Dom(y) = R™.

b) P(z) = [ 2% do = —In(2* + 1),

1+

1
/q<x)eP(m) dr = / 1. e—ln(a:2+1) dr = / oS dx = arctg(z) + C,

y(z) = (2* + 1) - (arctg(z) + C) .

KEP:y(0)=1-C=1, Dom(y) =R.

o) P(z) = [Stde ==L (zIn(—2)+ 1) = —In(—z) — 1 (mert o < 0),
/q(x)ep(”‘“) dx = /el/x - exp (—ln( — —) dr = /—dx = —In(—2)+C
(mert xg < 0),

SR

y(x) = exp (ln(—x) + ) (=In(—2)+C) = ves (In(—z) - C).
KEP:y(—1)=—'-(-C)=2 = C=2e~54366. Dom(y)=R".

Bernoulli-egyenletek

5.7.a) u(z) = y'*(2) =y (2),

/) = (@) = S = 1 gy = i),
u'(z) + @ = -2,
P(z) :/éd:rzln(:r)
(mert zy > 0),
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/ —2eM@) gy = / —2xdr=—2*+C,

—224+C

u(z) =e "0 (=2 +0) = .

=m =2 = (=2 Dom(y)kikétései: z # 0,

—2?+C 3
u(z) = —rre #0 = x# :l:\/; ~ 1,2247,

y(2) = (u*(2)) = 2u() - /(2) = y(a) + 2 Vy(o) = &*(2) + 2 - ul2),

w'(2) = Julx) = 3.
P(z) = /—%dm = _TI,

/ ge_x/Q dr = —e 2 (x +2) + C,
u(z) = e*/? . (—e_x/Q(:p +2)+C),
y(e) = (72 (= (a +2) +0))’.

K.EP: az y(0) = (e (= °(0+2) +C))* = 1 egyenletbél C = 3 mert u(z) > 0.
Dom(y) kikotései: y(x) >0 = xR

o) u(z) =y' = (z) = y~*(x),

y'(I) _ (u_I/Q(ZL‘))/ _ _71“—3/2(x) . u/(x) =
_ QI_y . Z_3 o %u_l/Q(l‘) + LL'?)U—i’)/Q(:L,)7
u'(x) + %u(l’) = _32’

P(z) = /é dr =4In(—x) (mert 2y < 0),

T
4 2
—1/200 x - x
y(z) =u " (x) C—2 o=
K.E.P: . -
1) = =92 = C==
y(—1) = = 1
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Dom(y) kikotései: = # 0, x < 0,

C—22>0 <« |z|<VC,

tehdt /3 < <0,

Egzakt egyenletek
5.8. a) Ellen6rzés:

_ e — 2 — = — — =
GyP oy (x +y) 8:76@ 83:(96 v)
OK.
1
/P(x,y)dxz/w2+ydx=§x3+yx+¢(y),
1
/Q(fv,y)dyz/x—ydnyy—§y2+s0(iv),
igy (*)
Foy) = 30+ yo = 50" =
T,y —3x YT 2y =c

(ha’w(y) = -1y és p(x) = 32°).
KEP: F(2,3)=4%-2943.2-1.32=%3 =,
y(x) meghatarozasahoz a (*) egyenletet kell megoldanunk y-ra:

1 —-1/1
y(x) = <—xi\/x2—4-7 <§$3—C)> :xj:?\/2x3+3x2—25,

a K.E.P. miatt a & jel helyén + 4ll.

b) Az egyenlet (2x + 3y - 2?) + (23 — 3y?) y/(x) = 0 alakban is irhato.
Ellendrzés:

—~—p=_— 12 cx?) = 322 = — (23 = 3?) = 322
y (:c—l—?)y x) 3z (%Q x(m 3y) 3z
OK,
/P(:v,y) dx:/2x+3yx2dx:x2+yx3+¢(y),
/Q(ﬂﬁ,y) dy:/$3—3y2dy=:v3y—y3+90($),
F(z,y) =2* +y2* —y* =c= F(0,0) =0,
3
ahol
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R(x) = /o A= 9727 + a2/2.

¢) Ellendrzés:

dy dy ox Ox \x? a3
OK,
y? 1, 2
P(r,y)de= [ z— ;dx =5% + 55V +(y),
Y
/Q(x,y)dyzfpdy= 2—2y2+90(x),
L o Ly
F(I’,/y)zgiﬁ +ﬁy :C:F(l,—2>:—,

y(x) = —xvbh — 22

d) Ellendrzés:

9 _2( y )2_ 2zy 2 0,5
dy. Oy \z+y _(a:+y) Cox
_g( T )2_ 2xy
C Oz \z+y (z +y)
OK,
v\’ —y’
P dr = dz =
[P [ (1) 4= = v,
2 2
s —XT
d - d =
[y = [ (=) dr= = et
zy
F —
(2,9) P

2

(ugyanis ;—fz — o5, =¥ —yazaz Y(y) =yésp(r) =x), az xx—é =F(2,3) = g egyenletbol
6x

pedig  y(r) = 2%,

Megjegyzés: az egyenlet /() = ;—%2 alakra is hozhat0, vagyis szeparalhato is.

M6. Elsorendu differencialegyenletek alkalmazasai

6.1.
Az y = f(z) gorbe egy P (o, f (z0)) pontjara hatd erékre az

— — — —
(F9+FC> IF, 6 F,Le
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4Y

Yo~ 1(x,)

9. 4bra. 6.1.

feltételeknek kell teljesiilnie (e az érintd), azaz
f'(x0) = tg(a) = F./F, = mzow*/mg = kxg (k> 0),

ahonnan f(z) = [kadx = —x + C. Tehat a forgd/megkevert pohar viz valoban forgasi
paraboloid alaku

6.2. Azy = f(x) fuggvénygorbét FE (zo, f (z)) pontjaban érintd egyenes egyenlete

y = [ (o) + [ (20) - (z — 20),
ennek tengelymetszetei A (0,ys) és B (2, 0) ahol

yar = f(z0) — f' (o) - w0
és
0= f(w0) + f' (o) - (xar — 20)
alapjan
[ (@) - w0 — f (20)

o f (o)

(feltéve f’ (x¢) # 0). E akkor felezOpontja AB-nek, ha xy = —x v és f(xg) = 2yM
Mindkét egyenldség ekvivalens az - ' (zo) = —f (z0) egyenloseggel (xo € Dom(f)),

vagyis az z - f'(x) = —f(z) szétvalaszthato differencialegyenlettel. Ennek megoldasa (ha
csak az I. siknegyedben keressiik):
f'(@) / 1 /
dr= [ —df =In —dr = —In(x) + C,
(a) 7 ()
vagyis
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minden D > 0 szamra.

6.3. Az el6z6 feladat szerint az y = f(x) fiiggvénygorbét E (zo, f (zo)) pontjaban érintd
egyenes tengelymetszetei A (0, yar) és B (zr,0), ahol

ym = f (z0) — f' (x0) - w0
és
o I (o) - o —f(xo)_

e (o)

A koriilirt haromszog teriilete T’ (o) = +3 (xa — o) - f (o) (eldjel attol fiiggden, hogy f
monoton nd vagy csokken). Tehat

_ .1 f’(%)'xo—f(xo)_x () — 1 f? (20)
1_i2( 1 (o) 0) f (o) :F2f,(x0)7

vagyisaz f'(z) = F1 f* (o) szétvalaszthatd egyenlethez jutunk, aminek megoldéasa f(z) =

2
= Fx/24+C - +x+D (C’ D e R)

6.4. Legyen x(t) = a test hémérséklete ¢ > 0 idépontban, az egyenlet:
2'(t) = k- (z(t) — 20) (k<0),
z(0) = 100, x(10) = 60. A linearis egyenlet altalanos megoldasa:
x(t) - e = 20e7M + C.

A K.E.P. megoldasa C = 80, k = 72 In2 ~ —0,0693.
A keresett id6épontot az x (tg) = 20 + Ce*o = 25 egyenlet megoldasa adja: ¢, = 40
(perc).

6.5. Jelolje x(t) a még fel nem oldott s6 mennyiségét, azaz x(0) = 100 és x(1) = 50.
A feltétel szerint 2/(t) = k - x(t) ahol k < 0. Ennek megoldisa z(t) = e - C,
a KEP alapjan C = 100 és k = —In2 ~ —0,6931. A feloldott s6 mennyisége pedig
100 — z(t) =100 - (1 — 5).

6.6. Jelolje ¢(t) az oldat toménységét az id6 fiiggvényében: ¢(0) = 0,08, ekkor a tartalyban
oldott anyag m(t) = 50¢(t), m(0) =4 és

4
m'(t)=4-0,1—4-¢(t) =04 — %m(t)

A linedris egyenlet megoldasa m(t) = Ce %% + 5 a K.E.P. miatt C = —1. 15 perc mulva
az oldatban m(15) = 5 — e 00815 ~ 4 6988 g s0 lesz, a koncentraci6 pedig

1
c(15) = %m(15) ~ 0,09399 ~ 9,4% lesz.

© www.tankonyvtar. hu © Szalkai Istvan, Dosa Gyorgy, Pannon Egyetem


www.tankonyvtar.hu

Mo6. Elsérendii differencidalegyenletek alkalmazdasai 93

6.7. * Legyen a jarda az y tengely. Az y = f(x) figgvénygorbét F (zo, f (zo)) pontjaban
érinté egyenes y-tengelymetszete A (0,;) ahol y;3 = f(xo) — f' (x0) - 2o (a 6.2. feladat
alapjan). Az EA tavolsag négyzete (10)> + (f(zo) — 1) = (20)? + (f'(x0) - 20)” = h?

azaz f'(xo) = =+ hz(_z(()a):g) ® ahonnan

f(@) zi/\/htf dr = hln (—W) V240

Ha a kocsi a (d, 0) pontbél indul, akkor az f(d) = 0 K.E.P.-b6l C kiszamithato. (A kocsi
altal leirt gorbe neve: vonszoldsi gérbe vagy traktrix.)

A mellékelt Traktrix-anim.gif (+html) mozgéképen szemléltetjiik a kocsi mozgasat.

6.8. Ha V/(¢) és h(t) jeloli az edényben levo viz térfogatat és a nyilas feletti magassagat, akkor
minden esetben V'(t) = —A-0,61/2¢ - h(t). Az alabbi példakban legyen a lyuk az edény
legaljan, a viz magassaga h(0) = hy.

a) Ha a henger alapteriilete 7" akkor V' (t) =T - h(t), Vit)y=T-h(t) =
= —A-0,61/2g-h(t) vagyisa h'(t) = —K - \/h(t) (K = % € RY) szétvalaszthato
egyenletet kapjuk, melynek megoldasa h(t) = (C' — %t)z, a KE.P. miatt C = /hg és
0<t<§=%e

b) Ha a lyuk nagyon kicsi a kiip méreteihez képest, akkor nem kell csonkaktipként szami-
tanunk. Jeloljiik a kezdeti hy magas vizoszlop térfogatat V{-al, ekkor

vio=vo- (42
V'(t) = % -3R%(t) - W (t) = —A-0,6/2g - h(t),

vagyis a
B (t)=—K-h?2(t)

(K = M’%—W € R™) egyenletet kapjuk, melynek megoldasa

h(t) = (g (C - Kt))2/5 .

AKEP miatt C = 2 (ho)**és0 <t < &,
¢) Az R sugari gdmb h magassagu siivegének térfogata
v :§h2 (3R — h) = Rrh? — %hB,
tehat
V'(t) = W' (t) - © (2Rh(t) — h*(t)) = —A - 0,64/2g - h(t).
fgya
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W(t)- (2RR'V2(t) — B33 (t)) = —K
(k = =24 06v2 5’;6@ € RY)

differencialegyenletet kapjuk, melynek megoldasa

4 2
() th?’/Q(t) — ghf’/Q(t) =-Kt+C
ahol a K.E.P. miatt
4 2
C = thgﬂ - ghgﬂ
és
C
<t< —.
Ist=x

A (") algebrai egyenletet (kdzelitdleg, pl.,,intervallum-felezés” modszerrel) megoldva meg-
kapjuk a h(t) figgvényt.

6.9. Ha a kotél (fiiggvény) monoton agaban vagyunk és Ax = h nagyon Kkicsi, akkor az
Py (zo, f (x0)) és Py, (xo + h, f (zo + h)) pontokban az Fy kétélerdk ellentétes iranyban hat-
nak: F, vizszintes Osszetevdjlik dsszege 0:

P, (w0) = B (w0 + h) (11)

(altaldban az F erdvektor hosszat F'-el jeloljiik), mig Fy fliggdleges 6sszetevojiik a kozottiik
levo kotéldarab sulyaval (gravitacios erd) egyiitt ad 0-t:

Ff (JIO + h) = Ff (l’o) + mgqg

m = pQ\/W 4 (b f (@) = pQ/1+ (f (@)’

ahol a kotél stirisége p, keresztmetszete @, és a kotelet az [xg, o + h] intervallumon az x-
beli érintovel kozelitettiik, tehat

Fy(wo+ h) — Fr (z0) = pQhg\/ 1+ (f' (20))”. (12)

Az (Fy, Fy, Fy) derékszogli haromszogek hasonloak a megfeleld (ugyanazon pontban vett)
(1, P )+ 1)

derékszogli haromszogekhez, tehat (11) és (12) alapjan (Fy és h-val egyszerlsitve)

J' (o + h}i — ['(@0) _ pgvg 1+ (o)),

majd }Litr(l) hataratmenetet véve kapjuk a keresett differencialegyenletet:

f(@o) = K -/ 1+ (f'(20))? (13)
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ahol K € R* allando, xg € [x 4, xp] tetszéleges, A (xa,y4) és B (xp,yp) a kotél rogzitési
pontjai.

Az (13) egyenlet megoldasa: vezessik be az v = [’ 0j valtozot, ekkor u'(z) =
= K/1+u?(x),

u = Arsinh (u(z)) = /de =Ke+Cf(x) =

:/u(x)dx:/sinh([(:c—i—Cl):%cosh([(m—l—Cl)%—Cg,

tehat a végeredmény:
1
f(z) = e cosh (Kz + Cy) 4 Cs.

A kotél rogzitési pontjait figyelembe véve az
1
ya = f(xza) = e cosh (Kz 4+ Cy) 4+ Cs
1
yp = f(xp) = gcosh(KxB +Ch) + Oy

egyenletrendszert kell megoldanunk. A

cosh(a) — cosh(3) = 2sinh (a —;— ﬂ) sinh (oz ; ﬁ)

azonossag alapjan az

2 . TA+x . TA— X
YA —Yp = e sinh (K% + Cl) sinh (K%)

Osszefiiggésbol C és Cy kiszdmithato.

610.0) R-i(t) +L-7'(t) = Uy (Up = 100V) = (t) = 2= _f 0

70, 1 7(t) 1
a0 ceyente Uo—R-i(t) L o —r ™o —r

-1 . 1
:Eln(Uo—R-z):ZH—C azaz

szeparal-

di =

1 R K
Z(t) = E <U0 — 6_(ft+Rc)) = % — Eeigt

(hiszeni < 1), K € R*. Azi(0) = 0 K.E.P. miatt K = U, vagyis

tehat lim i(t) = %. A feladat adataival i(t) =5 — 5e 2.

t—o00
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b)L-i'(t)+ R-i(t) = U, - sin(wt) linearis egyenlet, altalanos megoldasa

i(t) = #Z—RZ (Rsin(wt) — Lw cos(wt)) + Ce Lt =
Uo ) Lw _R,
= \/ﬁ sin (wt — arctg (f)) +Ce L
a . feladat megoldasanal ismertetett (1 5) dsszefiiggés alapjan, és az i(0) = 0 K.E.P. miatt
LwUy ~ 10-(1007) 240

_ - —~ 0,07639.
L?w? + R2 102 - (1007)? + 202 ’

A feladat paramétereivel az
10¢'(t) + 20i(t) = 240sin (2750 - t)
egyenlet megoldasa
240
(4) —
i) = 107 {ro0mz 1 202
24 10-1
— 0 sin (1007rt — arctg <—0 OOW)) +Ce ™ =
v/102(1007)2 + 202 20
~ 2,4316 - 107 - (20 sin(314¢) — 10007 - cos(314t)) + 0,07639 - e~
~ 0,07639 - sin (314t — 1,5644) + 0,07639 - e~

20 sin(1007t) — 10 - 1007 cos(1007t)) + Ce ' =

M’7. Parcialis tortekre bontas

71.a) (2'+2%) @ (x—2) =2+ 227 + 5z + 10
2% + 2?
51
10z
20

azaz (z* + %) = (z — 2) - (2 + 22?2 + 5z + 10) + (20).

b) (z° + 3z +5) = (227 = Tx +9) - (324 1) + (Lz - ).

¢) 42° + bx — 2 = (2% + 3) - 22* + (—622 + Sz — 2).
72.0) *—1 = (z—1)(2®+2+1), 23+1 = (x+1)(z*—2+1), 2*—1 = (22— 1) (22 +1) =
=(z—-1)(z+1)(2*>+1).
x* 4+ 1 reducibilis az Algebra Alaptétele szerint. Probalkozzunk 2% + 1 =

= (2? 4+ ax + b) (x? + cx + d) alaku felbontassal, ahonnan az egyiitthatok dsszehasonlité-
sa alapjan a

=c+a
=d+ac+b
= ad + bc
=bd

_ o O O
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(nemlinedris) egyenletrendszert kapjuk, melynek megoldésa az
x4+1:<x2—x\/§+1)<x2+x\/§+1> (14)

irreducibilis felbontast adja. (Az 2% + 1 = 0 egyenlet komplex gyokeinek segitségével is
megkaphatjuk ezt a felbontast.)

b) 22 — 5% + 3z — 2 harmadfok, ezért R[z]|-ben van gydke. Egész egyiitthatos, ezért a
konstans tag osztoit kiprobalva kapjuk az x = 2 gyokot. Polinomosztassal kapjuk: (22 — 5z% + 3x — 2) =
(x—2)- (222 — 2 +1).

Hasonloan: 223 — 22 — 1= (z — 1) (22> + 2 + 1).

c*) A p(x) = 2t + 223 + 22% + 2z — 1 = 0 negyedfoku egyenlet gydkei kozelitSleg
1~ 0,3302, 5 ~ —1,7130, 234 ~ —0,3131 + 1,2739 - 4, tehat

p(z) ~ (z — 0,339)(x + 1,713)(z + 0,313 — 1,2744)(z + 0,313 + 1,274i)
~ (z — 0,3392)(x + 1,7130) (2 + 0,6263x + 1,7208).

Misik megoldas: Az z* + 22 + 222 + 22 — 1 = (2* + Az + B)(2* + Cz + D)

probalkozasbol (A, B,C, D € R) a

2 =C+A

2 =D+ AC+ B
2 = AD + BC
-1 =BD

egyenletrendszert kapjuk, ami szintén elvezet az el6z6 végeredményhez.

7.3. Ha a szamlalo fokszama nem kisebb a nevezo fokanal, akkor a szamlalot el kell osztanunk
polinomosztassal a nevezovel.

x4+3m—6_(x2_x+3)+ —2r
24+r—2 2 4x—2’
313 — 202 4+ 4 131z — 326
AT TR (34 22) 4 o 0
e L GRS e i T
z°+1 3z
— 1+ ,
x5 — 3z x® — 3z
20+ 22?2 + 3 A 3 4
Sl e Ay 1 .
1 (a: x>+ +x )+x+1
3 — 8x2 + 12 A B Cx+D 2t + 522 +3

7.4. — + + 5 =
(=122 +424+9) 2-1 (z—12 22+424+9 (2+7)(22+5z+7)°
A Bz +C Dx+E

+ + :
x+7 2245+ T7 (224 5z +7)?

x® + 81 + 2 B
(z+8)3 (22 + 4o +9)* (x +7) (22 + 5)
A B C Dx+ FE Fx+G H Iz +J

:SC+8+(£C+8)2+($+8)3+I2+4$+9+(:L‘2+4:C+9)2+37+7+ 2?2 +5’
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98
33 — 222 + 4 131z — 326 131z — 326
— =3 2)+ ——F—-=(3 22 =
Py v G e ey TS ) Rl prs i
B
= (3 22 ——
(3x + )+x—3+x—5
1 A B A(k+1)+ Bk
7.5. m = E + Ll = (k —Ek )_:_1) ) VagyiSaszémlélc')k egy€Z6sége: 1 =
= A(k + 1) + Bk. Helyettesitsiik be k helyére 0-at ill. —1-et, ahonnan A = 1, B = —1,
. 1 1 1
VY T ) Tk kel
r+6 x+6 A N B Alx—1)+ Bz +2)
224+z—-2 (r+2)(x—-1) z+2 z2-1  (z+2)(z—1)

vagyis © +6 = A(x — 1) + B(z + 2).
Az x = —2 és x = 1 helyettesités utan kapjuk:

r+6 %4 n %
2+r—-2 x+2 x-1
3z + 2 _ T N By
(224 2x+5)(x+1) x+4+1 22+22+5’
PN
B2 22 x x4+ 2
v 12, 1) S U
(1-22)? 1-2¢z (1-22)2 (z—-13 (z—1)3 (z—1)2
x? o x x2—|—5_ 3% 3% % .
(x2+1)2_(x2—}-1)2+302—1—17 =16 r—2 x+42 22+4
1 B 1 B
(1—22)(1—a3) (1 —2)2(1+2)(1+x+22)
A B C Dx+ FE

:1—x+(1—x)2+1+x+1+x+x2’

koz6s nevezdre hozas utdn a szamlalok egyenldsége:

1=A(1-z)(14+2)(1+z+2*)+B(l+z) (1+2+2°)+
+C(1—2)*(1+x+2%) + (Dz+ E)(1—z)*(1 + z).

(=N

3

Az x =1, —1, 0 és példaul a —2, +2 értekek behelyettesitése utan kapjuk: A = }1, B =
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C=1 D=0 é E =3, vagyis
1 i g
(- (1-2) 1-z (=22
1 1
4 3
+1+x+1+x+x2'
303 — 9242 4 4 131z — 326 A B
ST T TR (3p499) 4 T8 =
S TR G e e e T z—3 z—5
_ 164
gy gpy T35, 1645
r—3 x-—5

7s* 4+ 23s% — 30s% — 1725 — 150 B
(5+2)i(s —5) -
A B C D E
T2 TG 2 TGP it 5o

k6z6s nevezore hozas utan a szamlalok egyenldsége:

7s' 4 23s% — 30s® — 1725 — 150 =
= A(s+2)*(s = 5) + B(s +2)*(s —5) + C(s + 2)(s = 5) + D(s — 5) + E(s + 2)".

_ - ; - 4
Az s =5,—2,0,1, —1 értékeket behelyettesitve kapjuk E =530 ~ 2,2865,

_ =2 T A
D= 72 ~ —0,2857, A= 31T ~ 47135, B = — 2 ~ —0,0058,
C = —4 ~ —0,0408. Tehat a keresett felbontas
7s' +23s® — 30s* — 1725 — 150 _ i N o
(s +2)4(s—5) s+2 (s+2)?2 (s+2)2 (s+2)* s-—5
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MS8. Laplace-transzformacio és inverze

8.1.a)
fy f, / f; f, fs fs sk 5
5 .
1' — 1' — { 1 2J / 1| —~ K-
2 3 2 3 2 2 21 4 '
10. abra. 8.1.a)
—2s —3s
£ 1-e St dt = 1 e—st t=3 — i’
fz ¢ [ ]t 2 s
(lasd még a feladat megoldasat is),
® —s : —1 —st]t=w —2s
= [, estdt = lim [Ze '] T = Le®,

wW—00

> —t 1 > t 1 t=w
L(f3) = / teetdt = [—6_“ + - / e st dt} = lim [— <— + —2) e‘“] =
3 S S 3 w—00 S S i3

3 1 3s+1
=0+<—+—)e‘352 ST s,
S

52 52

Megjegyzés: Az ,eltolasi” tételt most nem hasznalhatjuk, hiszen f3 nem az id(t) = t

. . (e t—3 ha3 <t
fliggvény ,.eltoltja”. Ez utébbi fé 2 (t) = a, — , melynek Laplace- transzfor-
0 maskor

maltja

L) = /3 = 3yt dt = {@e—st L1 / oot dt]oo _

—3s 1 —3s —

/t—l e stdt + /1-63tdt—
2

1

—2

t— 1 1
82
— -5 __ 6—23)

(lasd még a feladat megoldasat is),
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a két ponton atmend egyenes egyenlete y = 2,5z — 5,5, ezért

5 _1 t=5
L(fs) = / (2,5t — 5,5)e " dt = { e ! (bst — 11s + 5)] =
3 23 +—3
-1
= 5z (77 (s +5) — e (ds +5)),
4m
. . st _COSt + ssint 1 Coms  —dnms
L(fs) = /27r sin(t) - e~ dt = { a1 ]t_% =2 e ™),
- g —st — —k —sk —s(k—1) 1—e & —sk
E(f?):Zk- esdt:Z—(es—es ): Z(—k)esz
k=1 k=1 =1 ° 5 =0
_1—6500 d _g 1—¢e'd = . _1—e d 1 B
s ds* s ds(ze ) 5 ds 1—e—s>
=0 k=0
—S(es—1
@D Re(e) > 0).
s(e=s—1)

Masképpen: a H(t) = 1 (t > 0) Heaviside — fiiggvény ¢és az Eltolasi tétel segitségével:

(ik’ H t— — 1)) — H(t _ k))) — ik (e—s(k:—l) . e—sk) é _
k=1
1 — e’ %i
k=1

innen ugyanaz, mint az el6z6 megoldasban.

b)

f)=0b-(H(t)—H({t—a)+ H({t—2a)—+...),

b —as —2as o b
ﬁ(f)—g(l—e +e +...)_—S(1+€_a8),
b

g(t) = 2t H(t) — bH(t — a) — bH(t — 2a) —

1 b be= %
E(g):b(——e“5—6_2“5—...):—— ¢

as? as?  s(1—e )

Q

82.a) L(T1* —3t+5) =1 - 5 42
L (3 — 46(5+6i)t) = L(3)— 4L (€(5+6i)t) _

s—5

L(e™ cos(2t)) = G
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3 ey 3! B 6
L) =G ~ G
3it) — 6
E(t ) (S—i)4’
1 o a1/ 1 2
onn) = 3 (£ @) - £ ) =3 (- 5) ~ 7

Lt - ch(3t)) = —d%L(ch(St)) _ ( " 32> _ (; j;)z,

42 )” 32(3s% — 365+ 92)
—6)2 + 42 (s2 — 125 4 52)°

2

L(t*e% sin(4t)) = d—L(e sin(4t)) = <(8

ds?

b*) 5! = "5 miatt L (5') = —t

s—Inb5’

1 1/1 s s 42
2 - 2
cos(t) = 5(1 + cos 2t) miatt L(cos™(t)) = 3 (g t 2 n 22) S A)

1 1 1
cos® o = 5(1+0052a)-cosa: §cosa+ §c032a-cosa =

] +1( 3a+cosa) = cos’ a = L cos3a+ 2
= g cosa+ (cos3a +cosa) = cos” o = 7 cos3a + - cosa
miatt

3 24112
L(cos®(4t)) = i G s (5" + 112)

1
19512 dgye (s2 + 144) (s2 + 16)’

az f(t) = 1= Jelolest ésa L(t-f(t))
ahonnan L(f)
In

<L f) azonossagot hasznalva: L L(f) =
f ! +-ds=In(1+421)+C.Mivel lim

s s+1 |s|—o00

(1+3).

=—L(l—-et= _+s+1’
L(f)(s) =0, ezért C =0 vagyis L(f) =

c) A 8.1 feladat jeloléseit hasznaljuk:

Mivel f1 (t) = f2 (t) — f2 (t — 1), ezért

L(f1) = L(f2) = L(f2) - e = L(f2) - (1 — €_S> = 26—25 (1 _ 6—8) _ % (6—25 —35) ’
Mivel fy(t) = f3(t+2) — f3(t + 1), ezért
L) = L)) e L)) = (2 = ) - e ™ = 5 (¢ =),
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83. A L(t f(t))=—LL(f(t)) szabalyt alkalmazzuk:

ds

L (tcos (wt)) = —
L (tsin (wt)) = —
L(t-ch(wt))=——

L(t-sh(wt)) =—

d s s — w?

%s2+w2 a (52—|—w2)2’

d w 2ws

dss? +w?  (s24w?)%

d s s+
ds 52 — w2 - (52 — w2)2’
d w 2ws

ESQ —w2 N (wQ —32)2‘

3¢
84.0) L7 (55) =L (5(5—13/5)> = ged’,

1
-1
c (
£—1

55+ 3 s 3
1 1

=L 5 _
<32+4) (s2+22+2

(9 mr) =i =5

)=
1 _1£_1 2 1
s24+4) 2 s24+922) 2

sin(2t),

2
82+22

s+10 s+10  9/2  7/2

$2+4s+3 (s+1)(s+3) s+1 s+3

igy

L/ s+10 9 /1 7o (1 9
A R _r i
£ (82+4s—|—3> X \571) 2 s+3) 2"

T
)_8~2!t€’

2 4

£1< ) t4€_3t,
s+3 4!
() =2 (o

25 — 1) 8(s—1/2)
1 S_I_l _1 1 2 -3t 13

- = —3 — ¢

£ (s+3) ((s+3)4 s+3p5) "¢ 3" 4
£l 4s + 2 _ 4(s+3)— 10\

s+ 65413 (s+3)2+4 )

s+3 2
=L71(4 -5
((s+3)2+22 (s +3)2 + 22

1 5+ 6 B
13(s+3)2+4)

2
s (s+3)2+22 2(s+3)2+22> B

© Szalkai Istvan, Dosa Gyorgy, Pannon Egyetem
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o (W) - (<s e A e 3)5) = (%t He %t)

b*) a 8.3 feladat eredményeit hasznaljuk:

£t <m) = s-tsin (wt),

£ (o) = £7 (4 i) = b £ (iap) o=

= fo seg - sin (wz) dr = 515 [sin (2w) — 2w - cos (zw)]|7-; =

— %_3 (sin (wt) — tw cos (wt)),

— 52 — s°—w
(o) = 7 (s + o) -

az el6z6 eredmény segitségével

= tcos (wt) + 2 2w3 (sin (wt) — tw cos (wt)) =
= 5L (sin (tw) + tw cos (tw)).

¢) a b) feladat eredményei alapjan:

_ 3s+6 3 . 6 .
L1 ((52 n 4)2> =3 2tsm(2t) + 55 (sin(2t) — 2t cos(2t)) =

3 3\ . 3
= (Zt + §) sin 2t — Zt cos 2t,

L -3 R
. ((32 + 4)2> T 9.9 (sin(2t) + 2t cos(2t)) —

9.93 (sin(2t) — 2t cos(2t)) =

1 7
= —s1n2t+ 8tcos2t
9s 9
ol — cos(3t) — ——t sin(3t
(52+9 > (82+9 (S2+9)2) COS( ) 5.3 Sll’l( )7
S+3 _1 3 3 2 1
4(s+1) 4(s—1) (s—1)2 2(s+1)2

3 1 3] _3
— Zet 2t 4ot tet=(Z—Zt)et+(—+42t)¢
4 2 T2t —te (4 2)6 +(4+>6

/ a(z—t ﬁt dt = e%* /I e(ﬁfoz)t dt =
0

B—a)t1t=T ax Bx _ _ax
T {6( ) :| _ ¢ [e(ﬁ—a)ac . 1} _ € € 7
al,, B—a«a 0 —«

/ ’\tdt—x/ e’\tdt—/ t-eMdt =
0 0
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—z Feﬂ o Fe”(kt — 1)} - = x% [er —1] — & [ — 1)+ 1] =

A t=0 A? t=0 A2
1 11
— e)w —r= = —,
A2 AN
x 1 —
2k e = / (x—t)* eMdt = 3 [ (1202 — 2taX? — 20\ + 2202 4 22X + 2)] 0 =
0

1% f(z) = [ 1- f(t)dt = F(x) — F(0) ahol F(x) az f(x) egy primitiv fliggvénye,

xn f[)k 1 x . N ‘ ' y
T T (x —t)" - t" dt = /teljes indukcidval n € N-re/
1 tk-i—l t=z n T
— _tn_ _tﬂfl.tk‘%*ldt R —
n!-k!([(x ) k+1}t:0+k+1/0($ ) )
1 tht1 = 1 tk+2 =
= — 1t —t n—1
ol [(x ) k:+1] oD k) {@” ) 1
Tt ! —t)! il + t’“*” dt
- (k+n—1) x Tkt k: + n
=0+ ! / xt’”” = — [tk+n+1}t dt — LRl
(k+n)!Jo (k+n+1)! t=0 (k;+n+1)

MO. Integro-differencialegyenletek megoldasa Laplace-
transzformacioval

Linearis differencialegyenletek és -rendszerek

9.1. Az egyenlet mindkét oldalanak vessziik a Laplace-transzformaltjat (,,mérleg-elv”): az
Y = L(y) jelolést ésaz L (y') = s-Y(s) — y(0) Osszefiiggést felhasznalva:

a) L(y' +3y) = sY(s) =1+ 3Y(s) = L(e" +cos(22)) = 7 + 7152
Y(s)-(s+3)—1=;5+ —52j22,
s(s2+s+3
V) (6 +8) = i+ 1= iy
s(s —I—s—|—3) s+ 7% 1 27
Y f— pu—
() (s —1)(s>+22)(s+3) s+ 4 +4(3—1)+52(3—|—3)’

=S+ = 1 27
_ -t _
y(@) ( 2+ 4 +4(5—1)+52(s+3)>
27 .

3 4 1
. 2 in(2 - i
13 os(2z) + 13 2sm( x)+ 46 + 526

b) L(y" =2y —3y) = s(sY(s) = 0) =0 —2(sY(s) = 0) = 3Y(s) =
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2 _ 3z zy _ _1 2 _ 3s — 7
:Y(S)(S —28—3)—£(€ + 2e )—E—Fs_—l—m,
3s =7 3s =T
YO = 36D (2253 63—t 1)
5 1 3 1
T 16(s+1)  2(s—1) * 16(s — 3) * 4(s — 3)2
y(r) = L7 (Y (s)) = 1—566_”” - %ex + <% + %t) e,
¢)
L(y" =6y +13y) =s(sY(s) —2) =4 —6(sY(s) —2) + 13Y (s) =
=Y (s) + (8 —2s) = L (16z€") = G i61)2’
%_(8_23) 2(s® —65%+9s +4)
_ (-1 _ _
YO = 6513 o137+ 4)
1 2 5—95 B
“s-i (s —1)2 * (s—3)2+4
1 2 s—3 2
_s—l—i_(5—1)24_(3—3)2—1-22 (s —3)2 22
y(x) = L7 (Y(s)) = e + 2xe” + €** cos(2x) — €3* sin(2x) =
=e"(1 + 2z) + € (cos(2x) — sin(27)) .
d)
L(y" + 6y +13y) = s’Y (s) + 65Y (s) + 13V (s) =
2 _ 3z _ 5—3
=Y (s) (s> +6s+13) = L (e’ cos(2z)) = CEE
y . s—3 B s—3 B
U (R S R ) B (PR R I (R e

(s —3)2+22 (s+3)2+22%

_ _afmb -G trE) | (a5
y(r) =L (Y(s)) =L ( (s—3)2+22 >_£ ( (s + 3)2 4 22 )_

1 1 11
293 sin(2az)> — e (5 cos(2z) + =<5 sin(2x)> :
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e) L(y" +4y') =Y (s) +4sY(s) = Y(s) (s* + 4s) = L(cos 2) = 5,

S 1

Y(s) = (s3 + 4s) (8% + 22) - ($2+4)ze

y(x) =L (W) = 515 (sin(2z) — 2z cos(2x)) a 8.4./*) feladat alapjan.

HDLWY =3y —10y) = (s(sY(s) = 7) —2) —=3(sY(s) = 7) — 10Y(s) =

(s =35 = 10)Y(s) = Ts + 19 = L (2% >) = Fs,

Grap 75 =19 75142363 3052 — 1725 — 150

Y(s) =

(s2—3s—10) (s +2)4(s —5)
_ 11317/2401  2/343 2/49 2/7 N 5490/2401
542 (s+2)2 (s+2)3 (s+2)* s—5

(a 7.5. feladat szamitasai szerint), ahonnan

11317 2 2 1 2 1 5490
:£_1Y :——Qa;__ 2z <2 -, 2 -2rx 2 -3 2x _51;:
y() (V(s) = Spo1 343"° 19 27 ° 7 6%¢ T To©
5490 . ./ 1 ., 2 , 2 11317
=——¢e"+e - - =2 —x+ —— .
2401 21" T 98" T 3437 " 2401

9.2.a) Vezessikk be a z(x) := y(x + m) 0j ismeretlent. Ekkor az egyenlet:

@)+ () =1, 2(00)=2, 2(0)=0, 2"(0)=m,

3

1

vagyis £ (20 (z) + 2 (z)) =% Z(s) —2s* —m+s-Z(s) —2=L(1) = -
s

t42 4247 1+258° +(24+m)s 2471 1+7Ts+ 1

B $3+s B s?(s2+1) s s2+1 2

z(z) =2+ 7 — sin(z) — wcos(z) + x,

y(x) =z(x —7m) =2+ x —sin(x — 1) — wcos(z — ) = x + 2 + sin(x) + 7 cos(z).

Z(s)

b) Vezessik bea z(x):=y(zr+1) 1jismeretlent. Ekkor az egyenlet:
2O (z) — 2"(x) = —6(x +1), 2(0)=7,2(0) =10, 2"(0) = 12, megoldasa:
L(z2¥(x)—2"(x)) =5 Z(s) = Ts* —10s — 12 — s* - Z (s) + Ts + 10 =

:Z(s)(s3—32)—732—35—2:£(—6x—6):—g—g,

2(s) = —0 B 4T +35+2  Ts'+35°+257—65—6
B 53 — 52 B st(s—1)
z(x) = 2® 4 62% + 10z + 7,

yr)=2@—-1)=(@—1°+6(@—-1)>+10(x — 1) +7=2%+ 322 + 2 +2.

_ 7,10 12, 6
_S+S2+S3+S4’
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y(@) =L (G5 F(s) = L7 (F5) L7 (F(s)) =

ot _ ot
= sh(z) * 1+ew_f0 sh(z —t) 1+et fo 2" 1+ et dt =
—t ¢
_ 1 rr =z € —x e _
_§f0 61—|—et_e 1+etdt_

e“In(1+e?)— e_t]zg - %e‘x [In (e' + 1)]?23 =
e*[(In(l+e™)—e®) —(In(2) — 1)] — 2e*[In(e” + 1) — In(2)] =
e (B57) = e in (S51) + e - 1),

b) y"(x) = arctan (z) = s’V (s)=F(s) figy

y(x) = £ (i F (s>> — 2 % arctan(z

5 (x —t) - arctan(t) dt =
s

O%R

= [t — jarctant — St*arctant — Lz In (¢* + 1) + tx arctant] zz =
= 1z — farctanz — sx?arctanx — sz In (22 + 1) + 2? arctanz =
= 3 (2* — 1) - arctan(z) + 5z — sxln (2% + 1).

Megjegyzés: A feladat ismételt integrallal is kiszamolhato:
y'(z) = [ arctan(z) dz = z - arctan(z) — £ In (2® + 1) + C,
y(z) = [ zarctan(z) — L In(2? + 1) + Cy dx =

=1 (22 — 1arctan(z) — ixln (22 + 1) + 2 (5 + C1) + Cs,
KEP: y(0)=Co=0 = Cb=0,

y'(z) = £ (3 (2% — 1arctan(z) — szln(2® + 1) + 2 (5 + C1) + Co) =
=C;—iln(z? +1) 4 zarctanz, y(0)=C14+0=0 = C; =0,
Tehat y(z) =1 (2? — 1) arctan(z) — Lzln(2? + 1) + Lz
c) L(y'(x) —y(x))=5*-Y(s) —0—Y(s) = L (tanh(x)) = F(s),

Y(s) = - - F(s),

s4—1

y(x) =L (321_1

- [

) % L' (F(s)) = sinh(z) * tanh(z f sinh (z —t) -

(cosh(x) — cosh (z — 2t)) dt =

MI»—A

cosh()

© www.tankonyvtar. hu © Szalkai Istvan, Dosa Gyorgy, Pannon Egyetem


www.tankonyvtar.hu

M9. Integro-differencialegyenletek megoldasa Laplace-transzformacioval 109

cosh < 1 < cosh (1’ - Zt) cosh(z) t=x 1 t=x
= dt — 5 dt A — s |B hol
Ofcosh Zof cosh(t) > lizo =2 [Bliy aho
1
A= [ ———=dt = 2arct ¢
i cosh(1) arctan (e'),
cosh (z — 2t) I G
B=|———F"Fdt=| ———dt=| Y¥“—% - —du=
J cosh(t) / el + et / utrl Ty
e* + ut L e 1 1
— s 6_2 I o s du =
fexu2(u2+1) fex—i_u us+1 (6 +e ) u
=lu—% —(e"+e” w)arctanu——t—ﬁ—(e + e ") arctan (e') =
= 2sinh (t — x) — 2cosh(z) - arctan (e'),  tehat
y(x) = . [2arctan (e!)];— — L [2sinh (t — ) — 2 cosh(x) - arctan (e!)]; =6 =

= cosh(z) - (arctan (¢*) — arctan (1)) —

— (sinh(0) — cosh(x) - arctan (e*) — sinh (—z) + cosh(z) - arctan (1)) =

= cosh(z) - (2 arctan (e”) — g) — sinh(z) = cosh(z) - <ln (=) - g) — sinh(z).

d¥) Ly —2y +y)=s*Y(s) —2sY(s)+Y(s) =L (1 - 6*12> = F(s),

1 1
s2 —25+1

Y(s) =

a primitiv fliggvény:

/(x —t)e" (1 — e’t2> dt = xe”]et dt — e’ftet dt + e“”‘/teﬁt dt — xe”fetzt dt =
_]_ 2 2
= xex/ e tdt — e‘”/ te "t dt + ex/ 7(—21& —14+1)e " tdt — xe”/e‘t tdt =
z —t z,—t o 71 oy 1 —t2—t z —t2—¢
=—xe"e+ e (t+1)+e e —i-? e dt | —ze” [ e dt =

1 1
= —ze®e et (t+1) — 56336%27{/ - <§e’” + xe"’”> ' /etQt dt.
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Az F(t) = [e¥~'dt integral ugyan Newton tétele szerint létezik, de Liouville tétele
szerint nem irhat6 fel képlettel. Tehat csak annyit irhatunk:

1 t=x 1 T
y(x) = |—ze’et +eet(t+ 1) — §exe_t2_t} _ (éew + xex) ) /e—t2—t dt —
t=0

xT

1 1 1
=14+ ze” — Qem — 56_“’2 — (éem + xem) . /e‘tQ_t dt.
0

Megjegyzés: Mivel barmely folytonos f(t) fiiggvény esetén [° f(t) dt tetszbleges 2 € R
értékre konnyen (és tetszéleges pontossaggal) kiszamolhato, ezért y(x)-et Iényegében kisza-
moltuk.

Hasznalatosak az

2 x
erf(z) := ﬁ/ eV dt
0

1 * —t2 1 1

Jjelolések (és értékeik tablazatban is megtalalhatoak), melyek segitségével y(x) igy irhato:

ésa

1/4
o) =1t e — der — e — (3t ae) - VIO (enf (o4 8) — erf (1)

94. Az X = L(x) ésY = L(y) jeloléseket hasznaljuk.
2 sX(s) —8=T7X(s)+9Y(s)
sY(s) —2=X(s)—Y(s)

b

XG) (o — 14§ -] = jsr 24},
(

9
s) = 554245 _ 85426 _ _8s426  _ 9 _ _1
<152_13_1+§_%) s2—6s—16 (s+2)(s—8) s—8 s+2°

2(t) = £71(X(3)) = 9 — 72,
¢s az elsd differencialegyenletbdl:
y(t) = sa/(t) — Tx (t) = L (9e¥ — )" — T (9e¥ — e72) =

=8 + 272 — 7B 4 T = B 4 o2

b) { sX(s)=X(s)+2Y(s)+ !
sY(s) = X(s) +2Y(s)

X
a masodik egyenletbdl Y (s) = —82, majd visszahelyettesitve az els egyenletbe:
S
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SX(s) = X(9) 1259 + 5 = X() (51— ) = i,
1
. 5—3 _os=2 12
X(S>_s—1—%2 s(s—3)° 5G9 T 357 O

1 s—1
% sY(s)—2= X(s)—3Y(s)— (Sf(i)Q
azaz
(s +5) X (s) + Y(s) =2 — :;Tﬁﬁ
—X(8)+(s+3)Y(s) =2~ (5301)2 — 25(;:1;)248 .

A (linearis algebrai) egyenletrendszert Cramer szaballyal is megoldhatjuk:

—s5+6
d s—1 1
et| 952 —45—48

—5%4-2524195430
X(S) _ (s—1)* s+3 _ s2—2s+1 __2 1 + 2
wlsto 1 s24+8s+16 (=17 st (44
1 s + 3

det

s+5 —;‘Q’ff ]

1 2524548 2534552 —615—246

Y _ (571)2 _ s2—2s5+1 —
(S> det s+5 1 s? 4 8s 4+ 16
-1 s+3
_ 253 4+ 552 — 61s — 246 -3 12 1 _ _2
(s —1)* (s +4) s=1 o (s=1)7 st (s+4)%
ahonnan

z(t) = L7 (X (s)) = 2tel — e + 2te™,
y(t) = L7V (Y (s)) = 3¢t — 12tef — e~ — 24,

&) { sY(s)=Z(s)+2
sZ(s)=X(s)+2
ahonnan
s2+2s+3 S 2 3
X(s) = d—s 1)2 3+s—l_g’
(s+3) +3
252 +3s+1 —s—1 2 1
Yis) = s —s V2.3 s—1 s
(s+3)"+13
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38° 4+ s+ 2 1 2 2
Z(s) st —s 0?3 s-1 5
(s+3) +1%
és
s+1-1

+2e—3=

(V)
— et <cos <\/§t> — %\/gsin <\/§t>> + 2¢t — 3,
y@)z[ﬁlﬂY@»::—e?i(um<V§0—+%3ﬁn<vg0>—%zﬁ—1,
dwzzgﬂ(X@»::v@a%tsm(vgg-+zf—2

Integro-differencialegyenletek és -rendszerek

(s—l—

N[ =

9.5.a) Mivel [ e™ " y(t)dt = exp xy (konvolicid), ezért
(et -y(tyde) = L£(e) - £ (y() = 25 - Y(s).

Az eredeti egyenlet mindkét oldalat £ -transzformalva:

L(y) =Y(s)=L(sin(z)+ [y e ylt)dt) = 75 + 5 - V(s),

+s
1

3 s—1 1 1 s-3
Y(s) = 4 = = -,
1- =+ (2+1)(s—2) 5(s—2) 5 s2+1
y(z) = L7HY) = 1 — L cosaz + 2sina.
b) L(y(z)+ 2y (x) + [ y(t)dt) =
41

sY(s) —14+2Y(s)+Y(s) =L (Sln(x)) L

:m,
= +1 s34 2s 1 3 1

Y(s) = — —

— + R
s+2+1 (82+1)(8+1)2 s+1  2(s+1)°  2(s2+1)

y(z) =L (Y)=e7" — %xe‘x + 3 sinz.

{Y1<s>=§—£<w>-m<s>—4-§n<s>=%—8%-Y1s>—% ¥y ()
Yals) = L= ¥i(s) ~ L(x) Yals) = 2 1 Vi(s) = & - Vals)

aza (
zaz

(1 + S%) -Yi(s) + %YQ(S)

s Y(s) + (14 5)  Yals
ahonnan

Yi(s) = oBp = Ui e = wl@) =L 0h) =2 (1- ),

Yafs) = (Zz =3%i(s) = (@)=L =eT(1-2)
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Alkalmazasok
9.6. Az egyenlet mindegyik esetben 1-i"(t) + 37 (t) + gogrt (t) = v/ (¢).

Az egyenlet bal oldalanak Laplace-transzformaltja :

L=5"1(s)—s-iog—ir+3(sI(s) — io)

[ _
+ 5001’ )

1 ) ) )
:](8) (32+38+m)+(8-20+h+320>.

a) i(0) =4'(0) = 0 esetén

1
Ezl(s)-(52—|—35+—):£(u’(t)):0 = i(t)=0 (Vt € R).
0,001
i(0) = 4g, i'(0) = 4;  esetén
. . , 1
L =5*I(s) —s-ig— i1+ 3(sI(s) —ig) + m[(s) =0,

8'i0+i1+3‘io
52 4 3s + 1000 °

i(t) = L7 (I(s) =g - e 2" (cos ( 399115) + 2 (§ + Z—l) - sin ( 3991t>> =

2 V3991 \ 2 1 2
o s <\/3991
=19l - e 2" -sin

I(s) =

5 t+ 5) egy csillapodo szinuszhullam

(T e Rt, 6 € R).

b) L = 1(s) - (* + 35+ g ) = £ (sin’ (108)) = £(10c0s (101)) = 85
ahonnan

10 10 10 100
_ 10s _ 90151 703 9015 + 3703
I(s) = — —

(s2+100) (8% + 3s + 1000)  s2+100 2+ 3s+ 1000

és L7 utan (a 10.5. feladatban ismertetett (15) dsszefiiggés felhasznalasaval)

1 . 10 10 V3991 11v3991 . /3991
i(t) sin (10t) + — cos (10t) — — 3! (cos t+ in t>

~ 2703 901 901 2 1973 " 2
= 3\/19ﬁ sin (10¢ + arctan (30)) — %e‘gt : g\/ivggég sin < V3991t + arctan (3—V131%1>>

~ 0,0111sin (10t + 1,5375) — 0,01116_%t sin (31,5872t + 1,5128)
egy bedllo szinuszhulldm hiszen ¢ — oo esetén )

c*) A b) feladathoz hasonléan
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Sw
L= 10s)- (5 + 35+ gy ) = LWI(0) = £ (wy 05 (wyt) = 5 ;
ahonnan
I(s) = 5wy B As+ B Cs+ D
(24 w2) (s2+3s+1000) 7 \s24w? s+ 3s 41000
ahol , ,
w= — 1000 —3w —3000
A=C="2 """ B=-—"9 D=

nev nev nev

és

nev = w, — 1991w} + 1000 000,

a nevezonek nincs valos gyoke.

B .
=wy - [ Acostw, + o sin twy

: V3991 22 -3 . /3991
>+wgce3t <c 9L 4 20 5 V39 t>:

0s + sin
g 2 V3991 2
v 3991
=T - sin (wyt + v1) +C-T2~egtsin< 5 t—i—w) ,
ahol
B\’ 1
T = A2 _— —
! + <wg> Vnev’
D 2
7= |12 4 223 _ 4000. nev ’
V3991 V3991 " Jw? — 1000]
—arct Aw, —arct wz — 1000
v = arctan 5 )= arctan 3
és
V3991 —v/3991 (w? — 1000)
vy = arctan | = arctan 3
D -3 3w, + 3000

a (15) azonossag alapjan, tehat

1 w? —1000 —3 (w2 +1000) s V3991
=W, i t g . g e 2t t =
o <\/msm(“’g R wr—too0 C M\ T
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1. =3 (w? +1000) s, . (/3991
= Wy - < — sin (wgt +v1) + ow -e 2'sin 5 t+ vy .

, . _3 —
Elemzés: t — oo esetén az e~ 2! tag elenyészd, ekkor

Wy

i(t) =~ Y9 sin (Wt 4+ v1) =
! Vwi = 1991w? + 1000 000

\/ Nev

ami egy tiszta szinuszhullam.

sin (wgt + v7)

Megjegyezziik, hogy a gyakorlatban fellép6 sok u(t) fiiggvény esetén a megoldast Lap-
lace -transzformacioval nem lehet eléallitani, a megoldas kozelitése u(t) Fourier-soraval le-
hetséges. A 10.5. feladatban latunk erre példat.

d**) Az Li"(t) + Ri' (t) + 1i(t) = u/(t) = Upw, cos (wyt) egyenlet dltaldnos megoldasa:

2 3 2 277 o
_cngO cos twy — Letwy Uy cos twy + Rerw;Up sintw,

LQC%u;1 — 2Lcw§ + chng +1

1 1 /1 1

1 1 1 /1
+ Csexp <—Zt <§R+ S\ = (R%c — 4L)>> :

Az i(0) = Di(0) = 0 K.E.P. megoldisa

i(t)

cwyUp cos (twy) — LPwiUy cos (twy) + Re*w Uy sin (twy)

i(t) = _

L*cwy — 2Lcw? + R*c?w? + 1
(L — ng) - €08 (twy) + Rsin (twy)

— UO . o 5 9 i3 5 1 =
ng—Zz—}-R —’—CQUJS
U . 1
= 0 5 (R sin (tw,) + (— - ng) - cOoS (twg)> =
R+ (ng - L) Wy
cwg

U 1 2 i — Lw
- . 2’ \/RQ + (— — ng) - sin twg -+ arctan g Y —
R? + (ng - L) Wg R
Uo ) Lw, — i
= - sin | twy — arctan — 5 —
\/R2 + (Lw, - L)z

cwy

= Y sin t — arctan L, 1
N )2 Y R Rew,

s (e )
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(a 10.5. feladatban ismertetett (15) azonossag felhasznalasaval).

) U,
Elemzés: Az amplitudo A (w,) = 0 -
\/ R+ (ng - %)
pontosan akkor maximdlis, ha Lw, — — = 0, azaz
cwy
1
Wy =

U _ Uo . s ea ae
ekkor A (w,) = — és az dramersség i(t) = EO - sin (w,t), tovabba faziseltolodas sincs
(mintha L és c egymast kompenzalnd).

1 1
Ha c-t tudjuk valtoztatni, akkor ¢ = — kell; ha L valtoztathat6, akkor legyen L = —
ng cwy
1
mig w,-re a feltétel w, = ——.
B "= VL
9.7, £ (m - v/()) = ms - V(s) — mvo = £ (mg — kv () = ™0 — k- V(s),

V(s) " tmuy mg+smuy  mug — Em? gm

S) = = = _—
ms + k s(ms + k) k4 ms ks’

v(t) = %e’% (gm® — kmuo) + %, }L‘}}o”@) = %

Megijegyzés: az Utmutatoban emlitett tétel szerint is

lim v(t) = lin%s -Vi(s) = %

t—o0
9.8. A differencialegyenlet mindegyik esetben m - s”(t) = —k - s(t) + Fx ().
—k
a) Az m-s"(t) = —k - s(t) azaz s"(t) = — - s(t) egyenlet megoldasa (a L (s(t)) =
m
=5 (&) és §'(0) = s; jelolésekkel):

L") =€ (€50 —s0) 51 = SO —so —s1= S (6),

k +
S(6) (§2+E) =56 +s1 = S(f):%,

(1) = £ (S(€) = £ (ngj E) ~ spcos (@t) 4 \ﬁ (\/% _
= /s + j—l - sin (wR + arctg (zille))
R
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a 10.5. feladat megoldasaban ismertetett (| 5) azonossag alapjan, ahol wr = \/g a ,,rugo+m
tomegli test”’-rendszer sajat frekvenciaja.

Elemzés: A mozgas legnagyobb kitérése= amplitado= A = , /s2 + j—; Ha csak elen-

gedjiik a rendszert, akkor s; = 0, ekkor a fenti megoldas

s(t) = sp - sin (wR + g) =S¢ - cos (wgr) ,

r r M r r ﬂ-
ez esetben A = s és a faziskésés o = arctg <z—f1’wR> =5

b) Az egyenlet most s”(t) = — - s(t) + B - sin (wxt), megoldasa az a) részben hasznalt
m
jelolésekkel:

—k WK

L(s"(1) =€ S(€) =sof—s1=—-S()+B

k
S(ﬁ) <§2+E>:80§+81+B§2(/—T——KM§( ==

sof 51+ By 5063 + 5162 + sofw + siwk + Bug

etk N (€2 + wh) (€2 + wi)
E F k
:580+2— 5 ahol F:B%, E=s+F wr=\/—,
E+wp Etuwi Wk — Wg m
1 530+E F E . F .
s(t)=L (§2+w12% — §2+w%<) = Sp cOS (twR)—i-w—Rsm(twR)—Esm(twK) =

S1 WK B ) B .
= S9COS(twg) + | — + ————= | sin (twg) — ——= - sin (twg ) =
0c0s ({r) (wR Wwr Wi — w]%L) (tor) w2 —wh (twrc)

B
= A2 - sin (WR + (52) + m <(:—I; sin (twR) — sin (twK)) .

Elemzés: ha a kényszerfrekvencia wx megkozeliti wg-et, a rendszer sajat frekvenciajat,
akkor az amplitid6 nagyon nagy lehet.

¢) Az egyenlet most s”(t) = — - s(t) + B - sin (wgt), megoldasa a b)-ben szamoltak
m

© Szalkai Istvan, Dosa Gyorgy, Pannon Egyetem © www.tankonyvtar. hu


www.tankonyvtar.hu

118 MEGOLDASOK

felhasznalasaval:
S(g) B 505“_31 + BgQi}i}% B 5053 + Sl£2 + SOé_W]Qg‘i_ Slw?%‘i‘ B(UR B
£+ wi (&2 +w12%)2
. 650 + S1 BwR

— 52_{_0012% (52_{_&)]2%)27

s(t) = £ <§30+81 I Buwp > _

Etwp  (E2+wd)

(tor) + (25 + 2 sin (twn) — 2t cos (twp)
= S COS (Tw —_— - Sin (Tw — ——TUCOS (Tw =
0 R wr  2wh B wn "

B
= A - sin (wg + d3) — ﬂt cos (twpg) .
R

Elemzés: ¢ — oo esetén az amplitidé mindenképpen +oo-be tart.

Megjegyezziik, hogy a feladatban megoldott dallando egyiitthatoju masodrendii linedris
homogén differencialegyenleteket az Un. ,klasszikus” moddszerrel egyszeriibben és attekint-
hetébben oldhatjuk meg, ez sajnos jelen Feladatgylijteménybe terjedelmi korlatozasok miatt
nem fért be.

M10. Fourier-sorok, alkalmazasok

Fourier-sorok

1 ha —7<z<0
-1 had0<z<m

10.1. a) fa(z) = {

0 g
ar = — /cos(k;x) dx + / —cos(kz)dx | =0
T
T 0
(pératlan fiiggvény ,,koszinuszos” tagjai nullak),
1 0 T 5 I =0
by = — / sin(kz) dz + / —sin(kz)dz | = = [M] -
s s k R
T 0
2 (—cos(0) —cos(km) 2
= — — _ — —1 —
- ( ? ? — (—1 4+ cos(km))

_ = ha k pératlan
0 ha kparos
tehat
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F (fa(0) = = (sina) + 3 sin(30) + Ssinsa) 4. ) =

> ﬁ sin (2% — 1)) .
fe(x) =2xhazx e [-1,1);

1
ar=1- / 2x - cos(kmx)dx =0 mert az integrandus paratlan fiiggvény,

-1

m2k2 e=—1"" 7k

1
2 _ 4
by =1- /Qx sin(krx) de = [sin(rka) — wka - cos(mka)]" =11 = —(—1)F*!
S

4(_1)k+1

T Sil’l(kﬂ'%).

tehat F (fp(z)) = >
k=1
cd—3 ha —45<zxr<-3
6+2r ha —3<x<0
6—2r ha 0 <z<3
-3 ha 3 <x<45

0
1 k k

ak:Q-R /(—3)cos (%) da:+/(6+2a:)cos (g) dx | =
Y 4’5 ) Y

-8l COS(kaH 27 “n ok N 81
N 3 ok 3 o2k’

b =0 mert az integrandus paros fliggvény,
tehat

>/ —81 2k 27 . [ 27k 81 krx
Flfole) =142 (Wk? cost=5) o Sm( 3 ) * 27r2k‘2) e (E) -
k=1 5

~ 14 9,8767 - cos (0,6981zx) — 0,3219 - cos (1,3962x) + . . ..

—6xr—3 ha —-1<z<0 )
fo(x) = , ar = 0 mert az integrandus paratlan fiigg-
—6zx+3 ha 0<z<l1
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vény,
2 / —2
=1 / (3 — 6x) sin(kmz) de = 53 6 sin(mkx) + 3wk(1 — 2z) cos(mkx)].—, =
0
—2 . . 6
= 53 (6 sin(mk) — 3wk cos(mk) — 6sin(0) — 37k cos(0)) = — (cos(mk) +1) =
_ L2 ha k paros, tehat i n(20rx)
Tk paros, — m
=y ha —-7<1<0
= - , paros figgvény, tehat b, = 0,
fu(z) {%x ha 0O<wz<r P ggveny. k
1
ap = = 1,
T
_2 (1 kx)dx = k kxsin(kz)]—; =
ap=—_ [ cos(kx) dx = 52 [cos(kxz) + ka sin(kx)] g
0
2
= (cos(km) — 1) = 52 ha k paratlan, tehat
F(fe 1+§: cos((2€+1) )
== T).
2 prs (20+1)?
0 ha —-b<z<a-0»
c ha a—0<2<0 1
= - <b), L=b, ap=-=T =0,
Jr(x) 0 ha 0<z<a (@<b) W=7
—c ha a<z<b
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M10. Fourier-sorok, alkalmazdasok 121

0 b
c / (lmx) / kwx
ap = 5 cos 2 dx — | cos

—b a
= % (sin (lm - k:_ga) — sin(k7) + sin ( ba =
2C . kra ,
_ )i sin (T) ha £ paratlan ’
0 ha k péaros
0
kaE /sm(?) d:c—/sm(?) dr | =
—b a

—c kma kma
= — — _— k — Im— —
= ( cos < 5 7T> cos(km) + cos ( 3 ))

ki (2cos (k%) +1) ha k paratlan
N g ha £k paros ’

fela) = =6+ (fuo-7) = 3 ) =3~ 0o m),

2
tehat
F(fo(x))=3—-6F (fp)(x-7)=3— 6( —;Z % 5 €08 (2€—|—1)7r:1:)>:
- 24
- Zz:; e cos (20 + 1)mx) .
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1
5gc+1 ha —4<z<0
)4 B 1, -1
fu(z) = o+l ha 0<w<2 L=dao=pl=on
-1 ha 2<z<4

0 2
1 1 kmx 1 -1 kmx
— | - _- 1 bl _
4/(2 >c0s<4)d:c+4/<2x+)cos(4)dm
24 0
1 / k 1 k k
T wkx . [ Tkx
_L_l/c < ) I’IW{SCOS<T>+4T(}€SIH(T>+
2
e AN -1 wkx . [Tk
+ 27wkx sin (T>L:_4 + 122 {8 cos <T) — 47k sin <T) +
ke \1°72 1 AN
9 [ TR I _
+ 7rkxs1n( 1 )L:o — [sm( 1 )}

2=2
= FikQ (27rk; sin <kg> — 4 cos <k:g> —4cos (k) + 8> =

12427 1 12—6n 124100 1 12— 14r
o2 0 gx2’ 1872 7 5072 T 9x2) 9872

12+187 1 12 -227
16272 7 25727 24272 7T

0 2
1 1 . [ krx 1 -1 . [ krx
4 0
1 / k 1 1 1
T — )
1 /sm ( ) W [47?1{; cos (Zwkx) — &sin (Zwkx) +
2
1 v=0 ~1 /1 1
+27kx cos Zwlm . + 252 8 sin Zwkx + 47k cos Zwlm —
1 r=2 -1 1 r=4
—27wkx cos (Zka)]zzo - [cos (Z—lﬂ'/{l‘>:| =

r=2

= 2 (2 sin <k%> + 7k cos (kg)) =

-2 1 2 -1 =2 1 2 -1 =2 1
w27 217 92’ An’ 25727 67 4972 8n’ 8172’ 107’
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2 ha —n7<z<0 5
frx)=92 ha 0<z<wm L= m a=
0

maskor

™

=2 [an (2] 4——2— T R B
- 7k 3 x T2k 3 ey km? 3)°
0 T
2 2 2 [2 2
bk:-—:/zsm, MY g+ 2 [ 2 6in (2270 o —
3T 3T 3T T 3T
o 0
= [cos (gkx)L__ + _k [cos (gk:ﬁ)]x_o =

-2 =2 2 —2 2 2 2—2m 2w
= ks s (M) Tk T e Lol ) )

0 s
2 2k 2 2 2k
ar = — 200s< 37ra:> de + — —cos( m:) dx =
0

kﬁ
<
=
&
|
k,:’
&
N
%3
\_/
I

§:2kfn m%@k_w<x_g»::

X ..):

_—4 in( 7T>+1in 3 3 —|—1in 5 5% .
= sin ( z 5 3s T 5 5s T 5

7r
_ 4 (cos(w) — 1cos(Sx) + 1cos(Sx ) i cos ((20+ 1)x)
s 3 5) o 2€+1
(2 ha —3<z<-2
Frelz) = —1 ha —-2<z<0 L:3,a0:lT:0,
2 ha 0<z<l1 L
—1 ha 1<z<3

2 0 1
2 kmx 1 kmx 2 kmx
ak—g/cos( 3 ) dm—g/cos< 3 ) dm+3/cos<T) dr—
-3 0
3
— l/cos lmr_x dr = i sin —2kT —sin —3kT —
3 3 Ckm 3 3
1
1 . . —2k7 2 . (kT )
~ <sm(0) — sin ( 3 )) + o (sm <?> — sm(0)> —
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— 1 sin ST — sin ko = 3 sin (kﬂ> — sin 14327r =
km 3 3 Tk 3 3 N
=0, 3‘/5, 0, _3‘/5, 0, 0, 0, 3@7 0, _3@ 0, 0, 0, &5, 0,
2 47 8 107 147
—3v3
o (k=1.2,...
167 ' ( T )
| k ; k / k
2 1 2
by, = g/sin (?) dx—g/sin (%x) dx+§/sin (%x) do—
=z 9 0
3
1 /sin ke d —2 cos —2km cos —3kT +
- - Tr = — J—
3 3 km 3
1
1 —2k 2 k 1 3k
+ o= (cos(O) — cos ( 3 W)) ~ (cos <§) - cos(O)) + o= (cos (TW) -
km 3 T 2w
_ o~ —| 2 _ 2 - e 1) =
cos( 3 )) — (cos(wkz) cos <k3> cos (k 3 ) + )
9 9 9 9 9 9
_o 2 o 2 2o 20, —, . (k=1,2,.
07 27_(_7 07 471'7 O’ 07 07 87'('7 07 107_[_7 07 O? 0’ 1471'7 O’ 167'{'7 ( ) ) )
£1(2) 0 ha —-2n<zx<-—7
€T =
t %x +1 ha —-—7n<z<0
paros fliggvény, tehat b, =0, L =27, ag = %T =1, és
2 [/ 1 ke 1 1 1\
=5 (1 - = ) cos (;) dx = 73 {4005 <§km) + 2k(x — ) sin (§/€$):| » =
0
_ 4 LYo 4 8 4 4 1,
o r2k2? cos 2 i Com2k27 m2k27 p2k20 7 p2k?’ p2k2’ p2k2’
oviditve: = —5 - (1,2,1,0,1,2,1,0,....).
10.1.5) f(z) = fo1(z) 10.2. feladatban, L = 1 valasztassal,
(2) = = folw) + = tehit F (g(x) = —F (fp()) + = = = — 3" — sin (26r)
_ — teha = — _= —- — — SIn .
W) =g /DTG I =g IDI T =5 T e

10.2. fo(x) = 1: periodus: L > 0 tetszéleges rogzitett,

L
=1 [ldz=2, a) =
)

Qo

© www.tankonyvtar. hu

L
L[ 1-cos (#2) dx =0, by = 0 mert f(x) péaros fiiggvény, tehat
"y
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F(1)=1.

F(fi(z) =2 (sin(m) - %sin(Qa:) + %sin(Bx) . ) -y 2(%)1 sin(kz),

k=1

=5 (%2 + N 4<;21)k cos(k;:v)) - 4§: (2(%)16_1 sin(lm)) +7-1=
5

_ (% f7) 43 20(};“ cos(ka) + 3 Y o ey
k=1 k=1
F (e = geinto)+ 3 S o (157,
=
F(fala)) = 2 -2 (1_13 cos(20) + 5 cos(dr) + =1 cos(6) + ) ,
Pl = S S M e (1),
F(f %+i %_1 sin ((2k — 1)z),

k=1

fs(z) = —fa(z) (lasd a 10.1.0) feladatot), igy F (fs(z)) = —F (fa(x)),
u ha —-L<z< 0

fuol@) = v ha 0<z<L
L
o[ f@yde =0
a = x x—z(u+v) =u+v
-

_utv L [sin (@)TZL = " (sin(kr) — sin(0)) =0 (k € N\{0}),

L 0
1 L o cos Era\1°7° Lol A B
=7 7 . v |—cos 7 . -
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- kﬁ (cos(—km) — cos(0)) + k:i (cos(0) — cos(km)) = 0 paros k esetén, és
s T
o v ~ 2(v—u) , .
b = . (—2) + . 2 = = ha k péaratlan, vagyis

fuwu»=“;”+§§3%§ﬂhm<%?).

k=1

Megjegyzés: f, ., (z)-nek specialis esetei az 10.1.c) feladatbol f4(z), 10.1.5) feladatbol
fa(z), 10.2. feladatbol fq és f; fliggvények.

F (frolz)) = — — % (cosx + —cos(3z) + .. ) +

1 1
+ | sinz — §sin(2x) + gsin(Sx) —i—) =

4 i — cos ((2k — 1)x) + f: (=)™ sin(kx)
— — - xr Z 9
4T k- ) =k
IS —2 = [ =3(-1)F
./T(fn(ff)) = Z + Zzzg (W COoS ((Zf + 1)71’1‘)) + kz:; (T Sll’l(k‘ﬂ':}j)) ,
1 K 2= (204 1)
}"(flg(x))—§+§<(2€+1)Wcos( 5 ¢ +
2L (4 (cos (&) — (—=1)F) km
+ Z o sin (71')
k=1
10.3. Ezek a feladatokat 6nalldan oldjuk meg.
, , o A=) :
10.4. Lattuk, hogy fp(r) = 2%|pe(-1,1) ¢s F (fr(2)) = > — sin(kmzx), vagyis
k=1 m
4 4 4 4
fe(x) = 2x ~ —sin(rx) — — sin(27z) + — sin(37x) — — sin(4d7wx) + — ...,
T 2m 3m 47

tehat az fp fiiggvényt az F (fp(z)) ,.kezdbszeleteivel” kozelithetjik:

4
s = — sin (7z) (fekete),
m

4

So= — sin(mx) — — sin(27x) (zold),
T 27
— 2in(r2) - - sin(2r2) + ——sin(3mz)  (piros)
S3= - sin(7x 5 sin(27x i sin(37x piros),
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0z 04 06 08 10
X

11. abra. 10.4.

4 4 4 4
s1= — sin(mx) — o sin(27x) + 3 sin(3mz) — yy sin(47x) (kék),

=/B

—1 ha —n<z<mn/2 A A
frx)=¢+41 ha —n/2<xz<7/2~—cos(x)— -—cos(3z)+ —cos(bz)—....
m 3m om
-1 ha 7n/2<z<m

Lathatjuk, hogy mindkét fiiggvénynél a periodus végpontjai felé kozeledve fg és s; eltéréseri
még mindig nagyok, de azon intervallum, ahol a hiba pl. 6 = 10%-nal kisebb — egyre nd, és
J is csokkenthet6, ha F (fp(x))-nek egyre tobb tagjat vessziik.
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Alkalmazasok

10.5. F (U(t)) = F (|sin(1007t)|) meghatarozasa: by, = 0 minden k& € N sorszamra, mert f

paros fiiggvény. L = 55 igy
1/200

ap=2-200 / sin(1007t) dt

0
1/200

ar = 2-200 / sin(1007t) cos(200knt) dt =

0

0
= Toor (0 =

)

4
s

= #;lm)? [(m — 2km) cos ((1007 + 200km)t) +

+(m 4 2km) cos ((100m — 200kn)t)]/=L/** =
-2 T+ 2k T — 2k
_m<((w—2kw)cos( 5 )+(7r+2k:7r)cos( 5 ))—QW),

tehat F (Upe(t)) = 240F (|sin(1007t)|) =

480 320 64 192 320
= — — — cos(2007t) — — cos(4007t) — 7_7r cos(6007t) — 3T cos(8007t) — -+ =

T 7r
4 1 ! L
- % — @ (1—3 cos(2007t) + 33 cos(4007t) + T cos(6007t) + .. ) :

Az utmutat6 alapjan a bemeneti korben
1-d'(t) + R-i(t) = Up(t), i(0)=0

¢és a kimeneti korben
Uki(t) = R -i(t).

Mivel £ (Up(t)) nem szamolhato, ezért Fourier-soranak uy(t) tagjaira kiilon-kiilon old-
juk meg a bemeneti kor egyenletét, a végsé megoldas Uy, (t) pedig az egyes ,,részmegoldasok”
0sszege.

480 480
up(t)=—: az i'(t)+R-i(t) = —
egyenlet megoldasa
—480
t) = -1
it) = —5— (e )
Mivel e ft — 0, ezért
(t) 480
() = ——
Rm
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vehetd megoldasnak, azaz

480
uki,o(t) = —.

(Rovidebb, ,.fizikus” megoldas: egyendram esetén a tekercs ellenallasa 0, igy az ellendllason
480
folyo6 aram ug; o(t) = Up(t) = — (t € R).)
s

uk(t) = vgcos (wit) (vg,wp € R) = az

i'(t) + R - i(t) = vk cos (wyt)
egyenlet megoldasa

1
R? + W}

in(t) = Ce ™ (Ruvy, cos (twy,) + vgpwy sin (twy,)) .

Ismét elhagyhatjuk az exponencialis tagot mivel ¢ — 0.

Tovabba érdemes alkalmaznunk a kozépiskolabol jol ismert

Asin(u) + Beos(u) =T - sin(u + v) (15)
=T-cos(u+v—73)=T-cos(u—w) (16)
ahol T =+vA2+ B?, wv=arctg(5) és w=arctg(4)

és
1
arctan <—> =T arctan(x)
T 2
azonossagokat:
in(t) = %k cos <twk — arctg <ﬂ>> .
V R? + w? R
Tehat, az
R 1000 o
== =
VR QL 10002 4 (k- 200m)? (/14 ReE
atalakitas utan
Uk (t) = R -ig(t) = LQ cos (twk — arctg <w_]§>> ,
1+ 5

vagyis
Uki(t) = tpio(t) + g1 (8) + wpgy (8) + - =

© Szalkai Istvan, Dosa Gyorgy, Pannon Egyetem © www.tankonyvtar. hu


www.tankonyvtar.hu

130 MEGOLDASOK

4 1
= @ — @ —— oS <2007rt — arctg (g)) +

T L3142

1 2
+———F——=co08 (4007715 — arctg (%)) + ...
472
3-0¢/1+ 5=
~ 152,7887 — 86,2340 cos (628,3185t — 0,5610) — 17,2346 cos (1256,6371 — 0,8986) .

A mellékelt Aramkor-anim.gif (+html) mozgoképen szemléltetjiik a kimeno fesziiltség
valtozasat a bemeneti fesziiltségtol fiiggoen.
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Név- és targymutato

y szerinti primitiv fiiggvény,
,,Allando varialasa” moédszer,
,fuggbleges” integralas,
,Vizszintes” integralas,

Af (Q)’

Osszetett fliggvény derivalasa,
érintésik egyenlete,

Acos(u) + Bsin(u),
Algebra Alaptétele,
arctan(1/x),

Blathy Ott6,

Cauchy-Schwarz-Bunyjakovszkij
egyenldtlenség,

egyéb transzformacio,
egyenes egyenlete,
Egzakt egyenletek,
elemi tortek,

Eltolasi tétel,

erf(x),

exp(x),

D(x),

feliilet felszine,
Fourier-sor definicioja,
Fubini tétele,

Grof Jozsef,
gradiens,

Heaviside fliggvény, &,
henger egyenlete,

integral helyettesités,
iranymenti derivalt,

Jacobi-determinans,

© www.tankonyvtar. hu

jelolések,

K.E.P,
Konvolucid — tétel,

linearis fliggvény-transzformacio,
linedris integral-transzformacio,
linearis transzformacio,

Liouville tétele,

multiindex,
multiindex szerinti derivalt,

Newton modszere,

parcialis fiiggvény,
parcialis tortek,
polartranszformacio, 14,

R-L-C aramkorok,
résztortek,
reducibilis polinom,
rezgOkorok,

sulypont koordinatai,

sulypontjanak koordinatai,
stacionarius pont,

Székely Sandor,

szeparalhat6 differencialegyenletek,
szukcessziv integralas, 12,

tobbdimenzids lancszabaly,
tomeg kiszamitasa,

tablazatok,

Taylor-polinom,

tehetetlenségi nyomatékok, 32,
totalis derivalt,

traktrix,

vonszolasi gorbe,
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x szerinti primitiv fiiggvény, 29

Yvory transzformacio, 3 |
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